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Résumé — L’objet de cette étude est de développer un outil numérique dédié à l’optimisation de la
conception de l’inducteur en formage par impulsion magnétique. Cet outil doit permettre d’optimiser
les paramètres du générateur et/ou la géométrie de l’inducteur en fonction du chargement mécanique
nécessaire pour former la pièce, en résolvant les équations de la magnétodynamique. À cet effet, on
tire profit de la Proper Generalized Decomposition (PGD) qui permet une résolution paramétrique en
intégrant les paramètres d’optimisation comme coordonnées supplémentaires de l’analyse. On montre
dans un premier temps une résolution effectuée avec une paramétrisation du courant de décharge, puis
dans un second temps une paramétrisation de la géométrie en considérant une structure multi-couches
dont les épaisseurs sont incluses comme des dimensions supplémentaires au problème.
Mots clés — PGD, Magnétodynamique, modélisation paramétrique

1 Introduction

Cette étude s’inscrit dans le cadre du formage par impulsion magnétique, qui permet une mise en
forme des matériaux métalliques à grandes vitesses de déformation. Ce type de procédé permet d’une part
de repousser les limites de formabilité obtenues avec un chargement quasi-statique, et d’autre part de ré-
duire la formation de plis et de fortement limiter le retour élastique [1]. Aussi, ce type de procédé présente
un intérêt industriel certain pour la réduction de poids et pour la conception de pièces à géométrie com-
plexe ou d’assemblages multi-matériaux.

La maîtrise de la mise en oeuvre de ces procédés nécessite la connaissance du domaine de validité
d’un certain nombre de paramètres inhérents au procédé, ces derniers étant bien souvent déterminés par
le savoir-faire accumulé de l’opérateur. La simulation numérique est à ce titre un outil performant pour
explorer un espace paramétrique, et permet donc de limiter une démarche essai/erreur plus coûteuse.

Les simulations menées doivent intégrer différents paramètres (géométriques, matériaux, procédés,
etc). Des analyses paramétriques permettent d’améliorer la mise en oeuvre de ces procédés, et conduisent
à la définition de problèmes d’optimisation sur l’espace généré par l’ensemble des paramètres d’intérêt,
qui peuvent très vite s’avérer coûteux en temps de calcul. Le coût numérique souvent exorbitant de
l’optimisation réside dans la résolution d’un calcul direct pour chaque jeu de paramètres donné afin
d’évaluer la fonction coût et son optimalité [2], ce qui limite bien souvent le nombre de paramètres et la
taille du problème envisagés dans l’analyse.

L’objet de cette étude est de développer un outil numérique dédié à l’optimisation de la conception
de l’inducteur en formage par impulsion magnétique. Cet outil doit permettre d’optimiser les paramètres
du générateur et/ou la géométrie de l’inducteur en fonction du chargement mécanique nécessaire pour
former la pièce. L’analyse se concentre ici sur le calcul du chargement mécanique généré dans une
pièce à former à partir d’un courant déchargé dans l’inducteur (régie par les équations de la magné-
todynamique). Afin de limiter le coût de calcul de la phase d’optimisation, on tire profit de la Proper
Generalized Decomposition (PGD) [3, 4, 5, 6, 7] qui permet une résolution paramétrique en intégrant
les paramètres d’optimisation comme coordonnées supplémentaires de l’analyse. En conséquence, l’é-
valuation de la fonction coût pour un jeu de paramètres donné ne nécessite plus la mise en oeuvre d’un
calcul direct, l’effort de calcul ayant déjà été fourni en amont de la phase d’optimisation. Aussi, le pro-
cessus d’optimisation se réduit à un post-traitement de la solution multidimensionnelle. Dans le cas des
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procédés de formage par impulsion magnétique, on envisage dans un premier temps une paramétrisation
du courant de décharge au travers du temps de décroissance τ et de sa pulsation ω, c’est-à-dire de la
chaîne générateur-bobine. Une paramétrisation de la géométrie du système pièce à former - bobine mag-
nétique est par la suite mise en oeuvre en considérant une structure multi-couches dont l’épaisseur des
couches sont incluses comme des dimensions supplémentaires au problème, ce dernier présentant alors
huit dimensions. La PGD est ici utilisée comme un outil dédié servant à construire une abaque numérique
pouvant être implémentée dans une tablette numérique à destination de l’opérateur.

La PGD a déjà été utilisée dans le cadre de l’analyse paramétrique pour la résolution de problèmes
thermique, en prenant en compte des paramètres géométriques [8], matériau [9] ou associés aux condi-
tions aux limites [10, 11], en élasticité [7], en rhéologie et théorie cinétique [5] et pour le calcul stochas-
tique [12]. Elle a d’autre part été utilisée pour la magnétodynamique [13], sans pour autant utiliser toutes
ses possibilités, et dans un autre contexte que celui de l’analyse paramétrique et du formage par impulsion
magnétique.

Dans ce papier, on présente tout d’abord le procédé de magnéto-sertissage et le modèle envisagé dans
la section 2. On rappelle ensuite le principe de la PGD dans la section 3, puis on détaille le paramétrage
du modèle en fonction des paramètres de chargement dans la section 4 et en fonction de la géométrie
dans la section 5.

2 Le magnéto-sertissage

2.1 Principes

D’une façon générale, les procédés de formage par impulsion électromagnétique utilise comme
« outil » une bobine magnétique. Le procédé consiste à décharger un condensateur dans une bobine et
générer ainsi un courant oscillant de forte intensité (figure 1(a)). Par induction magnétique des courants
de Foucault sont alors induits dans la pièce à former. L’interaction de ces courants induits avec le champ
magnétique oscillant créé par la bobine vont alors créer des forces de répulsion intenses (les forces de
Lorentz), entre la bobine et la pièce à former. Le chargement mécanique intense et bref généré permet
d’accélérer et de déformer la matière jusqu’à ce que celle-ci épouse une empreinte, donnant la géométrie
souhaitée de la pièce.

Le magnéto-sertissage apparaît comme un cas particulier des procédés de formage par impulsion
électromagnétique ; cette configuration est obtenue lorsqu’on souhaite assembler une bague (la pièce à
former) et un arbre (figure 1(b)), traditionnellement de sections circulaires. La matière est accélérée et se
déforme jusqu’à rentrer en contact avec l’arbre, réalisant ainsi le sertissage.

I

t

I(t) = I0e−t/τ sin(ωt)

I0e−t/τ

(a) Courant de décharge
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(b) Configuration de
sertissage

Fig. 1 – Procédé de magnéto-sertissage

2.2 Modélisation

Le magnéto-sertissage, et de façon plus générale les procédés de formage par impulsion électro-
magnétique, sont des problèmes multiphysiques et font intervenir des phénomènes électromagnétiques,
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thermiques et mécaniques qui se combinent au cours du procédé ; les phénomènes électromagnétiques
permettent de générer le chargement mécanique entraînant la déformation de la pièce à former, qui
s’échauffe à cause des dissipations mécanique et électrique. De nombreux auteurs ont déjà étudié la
formulation de ce problème couplé [14, 15] et sa résolution numérique dans le cas d’applications au
formage électromagnétique [14, 15, 16].

Cependant pour ce type d’applications, tous les couplages entre les différentes physiques ne sont
pas activés ; aussi il est possible d’effectuer quelques hypothèses pour simplifier la modélisation : (i) les
fréquences mises en jeu lors de ces procédés étant relativement faibles, il est raisonnable de négliger
les courants de déplacement, ceci donne lieu aux équations de la magnétodynamique, (ii) les effets ther-
miques peuvent être omis de l’analyse en première approximation en observant un rapport des temps
caractéristiques des phénomènes magnétiques et thermiques de l’ordre de 5 · 10−3 pour un aluminium
classique, et (iii) on observe expérimentalement que les phénomènes mécaniques sont en retard par
rapport aux phénomènes magnétiques, on peut alors considérer un couplage faible magnétodynamique-
mécanique, voire complètement découpler les deux physiques.

L’analyse conduite ici s’inscrit donc dans le cadre de l’hypothèse de découplage des différentes
physiques (τelec << τmeca << τth). Le chargement mécanique généré dans la pièce à former est calculé à
partir de la résolution des équations de la magnétodynamique sur la configuration présentée sur la figure
2 : une bobine de champ magnétique entoure la pièce à former tubulaire, le tout étant plongé dans un
domaine représentant l’air environnant. On néglige ici l’hélicité du système. Il est classique d’utiliser

z

Ωair

a = 0

∂a
∂n = 0

a
=

0

Ωwp
Ωj

l1 l2 l3 l4 l5

Fig. 2 – Géométrie et paramétrisation du problème

une formulation en potentiel vecteur magnétique [1, 14, 15, 16] en écrivant :

b = rot a (1)

où b est l’induction magnétique et a le potentiel vecteur magnétique. Dans le cas d’une formulation
bidimensionnelle axisymétrique, seule la composante orthoradiale du potentiel vecteur magnétique est
non nulle :

a = aeθ (2)

La conservation de la charge et la jauge de Coulomb sont automatiquement satisfaites, aussi le problème
aux limites s’écrit :

σ
∂a
∂t

=
1
µ

(
∂2a
∂r2 −

a
r2 +

∂2a
∂z2

)
+ j0 ∀x ∈Ω

a = 0 ∀x ∈ Γ0

∂a
∂n

= 0 ∀x ∈ Γ1

(3)

où σ est la conductivité électrique (nulle dans l’air) et µ est la perméabilité magnétique du milieu. Étant
donnés les matériaux envisagés pour cette étude (bobine en cuivre et pièce en aluminium), la perméabilité
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magnétique est constante et égale à la perméabilité du vide µ0 = 4π ·10−7S.I. Par conséquent, le problème
(3) est linéaire. Une condition de Dirichlet homogène est prescrite sur le bord extérieur du domaine
constitué d’air et une condition de symétrie permet de restreindre le domaine d’étude. Enfin, une densité
de courant j0 = j0eθ est imposée dans la bobine. Les forces de Lorentz générées sont calculées en post-
traitement à partir de l’induction magnétique et du courant induit j =−σ∂a/∂t dans les composants :

f = j×b (4)

3 La PGD

La Proper Generalized Decomposition (PGD) [3, 4, 5, 6, 7] est une méthode consistant à rechercher la
solution du problème aux limites sous forme séparée, c’est-à-dire sous la forme d’une somme de produits
de fonctions. Considérant un champ u dépendant de d coordonnées (x1, . . . ,xd)∈ (Ω1× . . .×Ωd), cette
approximation s’écrit :

u(x1, . . . ,xd)'
N

∑
i=1

d

∏
j=1

X ( j)
i (x j) (5)

Autrement dit, si on discrétise chacune des dimensions x j sur un maillage unidimensionnel de N j noeuds,
on peut observer que x( j)

i ∈ RN j représente le vecteur de composantes X ( j)
i (x( j)

k ), avec 1 ≤ k ≤ N j et
1≤ j ≤ d, de sorte que (5) puisse se réécrire sous la forme d’une somme de produits de tenseurs d’ordre
un :

u'
N

∑
i=1

x(1)i ⊗·· ·⊗x(d)i (6)

Tout l’intérêt de la PGD réside dans le fait de construire l’approximation dans une base de produits de
tenseurs, ce qui permet de travailler avec des fonctions (des polynômes en général) d’une seule variable,
et donc que le coût de calcul varie linéairement en fonction de la dimensionnalité du problème, et plus
en puissance de cette dimensionnalité comme c’est le cas avec les méthodes classiques.

La résolution par la PGD s’appuie sur la forme faible multidimensionnelle du problème aux limites ;
dans le cas de la magnétodynamique, la forme faible du problème (3) s’écrit dans le cas où m paramètres
additionnels sont pris en compte :

Étant donné la densité de courant j0 ∈Ω j,

Trouver a ∈ Aad, dans (Ωr×Ωz×Ωt ×Ω1× . . .×Ωm) tel que,∀a∗ ∈ A0
ad∫

· · ·
∫

Ωi

∫
Ωt

∫
Ωz

∫
Ωr

(
σ

∂a
∂t

a∗+
1
µ

(
∂a
∂r

∂a∗

∂r
+

aa∗

r2 +
∂a
∂z

∂a∗

∂z

)
− j0 a∗

)
rdrdzdtdx1 . . .dxm = 0

a(r,z, t = 0) = a0

(7)

La résolution procède par enrichissements successifs ; on suppose que la solution au mode n est connue
et on cherche à enrichir la solution en calculant le mode n+1 :

an+1 = an +T (t)R(r)Z(z)
m

∏
i=1

Xi(xi) (8)

Le champ test peut d’autre part être choisi de la forme suivante :

a∗ = T ∗R(r)Z(z)
m

∏
i=1

Xi(xi)+ . . .+T (t)R(r)Z(z)
m−1

∏
i=1

Xi(xi)X∗m(xm) (9)

Avec les champs (8) et (9), le problème (7) devient non linéaire. De ce point de vue, la PGD est une
méthode qui transforme un problème linéaire en une séquence de problèmes non linéaires. Aussi, la
résolution s’effectue de façon itérative au travers d’un algorithme de point fixe, le calcul de chacune des
fonctions à l’enrichissement n+1 se faisant de façon alternée à l’intérieur du point fixe.
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4 Paramétrage du chargement

4.1 Formulation

Pour paramétrer le chargement, l’utilisateur est amené à définir les valeurs de charge U0 des conden-
sateurs, leur capacité C, la résistance R et l’inductance L de la chaîne générateur-bobine. Le courant de
décharge s’exprime comme une sinusoïde amortie, solution du circuit RLC associé :

I(t) = I0e−t/τ sin(ωt) (10)

Aussi, il est commode de choisir comme paramètres de la solution la pulsation ω et le temps de décrois-
sance τ, le problème étant linéaire I0 n’a pas besoin d’être paramétré. Ces paramètres peuvent être reliés
directement aux données d’entrée caractérisant le générateur par les relations usuelles [1] :

I0 =
U0

L
√

1
LC −

R2

4L2

, ω =
1√
LC

, τ =
2L
R

(11)

Aussi, l’approximation PGD de la solution du problème (7), ici à cinq dimensions, s’écrit avec deux
paramètres additionnels :

a(t,r,z,τ,ω)'
N

∑
i=1

Ti(t)Ri(r)Zi(z)τi(τ)Ωi(ω) (12)

Une condition nécessaire pour chercher l’approximation sous la forme (12) est de pouvoir exprimer les
données du problème sous forme séparée, on est donc conduit à chercher une expression de la densité du
courant de décharge sous la forme :

j0(t,τ,ω) =
N j0

∑
i=1

Ti(t)τi(τ)Ωi(ω) (13)

Une possibilité parmi d’autres d’exprimer le courant de décharge (10) sous forme séparée (13) est de
formuler un problème PGD sous la forme suivante :

I

(
N j0

∑
i=1

Ti(t)τi(τ)Ωi(ω)

)
= f (t,τ,ω); avec f (t,τ,ω) =

Nt

∑
j=1

f j
t f j

τ f j
ω

f j
t = (I0/S)δ(t− t j)

f j
τ = exp(−t j/τ)

f j
ω = sin(ωt j)

(14)

avec I l’opérateur identité. Le second membre est simplement construit comme une évaluation par
échantillonnage sur le maillage temporel du courant de décharge (10) divisé par la section des enroule-
ments de la bobine de champ magnétique. La résolution du problème magnétodynamique avec le paramé-
trage du courant de décharge est alors effectué comme établi à la section 3.

4.2 Résultats

Le tableau 1 résume les données d’entrée du problème. La décomposition du courant de décharge
sous forme séparée (14) est effectuée en 50 modes pour atteindre un résidu normé de 10−3, chacun étant
calculé en moyenne en une centaine d’itérations de point fixe pour une convergence en résidu normé de
10−8 ; le calcul dure 10 secondes. L’analyse magnétodynamique avec ce chargement nécessite environ
une heure de calcul et 200 modes pour atteindre un résidu normé de 10−2.

Les figures 3(a) et 3(b) présentent la norme des forces de Lorentz (4) générées respectivement sur
la pièce à former et sur les enroulement de la bobine en fonction du temps de décroissance du courant
de décharge. Le post-traitement utilise ici le plugin développé par F. Bordeu [17], permettant l’export au
format pxdmf vers le logiciel Paraview. On peut vérifier que les efforts croissent quand l’amplitude du
premier pic du courant de décharge (10) augmente avec τ. La PGD permet la construction d’une solution
multidimensionnelle, le processus d’optimisation se réduit alors simplement à un post-traitement de cette
solution.
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Coordonnées Nombre de noeuds Domaine Conductivité électrique
t ∈ [0,450]µs 225 workpiece (alu) σwp = 37.7 ·106 S.m−1

r ∈ [0,20 ·10−3] m 200 bobine (cuivre) σcoil = 59.6 ·106 S.m−1

z ∈ [0,20 ·10−3] m 200 Autres données Valeurs
τ ∈ [50,450]µs 50 I0 30000 A
ω ∈ [1 ·104,6 ·104] rd.s−1 60

Tableau 1 – Données du problème

(a) Pièce à former (b) Bobine

Fig. 3 – Forces de Lorentz générées en fonction du temps de décroissance τ ∈ [50,450]µs

5 Paramétrage de la géométrie

5.1 Formulation

On considère à présent le problème (7) paramétré avec cinq longueurs dénommées l1 à l5, représen-
tant l’épaisseur des différentes couches de la configuration représentée sur la figure 2 ; le problème
présente huit dimensions. Le domaine associé à la coordonnée radiale est alors projeté sur un domaine
parent fixe pour chaque couche, auxquels on associe la coordonnée s j, de sorte que :

Ωr =
m⋃

j=1

Ωs j =

[
0,

m

∑
j=1

s j

]
(15)

Le changement de variable suivant est alors défini par couche dans la structure :

r(s, l1, . . . , lm) = ∑
p< j

lp + l j(s− ( j−1)); j−1≤ s≤ j (16)

L’approximation PGD est réalisée sur le domaine parent, en prenant en compte les coordonnées addi-
tionnelles ; le champ test est défini de façon analogue à (9) :

an+1 = an +T (t)S(s)Z(z)
m

∏
i=1

Li(li)

a∗ = T ∗(t)S(s)Z(z)
m

∏
i=1

Li(li)+ . . .+T (t)S(s)Z(z)
m−1

∏
i=1

Li(li)L∗m(lm)

(17)

Le changement de variable (16) implique que les quantités intégrales intervenant dans la forme faible (7)
s’expriment à présent de la façon suivante :∫

Ωt

∫
· · ·

∫
Ωli

∫
Ωz

∫
Ωr

(· · ·)rdrdzdl1 . . .dlmdt =

∫
Ωt

∫
· · ·

∫
Ωli

∫
Ωz

(
m

∑
j=1

∫
Ωs j

(· · ·)

(
∑
p< j

lp + l j(s− ( j−1))

)
l jds

)
dzdl1 . . .dlmdt (18)
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Le jacobien associé aux coordonnées cylindriques fait explicitement intervenir le changement de vari-
able (16) dans l’intégrand, le jacobien de la transformation sur le domaine parent se calcule quant à lui
aisément comme ∂r(s, l1, . . . , lm)/∂s = l j, pour j−1≤ s≤ j. On explicite ci-dessous une partie du calcul
du terme faisant intervenir la dérivée par rapport à la coordonnée radiale de la forme faible (7), avec le
premier terme du champ test (17)2, en notant 〈·, ·〉Ωxi

le produit dans L2(Ωxi) :

∫
Ωt

∫
· · ·

∫
Ωli

∫
Ωz

∫
Ωr

1
µ

∂a
∂r

∂a∗

∂r
rdrdzdl1 . . .dlndt = · · ·

=
m

∑
j=1

∑
p< j
〈T,T ∗〉Ωt 〈(1/µ)S′,S′〉Ωs j

〈Z,Z〉Ωz

m

∏
i=1

〈
H (lp)H

(
l−1

j

)
Li,L∗i

〉
Ωli

+
m

∑
j=1
〈T,T ∗〉Ωt 〈(s− ( j−1))S,S〉Ωs j

〈Z,Z〉Ωz

m

∏
i=1
〈Li,Li〉Ωli

+ . . .

(19)

où la fonction H (lp) est une fonction présence qui vaut lp si p = i, 1 sinon. On observe que le nombre
d’opérateurs croît en O(m2) pour une structure constituée de m couches dans un cas axisymétrique.
Ceci provient du jacobien associé aux coordonnées cylindriques déjà présent dans la forme faible du
problème (7), et complexifie le calcul par rapport à un cas bidimensionnel classique [8]. Les mêmes
développements sont effectuées pour les autres termes de (7) et pour les autres termes du champ test
(17). Une attention particulière doit toutefois être portée au terme aa∗/r qui doit être exprimé sous forme
séparable et ne doit pas être évalué en zéro.

5.2 Résultats

La figure 4 résume les données d’entrée du problème. Le calcul dure environ deux heures et nécessite
40 modes pour atteindre un résidu normé de 10−2. La figure 5 présente le tracé des forces de Lorentz sur la
pièce à former en fonction de son épaisseur l2, on observe qu’il est possible de trouver une configuration
optimale si on souhaite maximiser ces efforts. Les figures 6(a) et 6(b) présentent les isovaleurs de ces
forces au pic d’intensité pour deux valeurs différentes d’écart entre la bobine et la pièce à former. On
observe comme on pouvait s’y attendre des efforts plus importants sur la pièce lorsque celle-ci est plus
proche de la bobine. L’outil numérique ainsi construit ouvre à présent la possibilité de mettre en oeuvre
des problèmes d’optimisation à un coût de calcul relativement raisonnable.

Coordonnées Nb noeuds
t ∈ [0,300]µs 100
s j ∈ [ j−1, j], ∀ j = 1,5 50
z ∈ [0,20 ·10−3] m 61
li ∈ [2 ·10−3,7 ·10−3] m, ∀i = 1,5 5
τ 140 µs
ω 5 ·104rd.s−1

Fig. 4 – Données du problème. Fig. 5 – Forces de Lorentz générées sur la
workpiece en fonction de son épaisseur l2.

6 Conclusion

La PGD s’avère être une méthode particulièrement attractive notamment lorsqu’on souhaite mener
des analyses paramétriques. L’ajout de coordonnées supplémentaires à la solution permet de gérer des
problèmes de grande dimensionnalité, et de considérablement réduire le coût d’une phase d’optimisation
ultérieure. On a montré ici dans le contexte du formage par impulsion magnétique une solution contenant
le paramétrage du courant de décharge ou de la géométrie du système, le problème possédant huit dimen-
sions dans ce dernier cas. L’outil numérique construit peut à présent permettre d’optimiser la conception
de l’inducteur afin d’améliorer la mise en oeuvre du procédé.
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(a) l3 = 2 ·10−3m (b) l3 = 7 ·10−3m

Fig. 6 – Forces de Lorentz générées en fonction du gap entre la pièce à former et la bobine
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