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PLATON
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Référence : Hersant, M. (2016). Démarche d’investigation et apprentissages géométriques
chez les professeurs des écoles. Problématisation a propos des « solides » de Platon. In Enjeux
et débats en didactique des mathématiques—Actes de la 18eme école d’été de didactique des
mathématiques (Vol. 2, p. 758-765). La Pensée sauvage éd.

RESUME

L’étude ici présentée porte sur I’analyse de 'activité de recherche d'un probléme de géométrie des solides par des
professeurs des écoles en formation continue. Le cadre de la problématisation (Fabre, Orange, 1997 ; Orange,
2012 ; Hersant, 2010) est mobilisé pour cette analyse. Il s’agit d’identifier les dynamiques et les événements de
problématisation (Doussot, Hersant et Orange-Ravachol, 2013) a l'oeuvre dans cette résolution ainsi que les
connaissances mathématiques mobilisées tout au long de la résolution par les professeurs des écoles. Cette étude
nous renseigne ainsi sur les représentations initiales des professeurs des écoles en géométrie des solides et sur les
connaissances « construites » en situation.

Introduction

Le cadre de la problématisation développé dans le champ de la didactique des Sciences de
la Vie et de la Terre (Fabre, Orange, 1997 ; Orange, 2012) permet I’étude de D’activité
d’¢leves ou de chercheurs en situation de résolution de problémes explicatifs en SVT. Il a des
ancrages a la fois dans la théorie de I’enquéte de Dewey et dans I’épistémologie
bachelardienne (Fabre, 2005) et postule que savoir ce n’est pas « savoir que » mais « savoir
que ¢a ne peut pas étre autrement », autrement dit que les savoirs sont apodictiques et non
assertoriques. Ainsi, les travaux utilisant ce cadre dans le champ des SVT s’intéressent aux
nécessités que les éléves peuvent construire au cours de la résolution de problémes de
biologie ou de géologie.

Nous pensons que ce cadre peut étre utilisé dans le champ de la didactique des
mathématiques et qu’il est susceptible d’éclairer de fagon nouvelle le regard que 1’on porte sur
I’activité en résolution de probléme. Dans des travaux précédents, ce cadre nous a permis
d’analyser et de comprendre les conditions du dépassement de 1’empirisme naif au sens de
Balacheff (1988) et de I’entrée dans la rationalité mathématique pour des éléves du cycle 3 de
I’école ¢lémentaire (Hersant, 2010). Dans ce poster, nous mobilisons la problématisation pour
mettre en évidence la dynamique de construction du probléme des solides de Platon chez des
professeurs des écoles et I’évolution des connaissances de géométrie dans ’espace qu’elle
suppose.
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Quelques précisions sur le cadre de la problématisation et la méthodologie d’analyse

Orange distingue trois registres de ’activité scientifique critique (2012). Le registre empirique
est celui des faits provenant d’observations ou d’expériences ; le registre des modeles est celui
des explications construites pour rendre compte des faits préjugés pertinents pour le probléme
travaillé ; le registre explicatif qui comprend les présupposés considérés comme allant de soi
par les ¢éléves et qui leur permettent de produire des explications, de s’expliquer les choses.

C’est de l’articulation de ces trois registres au cours de la recherche du probleme que vont
émerger 1’explication et les nécessités associées au probléme. La recherche d’un probleme
donne lieu a des observations ou a des expériences qui génerent des faits. Lorsqu’on cherche
une explication au probléme posé, on opere une sélection dans I’ensemble de ces faits ou on
oriente d’une fagon ou d’autre notre regard. Cette orientation du regard est sous-tendue par
notre registre explicatif et c’est dans la confrontation de ce registre explicatif et des éléments
empiriques que vont pouvoir se construire les explications et nécessités du probléme, dans un
dédoublement des idées et des faits.

Les espaces de contraintes permettent de résumer de fagon schématique les contributions
de chacun des registres a la construction des nécessités associées a la solution du probléme.
Orange les définit ainsi (Orange, 2002) :

C’est une mise en ordre des différents éléments problématisants qui sont apparus au cours de ce
débat, d'une maniére trés implicite et méme souvent inconsciente pour les éléves. Mais si ces
¢léments correspondent bien a des idées et des arguments produits par les éleves, il est clair qu'ils
ont subi un filtre épistémologique, d'une part par la conduite du débat par le maitre et, d'autre part,
par l'interprétation que nous avons faite des propositions. Mais nous faisons 1'hypothése que cet
espace a une valeur qui dépasse le cas étudié¢. D'une part car il gomme l'aspect chronologique de ce
débat particulier au profit des relations logiques. D'autre part parce que, selon le principe de toute
étude qualitative, nous pensons que ce cas fait sens. Et enfin parce que tout ou partie de cet espace
se retrouve dans d'autres débats sur ce sujet, avec des ¢leves d'dge comparable.

I1 est toujours intéressant d’identifier la cinématique de la problématisation a I’ceuvre dans
la résolution d’un probléme, i.e. les problémes qui sont rencontrés et posés. Mais, si I’on veut
comprendre [’activité de résolution du probléme, il est aussi important d’accéder a la
dynamique de problématisation, aux « forces » a I’origine de la problématisation. Les espaces
de contraintes permettent de rendre compte, d’une certaine fagon, de cette dynamique. Mais
ils ne tiennent pas vraiment compte de 1’élément crucial qui met en route la dynamique de
problématisation (par exemple, une question de I’enseignant, un fait issu de I’expérience, une
remise en cause d’une explication), qui provoque une rupture d’intelligibilité de la situation
conduisant a une problématisation. S. Doussot, D. Orange-Ravachol et moi-méme avons
désigné d’événement de problématisation (Doussot, Hersant et Orange-Ravachol, 2013) cet
¢lément, en référence a la notion d’événement en sciences historiques et sociales (Bensa,
Fassin, 2002 ; Orange-Ravachol, Orange, 2012). Ainsi un événement de problématisation est
un événement au sens de Bensa et Fassin (2002) :

L’évidence habituelle de la compréhension est soudain suspendue : a un moment donné,
littéralement, on ne se comprend plus, on ne s’entend plus. Le sens devient incertain. Loin
d’interpréter comme nous le faisons quotidiennement, sans y songer ou presque, tout a coup, nous
ne sommes plus assurés de nos grilles de lecture. Tandis que nous vivons d’ordinaire dans le
régime de ce qui va sans dire, nous voici plongés avec I’événement dans le régime extraordinaire
de ce qui ne sait plus se dire, ou du moins n’en est plus si sir. (...) I’événement ne renvoie pas a
une rupture dans la réalité, mais, on I’a dit, dans D’intelligibilité. L’événement enclenche une
nouvelle intelligibilité — autrement dit, il rend pensable une nouvelle série, qu’il inaugure, ou qu’il
porte au jour celle qui s’était déja engagée, sans qu’on s’en flit encore apercu. Le départ de la série
ne coincide donc pas nécessairement avec 1’événement : celui-ci, plus simplement, la rend visible,
et lisible.
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et se caractérise par le fait qu’il est a I’origine de la construction des nécessités associés a
un probléme. L’¢tude des événements de problématisation renvoie est donc une étude de la
problématogénese.

Le probleme proposé et le contexte de [’¢tude

Nous allons utiliser I’outil « espace de contraintes » (Orange, 2002) pour analyser I’activité
des professeurs des écoles, lors d'un stage sur la démarche d’investigation en mathématiques
et en sciences, face au probléme suivant :

Un polyedre est un solide délimité par des faces planes. Un polyédre régulier est un polyedre
convexe dont les faces sont des polygones réguliers (tous les cotés sont de méme longueur et tous
les angles ont la méme mesure) deux a deux superposables tels que a tous les sommets
corresponde un méme nombre de faces. Déterminer tous les polyédres réguliers (documents
non autorisés).

En proposant cet énoncé, notre objectif est de mettre les stagiaires en situation de
construction des nécessités associées a la solution du probléme, a savoir : « il y a exactement
cinq polyedres réguliers car la somme des angles au sommet dans un polyédre régulier doit
étre inférieure a 360° ».

Nous avons mis a disposition des stagiaires du matériel (polydrons, papier, crayons,
ciseaux, équerres, regles, compas, rapporteurs) qui autorise une démarche expérimentale
(Durand Guerrier, Dias, 2005) et, plus précisément, permet la constitution d’un registre
empirique. Nous avons organisé le travail en groupe et demandé aux stagiaires de rédiger
d’une part une affiche « résultats » et d’autre part une affiche « chronique » de la recherche de
facon a travailler ensuite sur la démarche. Le travail de quelques groupes a été filmé et
l'analyse porte sur l'un d’eux.

Une affiche « résultats » qui temoigne d’'un événement de problématisation

L’affiche « résultats » du groupe présente deux « séries » a propos des mémes objets et
témoigne ainsi d'un changement de grille de lecture de la situation au cours de la résolution.



Figure 1 : affiche « résultats » du groupe
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Dans la partie supérieure de l'affiche (Figure 1) figure un tableau qui décrit les polyedres
identifiés en fonction de la forme de leur face et de leur nombre de faces, arétes et sommets.
Les fleches d'une colonne a l'autre du tableau et la formule sous le tableau indiquent la
recherche de relations numériques (de proportionnalité) entre les éléments caractéristiques des
solides. Cette « série » témoigne, d’une part, d'un travail qui s'est effectué principalement
dans le cadre de la géométrie affine, en appui sur I’observation de solides construits et,
d’autre part, de la recherche d'une définition en compréhension de 1’ensemble des solutions a
partir d’une formule a définir. Cette série reléve d'une visée assertorique ou les nécessités du
probléme ne seront pas explicites car embarquées implicitement par la formule.

Dans la partie inférieure de l'affiche, un texte met en avant une nécessité sur la somme des
angles au sommet et témoigne d'un travail de géométrie métrique et euclidienne qui s’appuie
sur I’observation du passage du solide au patron, organisée par la recherche d'une définition
en extension de 1’ensemble des solutions.

Ainsi, les différences de cadres (Douady, 1987) et de points de vue (Rogalski, 2001)
adoptés dans les deux parties de I’affiche rendent compte d'une rupture d'intelligibilité de la
situation, d'un changement de grille de lecture de la situation, accompagné de la construction
de nécessités, c’est-a-dire d’un événement de problématisation (Doussot et al., 2013). A partir
de ce constat nous proposons d’étudier les questions suivantes : comment les professeurs des
¢coles cheminent-elles dans le probleme ? Qu’est-ce qui génere cette rupture d’intelligibilité
de la situation ? Quels apprentissages géométriques potentiels cet événement de
problématisation peut-il initier ?

Comment les professeurs des écoles cheminent-elles dans le probléeme ? Cinématique de
[’enchainement des problémes

A partir de la vidéo de la recherche du groupe, nous avons transcrit les échanges dans le
groupe et découpé ce corpus en phases et épisodes. Une phase correspond au travail d’un
probléme (quel est le nombre de faces a chaque sommet ? peut-on construire un polyedre avec
des hexagones ?...) ; le travail d’un probléme méme probléme pouvant étre interrompu puis
repris dans une phase ultérieure. Un épisode correspond a un sous-probléme associ¢ a un
probléme (est-ce qu’on est sir de nos dénombrements précédents ? est-ce qu’il y a toujours
trois faces a chaque sommet ?...). Ce découpage du corpus nous permet de dégager ce qui
sous-tend D’activité des professeurs. Il y a d’abord deux principes, faux, plus ou moins
implicites, mais tenus pour vrais pendant un certain temps et petit a petit mis en
questionnement : un principe de bijectivité (a chaque polygone régulier est associé un et un
seul polyédre régulier) et un principe de régularité (il y a exactement trois faces a chaque
sommet). L’activité est aussi portée par une hypothése sur la démarche a suivre pour obtenir
I’ensemble des solutions : « il faut trouver une formule ». Cette volonté de trouver une
formule constitue le « probléme de la formule » et peut-€tre mise en relation avec la facette
épistémologique du contrat didactique (Hersant, 2014). Enfin, I’activité est contrainte par la
« difficulté » matérielle de construire un polyédre régulier a faces hexagonales, ce qui génere
de nombreux échanges et des doutes sur cette possibilité et constitue le « probléme de
I’hexagone ».



Probléme de la formule

2a 4a 4b 4c 4f 5d 5b
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\AA
Probléme\de I'hexagone Principe de bijectivité Principe de régularité

Probléme de la formule
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Probléme\de I'hexagone Principe de bijectivité Principe de régularité

Figure 2 : I’enchainement des probléemes

Le graphe de la Figure 2 représente le cheminement, épisode (sous-probléme) par épisode,
entre ces quatre problémes. Les épisodes en violet correspondent a un travail explicite sur la
délimitation des possibles et la construction des nécessités (est-il nécessaire de construire le
polyedre a faces hexagonales ? pourquoi ¢a ne marche pas ? ; est-ce qu’on est sures de nos
dénombrements ? pourquoi ne peut-on pas avoir plus de faces a un sommet ?). Les autres
correspondent a une exploration des possibles (peut-on avoir un polyédre avec les
hexagones ? qu’est-ce qu’un ballon de foot ? peut-on avoir un autre polyedre avec des
triangles ? ...).

Le graphe met en évidence que le probléme de I’existence de la formule est récurrent : les
professeurs des écoles y reviennent presque de fagon obsessionnelle. Ce probleme est relié de
facon chronologiquement dense aux trois autres problemes puisqu’il est le point de départ et
d’arrivée de nombreuses fleches qui relient des épisodes d’exploration des possibles. Ainsi, ce
probléme semble jouer donc un rdle majeur dans I’exploration des possibles. Le tableau de
I’affiche « résultats » (Figure 1) témoigne de cet aspect de leur activité.

Le probleme de I’hexagone est celui qui comprend le plus grand nombre de sous-
problémes distincts et de passages d’un sous-probléme a un autre en son sein. Par ailleurs, il
est aussi le cceur des problémes associés a une délimitation explicite des possibles. Il est donc
intrinsequement dense. Nous notons qu’il est aussi étroitement relié chronologiquement
(allers-retours rapides) aux principes de bijectivité et de régularité : il semble jouer un rdle
majeur dans la remise en cause des ces principes. Ainsi, il semble contribuer de fagon
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privilégiée a la délimitation des possibles (trois épisodes violets sur cinq au total) et étre une
source importante de problématisation.

Qu’est-ce qui génere la rupture d’intelligibilité de la situation ? Dynamique de la
problématisation

Pour dépasser une cinématique de la problématisation des professeurs des écoles et accéder
a la dynamique de la problématisation pour ce groupe, nous construisons l’espace de
contraintes de la recherche des professeurs des écoles, en organisant les différents éléments
issus de 1’observation de leur activité (constructions, échanges dans le groupes) selon les trois
registres de la problématisation (Figure 3).

Registre W Tableau : nb faces. sommets, arétes

cube, tétraédre, « hexaédre » 3D : 6 triangles / 4 pentagones  « hexaédre » : dodécaédre :

octaedre, « ¢ane plie pas/ sommet : / sommet : patron qui patron vers
dodécaedre : ¢a plie un peu » «c’est tout «on ne peut pave solide : « aprés

constructions 3D plat » pas » c’est plat »

Y angles égale a 360° X angles supérieure a 360°

Y B

Principe de bijectivitd Principe de régularité ¥ angles doit étre
invalide invalide inférieure a 360°
|

Iy a 5 polyedres

Registre explicatif (cadre)

Géométrie physique Géométrie affine Géométrie métrique Géométrie euclidienne

Registre W Tableau : nb faces. sommets. arétes

cube, tétraédre, « hexaedre » 3D : 6 triangles / 4 pentagones  « hexaédre » : dodécaedre :
octaedre, « ¢a ne plie pas / sommet : / sommet : patron qui patron vers
dodécaedre : ¢a plie un peu » « c’est tout «on ne peut pave solide : « aprés
constructions 3D plat » pas » c’est plat »

¥ angldg inférieure a 3¢ Y angles égale a 360° ¥ angles supérieure a 360°

..............................................................................

Principe de bijectivité Principe de régularité 3 angles doit étre
invalide invalide inférieure a 360°

|
Ily a 5 polyédres

Registre explicatif (cadre)

Géométrie physique Géométrie affine Géométrie métrique Géométrie euclidienne

Figure 3 : espace de contraintes



Cette représentation est complémentaire de la précédente (Figure 2). Les traits qui relient
les différentes boites représentent des relations logiques, issues de mises en tension des
différents registres. Dans cette représentation, la chronologie est gommée. Par ailleurs les
couleurs des cases permettent de coder le registre explicatif mobilis¢ pour « observer » la
réalité ou construire des nécessités. Dans ce probléme, les registres explicatifs renvoient a
différents cadres, au sens de Douady (1987). Ainsi, par exemple, « 1’observation » des
constructions avec le registre de la géométrie physique conduit a dire que si on assemble des
hexagones en papier « ¢a plie un peu » ou « ¢a pave », tandis que « 1’observation » des
mémes constructions avec le registre de la géométrie métrique conduit a « voir » dans le
pavage des angles dont la somme vaut 360°. De la méme fagon, c’est bien la référence au
cadre de la géométrie métrique qui permet de construire, en tension avec le registre
empirique, la nécessité « il faut que la somme des angles soit inférieure a 360° » et par la,
d’invalider le « principe de régularité ».

Au départ, les possibles sont nombreux : autant de possibles que de polyedres réguliers
mais cela reste implicite et concevable pour les professeurs des écoles (la limite est liée au
nombre de polygones réguliers). C’est le principe de bijectivité. La difficulté matérielle a
construire « I’hexaédre » (« ¢a plie un peu », « ¢a ne plie pas ») permet de mettre en doute ce
principe et d’envisager d’autres possibles (plusieurs polyedres réguliers pour un polygone
régulier donné, pas de polyedre régulier pour un polygone régulier donn¢), ce qui implique
d’invalider le principe de régularité. Dans le registre empirique, et en relation avec le registre
de la géométrie physique, cela conduit a la construction de I’octaédre. Mais cet abandon du
abandon du principe de régularité ouvre aussi des possibles d’une autre fagon et appelle la
construction de nouvelles nécessités. En effet, dés qu'on imagine qu'on peut placer plus de
trois faces par sommet, on pergoit qu'il y aura une limite (au moins d’ordre physique). Et, on
percoit aussi que la recherche d’une formule liant le nombre de faces, de sommets et d’arétes
dans le registre de la géométrie affine ne permettra pas de réduire les possibles2, d’identifier
les nécessités de cette réduction. C’est I’impossibilité empirique de construire un polyeédre
avec quatre pentagones par sommet, alors qu'on peut en construire un avec quatre triangles
par sommet, qui conduit a la recherche de raisons et a des changements de registre, au sens de
Duval (1995), (patron vers 3D et inversement) et de cadre, de l'affine vers le métrique. Le
cadre métrique constitue alors une nouvelle grille de lecture de la réalité. Le mot « angle » est
apparait dans les échanges, d’abord comme angle dans 1'espace puis angle dans le plan. La
nécessité d’avoir une somme des angles au sommet inférieure a 360° est établie et la liste des
polyedres en découle.

Qu’est-ce qui fait événement de problématisation et engendre la rupture d’intelligibilité ?
L'abandon du principe de régularité, 1i¢ en amont a l'abandon du principe de bijectivité,
enclenche la nouvelle intelligibilité de la situation : les professeurs des écoles travaillent sur la
méme réalité (les mémes objets) mais n’en n’ont pas la méme lecture. Cela est bien mis en
¢vidence par I’espace de contraintes ou, dans le registre empirique, les mémes objets
(constructions 3D avec des polydrons ou du papier et « patrons » des figures) sont interprétés
de fagons différentes selon que le cadre utilisé pour « voir » la réalité reléve de la géométrie
physique (boites orange) ou de la géométrie métrique (boite vertes).

2 Une preuve avec la relation d’Euler-Poincaré existe mais cette formule n’est probablement pas connue des PE.
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Conclusion : que peuvent avoir appris les professeurs des écoles ?

Nous avons proposé cette situation a des professeurs des écoles dans le cadre d’une
formation continue sur la « démarche d’investigation » en mathématiques et en sciences. Nos
objectifs étant principalement de les former a I’investigation par la problématisation. La
situation que nous venons d’analyser a ainsi servi, dans ce stage, de support a un débat sur les
solutions trouvées par les différents groupes et sur la nature de I’investigation dans les
groupes. En parallele de cette formation a I’investigation, nous avions aussi pour objectif de
faire bouger les représentations des professeurs des écoles sur la géométrie des solides et sur
son enseignement. Nous avons en effet souvent observé que la géométrie des solides est
enseignée comme un savoir encyclopédique, non questionné, trés descriptif. L’activité des
professeurs des écoles dans ce groupe témoigne d’un changement de regard sur les solides,
d’une rupture d’intelligibilité de la réalité « solides » qui se caractérise par le passage d’une
géométrie des solides physique, affine et assertorique a une géométrie des solides euclidienne,
apodictique. Nous avons bien entendu explicité ce changement de regard ensuite avec les
professeurs des écoles. Nous ne savons pas quelle pérennité peut avoir cet événement de
problématisation sur les connaissances des enseignants et sur leur représentation de
I’enseignement de la géométrie des solides. Mais nous pouvons toutefois faire 1’hypothese
qu’il a permis une évolution des connaissances de ces professeurs des écoles en géométrie des
solides. De la méme fagon, il nous semble que cette activité est susceptible d’avoir fait
évoluer leur représentation quant a la facon de prouver qu’on a toutes les solutions : pour
trouver de facon sure toutes les solutions, on n’a pas toujours besoin d’une formule.
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