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Résumé — On considère un modèle d’endommagement local avec une chute de la contrainte dès que
l’endommagement apparaît. Ce modèle local est régularisé par l’approche level set épaisse [1, 2]. Ce
modèle fait intervenir une longueur lc et un profil d’endommagement. On s’intéresse dans le cas unidi-
mensionel au modèle cohésif équivalent. On montre que pour un modèle cohésif (extrinsèque) donné, on
peut trouver un modèle d’endommagement TLS donnant la même réponse et ce quel que soit la longueur
lc.
Mots clés — endommagement, modèle cohésif, TLS, Thick Level Set

1 Motivations

Le modèle d’endommagement basé sur des level set épaisses (TLS) a été introduit dans le papier [1]
and [2] comme une nouvelle manière de délocalisé l’endommagement. Ce modèle est plus riche qu’un
modèle cohésif car il permet de prédire le chemin que va suivre la fissure et peut gérer des chemins de
fissurations très complexes (coalescence et branchement). La relation entre modèle d’endommagement
à gradient et modèle cohésif a déjà été étudiée par différents auteur [3, 4]. La nouveauté dans ce papier
est de s’intéresser à cette relation dans le cas de modèles d’endommagement régularisés par la TLS.

2 Description des modèles CZM et TLS

On considère une barre élastique endommageable de longueur 2L : x ∈ [−L,L] et de module de
Young E. Les dégradations sont modélisées soit par une zone cohésive (CZM) en x = 0, soit par une zone
d’endommagement de type TLS. Par symétrie, on se restreint à l’étude de la zone x ∈ [0,L]. On dénote u
et σ respectivement le déplacement et la containte (uniforme) le long de la barre. Pour le modèle CZM,
le déplacement est discontinu en x = 0 et l’ouverture de la zone cohésive est donnée par w = 2u(0+).
L’ouverture dépend de la contrainte par une relation σ = σ(w). En dessous d’une contrainte critique
σc, il n’y a pas d’ouverture et au delà d’une certaine ouverture wc, la contrainte s’annule. Concernant le
modèle TLS, le déplacement est continu (sauf lorsque d = 1 en x= 0). L’étendue de la zone endommagée
est noté [0, l] où x = l correspond à la position actuelle du front d’endommagement. Dans le sillage du
front, l’endommagement est donné par le profil d(φ) qui est une donnée d’entrée du modèle TLS et où
φ est la distance au front φ = l− x. Lorsque l atteind lc, l’endommagement atteind 1 en x = 0 et la barre
est rompue. On dira que les modèle CZM et TLS sont équivalents si la relation entre contraintes σ et
déplacement en bout de barre uL est identique dans les deux modèles.

2.1 Modèle CZM

Le déplacement est relié à la contrainte par

uL =
Lσ

E
+

w(σ)
2

(1)

La relation w−σ est donnée par la forme adminensionnelle

σ

σc
= F(

w
wc

) (2)
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telle que F(0) = 1, F(1) = 0 et F = 0 au delà de 1. L’énergie de la zone cohésive est

ϕcoh(w,dcoh) =
1
2
(d−1

coh−1)kw2 (3)

donnant les lois d’état :
σ = (d−1

coh−1)kw, Ycoh =
1
2

d−2
cohkw2 (4)

et donc (1) peut s’écrire

uL =
Lσ

E
+

σ

2k
dcoh

1−dcoh
(5)

2.2 Modèle TLS

On considére un modèle local d’endommagement avec adoucissement caractérisé par une fonction
H(d). L’énergie libre est donnée par

ϕ(ε,d) =
1
2
(1−d)Eε

2 +Yc(H(d)−d) (6)

Les lois d’état qui en découlent sont

σ =
∂ϕ

∂ε
= (1−d)Eε, Y =−∂ϕ

∂d
=

1
2

Eε
2−Yc(H,d−1) (7)

La relation déplacement contrainte sur la barre s’écrit.

uL =
∫ L

0

σ

E(1−d)
dx =

Lσ

E
+

σ

E

∫ l

0

d
1−d

dx (8)

L’évolution de l’endommagement est supposée vérifier

Y ≤ Yc, ḋ ≥ 0, (Y −Yc)ḋ = 0 (9)

La condition Y −Yc donne

ε =

√
2Yc

E

√
H,d(d) (10)

nécessitant
H,d(d)≥ 0 (11)

On impose également
H,dd(d)≥ 0 (12)

pour assurer une pente négative de la courbe contrainte déformation après le pic. En effet, on a la relation

dσ

dε
= E(−2

H,d(d)
H,dd(d)

+(1−d))≤ 0 (13)

Finalement, les restrictions sur H se résument en

H(0) = 0, H,d(0) = 1, H,d(d)≥ 0, 0≤ H,dd(d)≤
2H,d(d)

1−d
(14)

Le modèle local décrit ci-dessus est maintenant rendu non-local en imposant un profil d’endomma-
gement d(φ). Le taux d’endommagement est donné par

ḋ = d,φφ̇ (15)

où d,φ est la dérivée de d par rapport à φ. Le champ φ̇ doit être uniforme sur [0, l] pour que φ reste une
fonction distance. L’évolution non-local de d est donnée par (9) (voir [5]).

Y ≤ Yc, ḋ ≥ 0, (Y −Yc)ḋ = 0 (16)
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où

Y =

∫ l
0 Y d,φ dφ∫ l
0 d,φ dφ

, ḋ =

∫ l
0 ḋ dφ∫ l
0 dφ

= φ̇

∫ l
0 d,φ dφ∫ l

0 dφ
(17)

Après quelques calculs, on obtient

Y =
σ2

2E(1−d0)
−

Yc(H,d(d0)−1)
d0

, ḋ = φ̇
d0

l
(18)

où d0 est la veleur maximale de l’endommagement sur la barre (maximum atteint en x = 0). La contrainte
est donc

σ =
√

2EYc
√

(1−d0)H(d0)/d0 (19)

2.3 Relations CZM TLS

On impose pour les deux modèles le même modulde Young et la même contrainte critique.

σc =
√

2EYc (20)

A ce stade, il est utile de définir les nombres sans dimension suivants

σ̂ =
σ

σc
, ε̂ =

Eε

σc
, ŵ =

w
wc

, φ̂ =
φ

lc
, λ =

2σclc
Ewc

(21)

On complète (20) par les trois relations suivantes

σ̂ =

√
(1−d0)

H(d0)

d0
, ŵ = λ(

∫
φ̂0

0

d
1−d

dφ̂)σ̂, σ̂ = F(ŵ) (22)

où d0 = d(φ̂0). En éliminant σ̂ et ŵ, on obtient√
(1−d0)

H(d0)

d0
= F

λ

√
(1−d0)

H(d0)

d0

∫
φ̂0

0

d
1−d

dφ̂

 (23)

Cette condition lie λ, le profil d’endommagement et la forme de l’adoucissement H(d). Notons que le
profil d’endommagement n’intervient que via

I =
∫

φ̂0

0

d
1−d

dφ̂ (24)

alors que l’adoucissement via

S =

√
(1−d)

H(d)
d

(25)

La condition (23) s’écrit donc de manière compacte

S = F(λIS) (26)

3 Exemple d’une loi cohésive linéaire : F(ŵ) = 1− ŵ

Avec un profil parabolique d’endommagement, figure 1,

d = 2φ̂− φ̂
2 (27)

on obtient après quelques calcul

H(d(φ̂)) =
2φ̂− φ̂2

(1− φ̂+λφ̂2)2
(28)

qui satisfait (14) si λ≤ 1/2. Les relations contraintes déformations correspondantes sont données figure
2. On note que plus lc est faible pour le modèle local doit être en capacité de dissiper plus (d’où une aire
sous la courbe plus importante).
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FIGURE 1 – Le profil d’endommagement : d = 2φ̂− φ̂2 (gauche) et une loi cohésive linéaire (droite).
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FIGURE 2 – Relations conrainte déformation correspondant au modèle cohésif linéaire pour différentes
valeurs de lc (0.5, 0.4, 0.3. de gauche à droite).

4 Perspectives

Si un modèle TLS et un modèle CZM sont compatibles en 1D, il est intéressant de voir si leur
résultats sont proches en 2D et 3D pour des lc petit par rapport à la taille de la zone cohésive et à la la
limite où lc tend vers 0. Une preuve mathématique de cette limite serait une résultat intéressantà obtenir.
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