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Résumé— Dans ce travail on propose une nouvelle approche pour l’identification et le recalage en
temps réel de modèle évolutif. L’idée principale est d’introduire l’erreur en relation de comportement
modifiée dans une méthode d’assimilation de données basée sur le filtre de Kalman. L’intérêt est alors
que l’on peut reformuler le filtre de Kalman afin d’en réduire la complexité tout en introduisant une mé-
thode de réduction de modèle, laProper Generalized Decomposition. Les performances de cette nouvelle
approche sont illustrées sur diverses applications en Mécanique.
Mots clés— Identification, assimilation de données, filtre de Kalman, erreur en relation de comporte-
ment modifiée, PGD.

1 Objectifs

Le paradigme DDDAS (Dynamic Data Driven Applications Systems), lié au dialogue essais-calculs,
a reçu ces dernières années un intérêt croissant dans le domaine de l’ingénierie mécanique [6]. L’idée
est de créer une boucle de rétroaction entre un système physique et son modèle numérique, afin de (i)
contrôler l’évolution du système à partir de la prédiction du modèle numérique ; (ii) recaler le modèle nu-
mérique à partir d’observations réalisées sur le système. Dans ce travail nous nous focalisons sur l’étape
d’identification/recalage des paramètres évolutifs d’un modèle. La difficulté de cette étape provient du
fait qu’elle nécessite la résolution d’un problème inverse qui est généralement mal posé, et coûteux,
rendant son traitement difficilement faisable en temps court. Différentes approches inverses sont pos-
sibles : approches déterministes basées généralement sur la définition d’une fonction coût associée à une
méthode de régularisation ; approches stochastiques telles que l’inférence bayésienne [8].

L’approche que l’on propose ici repose sur un couplage entre une approche stochastique, le filtre de
Kalman [9], et une approche déterministe, l’erreur en relation de comportement modifiée (ERCm) [7].
D’une part, le filtre de Kalman est une méthode d’assimilation de données permettant une prédiction de
l’état du système à partir d’observations réduites. D’autre part, l’ERCm est une méthode d’identification
et de recalage de modèle basée sur une fonctionnelle énergétique construite à partir de propriétés de
dualité et de convexité. Cette dernière méthode est connue pour être particulièrement robuste, permettant
l’identification de paramètres en présence de données fortement corrompues [10]. Son couplage avec
le filtrage de Kalman permet donc de rendre la méthode d’inversion plus aisée, tout en conservant la
robustesse. Enfin, afin de mettre en œuvre cette approche de couplage en temps réel, nous proposons
d’associer à l’ERCm une réduction de modèle parProper Generalized Decomposition[5, 4].

L’approche proposée est appliquée sur différents problèmes dans le cadre de la thermique insta-
tionnaire : identification de l’évolution temporelle de conditions aux limites, localisation de sources de
chaleur, identification de paramètres matériaux, . . .
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2 Méthodologie

2.1 Assimilation de données et identification par filtrage de Kalman

Le filtre de Kalman [9] est une méthode d’assimilation de données issue de l’inférence bayésienne.
Il repose sur la définition d’un système dynamique (1) dans un cadre probabiliste :

{

u(k+1) =M (k)u(k)+ f(k)+eM

s(k) = H (k)u(k)+eS
(1)

où u(k) ∈ R
n est le vecteur d’état du système à l’instantt(k), M : Rn → R

n est l’opérateur de modèle,
f(k) ∈ R

n est le vecteur des chargements extérieurs,eM ∈ R
(n) est l’erreur de modèle assimilée à un

bruit blanc gaussien,s(k) ∈ R
m est le vecteur des observations, l’opérateurH : Rn → R

m est l’opérateur
d’observation etes ∈ R

m est l’erreur sur les observations, i.e. l’erreur de mesure, elle aussi considérée
comme un bruit blanc gaussien.
Le filtre de Kalman repose sur la reformulation suivante du théorème de Bayes :

π(u(k)|s(0:k)) =
π(s(k)|u(k))π(u(k)|s(0:k−1))

π(s(k)|s(0:k−1))

Ainsi, la densité de probabilitéa posterioriπ(u(k)|s(0:k)) s’exprime à partir de la densité de probabilité
a priori π(u(k)|s(0:k−1)) et de la densité de probabilité de vraisemblanceπ(s(k)|u(k)). L’idée du filtre
de Kalman est alors de chercher l’état du systèmeu(k) comme étant celui qui va maximiser la densité
de probabilitéa posteriori tout en utilisant le système dynamique (1), cela dans le cas de densités de
probabilité gaussiennes. Le filtre de Kalman peut alors se résumer aux deux étapes suivantes :

Prédiction : on réalise une estimationa priori, notéeu(k+ 1
2) del’état du système ;

Correction : à partir des observationss(k) et de l’estimationa priori on détermineu(k+1)
a la meilleure

estimationa posterioride l’état du système.

Afin de résoudre un problème inverse à l’aide du filtre de Kalman il est nécessaire dans un premier
temps d’introduire le vecteur des paramètres du modèlep ∈ R

np [3, 1]. Sans connaissancea priori sur
l’évolution temporelle des paramètres on fait une hypothèse de stationnarité de ces derniers, associée à
une perturbation par une erreur sur les paramètreseP qui est un bruit blanc gaussien :

∂p
∂t

≃ 0 ⇒ p(k+1) = p(k)+eP

On définit alors un vecteur d’état étendu,ū(k) =
[

u(k) p(k)
]T

et l’on redéfinit alors le système dyna-
mique (1) de la manière suivante :

{

ū(k+1) = M̄ (k)ū(k)+ f̄(k)+ ēM

s(k) = H̄ (k)ū(k)+eS
(2)

Pour résoudre le problème d’identification il faut alors appliquer un filtre de Kalman au système dyna-
mique (2). Cependant, étant donné que l’on résout un problème inverse, il est nécessaire d’utiliser une
version non-linéaire du filtre de Kalman ; le choix retenu ici est d’utiliser la versionUnscented Kalman
Filter (UKF). L’inconvénient majeur de cette approche “classique” provient de son coût. En effet, une
analyse de complexité montre que le coût du filtre de Kalman est eno((n+ np)

3) rendant ainsi toute
application à des systèmes de grande dimension très coûteuse numériquement. Un autre inconvénient
majeur est le manque de robustesse vis-à-vis de données expérimentales corrompues, cadre assez cou-
rant en Mécanique.

2.2 Couplage entre filtre de Kalman et ERCm

L’ERCm est une méthode déterministe, basée sur la minimisation d’une fonctionnelle énergétique,
permettant la résolution des problèmes inverses [7, 10]. Elle génère une régularisation automatique, et
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s’avère être très robuste vis-à-vis des bruits de mesure. Dansle cadre de la thermique instationnaire, la
fonctionnelle se définit de la manière suivante :

E
2
m(u,q;p,s) =

1
2

∫
It

∫
Ω
(q−K ∇u)K −1(q−K ∇u)dxdt+

1
2

r
1− r

∫
It
‖Πu−s‖2dt

où u est le champ de température,q le flux thermique etK l’opérateur de conductivité thermique.(u,q)∈
V × S avec les espaces d’admissibilité définis par :

V =
{

u∈ H1(Ω)⊗L2(It)\u= ud∀(x, t) ∈ ∂Ωu× It, u= u0∀(x, t) ∈ Ω×{0}
}

S =
{

q ∈ L2(Ω)\q = qd∀(x, t) ∈ ∂Ωq× It, ρcu̇+divq = f ∀(x, t) ∈ Ω× It
}

La solution au problème d’identification se formule alors sous la forme d’un problème d’optimisation :

psol = argmin
ξ∈P

min
(u,q)∈V ×S

E
2
m(u,q;ξ,s) (3)

En pratique la résolution de la double minimisation (3) se fait à l’aide d’un algorithme de type point fixe,
en réalisant une minimisation alternée :

1. MinimisationM1 surV × S : (uad,qad) = argmin
(u,q)∈V ×S (q)

E 2
m(u,q;p,s)

2. MinimisationM2 surP : p = argmin
ξ∈P
E 2

m(uad,qad;ξ,s)

L’étape la plus coûteuse numériquement est la première minimisation, c’est-à-dire le calcul des
champs admissibles. En effet celle-ci nécessite la résolution d’un système couplé avec conditions ini-
tiales et finales. Afin de résoudre ce système couplé plusieurs approches globales en temps ou incrémen-
tales sont possibles [2].

L’approche que l’on propose ici est d’introduire le concept d’ERCm, plus précisément le calcul des
champs admissibles, dans le système dynamique (1). On aboutit donc à un nouveau système dynamique
qui s’écrit :

{

p(k+1) = p(k)+eP

s(k) = Hm
(

p(k)
,s(k−1:k)

)

+eS
(4)

où l’opérateurHm : Rnp ×R
m → R

m est défini de la façon suivante :

Hm(p,s) := H ◦mCRE1(p,s)

l’application mCRE1(p,s) retournant le champuad issu de la minimisationM1. L’avantage de cette
reformulation du système dynamique est de trois sortes :

1. L’application du filtre de Kalman au système dynamique reformulé (4) permet de réduire considé-
rablement le coût de calcul qui passe deO

(

(n+np)
3
)

àO
(

n3
p

)

;

2. Le processus d’assimilation de données devient robuste par rapport aux bruits de mesure et aux
données corrompues ;

3. Le calcul de l’état du système étant maintenant réalisé par le biais de l’ERCm, il est possible d’y
adjoindre une technique de réduction de modèle parProper Generalized Decomposition (PGD).
Une telle application de la PGD dans le cadre de l’élasticité linéaire a été réalisée dans [4].

2.3 Apports d’un modèle réduit PGD

Afin de mettre en œuvre la démarche proposée en temps réel, nous introduisons une méthode de
réduction de modèle permettant de calculer dans une phaseoffline l’état du système sous une forme
paramétrique ; nous utilisons pour cela laProper Generalized Decompositon[5], l’idée de base étant
de rechercher cet état sous une forme à variables séparées. L’intérêt dans la démarche d’identification
proposée ici provient du fait que l’on peut ainsi pré-calculer les champs admissibles au sens de l’erreur
en relation de comportement modifiée tout en y incluant les paramètres que l’on cherche à identifier. Ainsi
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lors de la phaseonline il ne restera plus qu’à évaluer l’approximation PGD pour un jeu de paramètres
donné. Le point délicat provient du fait que les champs admissibles sont fonctions des observations, il
est donc nécessaire d’inclure les observations dans l’approximation PGD. De la même manière, étant
donné l’aspect incrémental de la méthode, le champsu est défini par intervalleI (k)t = [t(k−1)

, t(k)] et il est
nécessaire d’inclure dans la PGD l’état initialu(t(k−1)) comme paramètre. Finalement, nous construisons
une solution PGD sous la forme suivante :

uM =
M

∑
i=1

wi ⊗λi ⊗φi ⊗ηi ⊗βi

oùwi ,λi ,φi,ηi, etβi désignent respectivement les modes discrets en espace, temps, paramètres à recaler,
observations et conditions initiales.

3 Illustration

La méthode est appliquée à divers problèmes dans le cadre de la thermique instationnaire et les
résultats sont comparés à ceux obtenus par l’approche “classique” basée sur le filtre de Kalman (voir
Figure 1 pour le recalage d’une condition limite évolutive en flux). Nous avons alors pu constater un gain
de temps significatif sans aucune perte sur la qualité de l’estimation ainsi réalisée.

FIGURE 1 – Recalage du flux entrant (bord de gauche) par filtre de Kalman classique (UKF) ou couplé
avec l’ERCm (UKF-ERCm) pour diverses évolutions temporelles
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