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Résumé — Un modèle de mélange fluide/grains est présenté. Pour la phase granulaire, la dy-
namique des contacts est calculée à l’échelle des grains. À une échelle supérieure, les équations de
Navier-Stokes/Brinkman modélisent l’écoulement du fluide dans un milieu poreux. Ces équations
sont résolues au moyen d’une méthode éléments finis. Cette approche permet de simuler dans
un même modèle une transition continue entre, à concentration élevée de grains, un régime de
Darcy et, à faible concentration, un écoulement fluide classique.
Mots clés — mélange fluide/grains, dynamique de contact, éléments finis

1 Modèle

Les mélanges fluide/grains sont présents dans un grand nombre d’applications industrielles et
géophysiques comme les lits fluidisés, le mélange, les coulées de boues, les glissements de terrain
ou les avalanches sous-marines. Le modèle de dynamique des contact LMGC90[1], développé
par le LMGC permet de simuler des phases granulaires composées d’un grand nombre de grains
de tailles et de formes différentes à des compacités variables. Cependant, le calcul explicite
de l’écoulement fluide autour de chaque grain aurait un coût prohibitif. C’est pourquoi nous
résolvons l’écoulement à une échelle supérieure, à laquelle chaque grain n’est pas pris en compte
individuellement.

Équations de Navier-Stokes/Brinkman

Pour tenir compte de la concentration de grains (compacité) et de leur vitesse, les équations
de Navier-Stokes sont moyennées sur un volume de contrôle dv d’une taille supérieure à l’échelle
des grains [2]. L’équation de conservation du volume obtenue s’écrit simplement :

∇ · vf +∇ · vs = 0

où la vitesse d’ensemble de la phase fluide vf = 1
dv

∫
dv vξ dvm est la moyenne de la vitesse fluide

v sur le volume de contrôle, ξ valant 1 dans la phase fluide et 0 dans la phase liquide. De même,
vs désigne la vitesse d’ensemble de la phase solide. Dans l’équation de conservation de la quantité
de mouvement, l’effet de la déviation de la vitesse locale par rapport à la vitesse moyenne et de
l’entrainement du fluide par les grains est modélisé au moyen d’une viscosité modifiée µ̄ et de
l’ajout des paramétrisations de Darcy et Forchheimer.

ρ
∂vf
∂t

+ ρ∇ · (vfvf) + µ̄(∇ ·∇vf −∇vf · ∇ε)− ε∇pf︸ ︷︷ ︸
Navier-Stokes

− µε
2

K1
(vf − vs)︸ ︷︷ ︸
Darcy

− ρ

K2
|vf − vs|(vf − vs)︸ ︷︷ ︸
Forchheimer

= 0

où ρ désigne la masse volumique du fluide, ε = 1
dv

∫
dv ξ dvm la porosité, vf = vf

ε la vitesse fluide
intrinsèque, pf la pression intrinsèque, vs = vs

1−ε la vitesse solide intrinsèque K1 la perméabilité
et K2 la perméabilité inertielle.
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Formulation éléments finis

Ces équations sont résolues au moyen d’une méthode éléments finis continus du second ordre
de précision. Le choix de l’espace de discrétisation peut être problématique. Même dans un cas
stationnaire à bas Reynolds (c’est à dire en négligeant les termes d’inerties et de Forchheimer),
une stabilisation est nécessaire. En effet, à faible porosité, le terme de Darcy s’équilibre avec
le gradient de pression. Pour satisfaire cet équilibre discrètement, il serait nécessaire d’utiliser
un ordre de discrétisation de la pression supérieur à celui de la vitesse. Mais, pour une porosité
proche de 1, le terme gradient de pression s’équilibre avec le terme visqueux, or pour satisfaire
cet équilibre discrètement, l’ordre de discrétisation de la pression devrait être inférieur à celui de
la vitesse.

︸ ︷︷ ︸
pression et vitesse

︸ ︷︷ ︸
vitesse uniquement

Figure 1 – Fonctions de forme P1 pour la pression et Pmini
1 pour la vitesse

Nous employons une formulation mixte (Fig.1), éléments continus linéaires P1 pour la pression et
Pmini
1 pour la vitesse. Cette discrétisation est stable quelque soit la porosité [3]. A haut Reynolds,

une stabilisation additionnelle de type SUPG/PSPG[4] reste nécessaire.

Couplage spatial et temporel

Une itération temporelle complète du modèle couplé se déroule comme suit :
1. La pression et la vitesse fluide au pas de temps n+1 sont calculées au moyen d’un schéma

temporel implicite sur base de la vitesse et de la pression du fluide ainsi que de la position
xnp et de la vitesse des grains vnp au pas de temps précédent.

2. La vitesse libre des grains au pas de temps suivant ṽn+1
p est calculée sur base de la force

fn
p exercée par le fluide sur les grains : ṽn+1

p = vnp +∆t
fn
p

mp
.

3. La vitesse des grains vn+1
p est obtenue sur base de la vitesse libre en résolvant les contacts.

4. La position des grains est mise à jour : xn+1
p = xnp +∆t vn+1

p .

Fk =
∑Nϕ

j F̂jϕj(xk)

F̂j =
∑

iM
−1
ji

∑Np

k Fkϕi(xk)

•

F̂j •
Fk0.5

0.25

0.25

Figure 2 – Transfert des champs des grains Fk aux nœuds du maillage F̂j et réciproquement.
ϕj désigne la fonction de forme associée au nœud j, M la matrice de masse.

L’étape 1 nécessite de projeter la masse et la vitesse des grains aux nœuds du maillage afin d’ob-
tenir la compacité et la vitesse d’ensemble solide. Comme illustré sur la figure 2, ces projections
peuvent être vues comme des projections L2 standard des valeurs des grains multipliées par des
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fonctions Delta de Dirac. Pour éviter la résolution d’un système linéaire global, la matrice passage
peut être diagonalisée. De manière similaire, l’étape 2 nécessite d’évaluer les champs éléments
finis à la position des grains.

En procédant de cette manière naïve, bien que le fluide soit résolu par un schéma temporel
implicite, le couplage est traité de manière explicite ce qui entraine une condition CFL. Cette
contrainte sur le pas de temps est si restrictive qu’elle rend le modèle inutilisable en pratique.
Pour s’en affranchir, lors de la résolution du problème fluide à l’étape 1, (une approximation de) la
vitesse libre des particules au temps n+1 est utilisée à la place de la vitesse des particules au temps
n. Ceci permet de traiter de manière implicite une approximation (la résolution des contacts
restant explicite) de l’impact du gradient de pression sur la vitesse des particules. Concrètement,
dans les équations de conservation, la vitesse solide vs est remplacée par vs − ∆t

ρs
(1 − ε)∇pf, ce

qui, pour l’équation de conservation du volume, revient à ajouter un terme de diffusion de la
pression avec une diffusivité de ∆t

ρs
(1 − ε). Notons que ce terme n’a aucun impact en l’absence

de grains (ε = 1).

2 Résultats

Validation

Afin de valider l’approche moyennée, nous avons effectués des simulations sur des domaines
restreints pour lesquels une approche directe consistant à calculer explicitement l’écoulement
autour de chaque particule était possible. Les résultats des modèles direct et moyenné sont
ensuite comparés. Pour des cas simples, le modèle direct lui même est validé à partir de résultats
théoriques (Fig. 3).

Figure 3 – À gauche, comparaison du saut de pression obtenu par une simulation directe avec
des valeurs théoriques pour différents arrangements de grains : en carré (aligned 4), en hexagone
(aligned 6)[5] ou aléatoire (random). À droite, exemple d’écoulement obtenu par simulation
directe pour une porosité de 0.6 et un arrangement aléatoire.
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Mélange dans un écoulement de Couette

Le modèle a été utilisé pour simuler un mélange dans un écoulement de Couette reproduisant
les conditions décrites dans [6]. Les résultats sont illustrés à la figure 4.

Figure 4 – Mélange dans un écoulement de Couette simulé par le modèle moyenné

Conclusions et perspectives

Le modèle présenté est stable et permet d’effectuer des simulation à un coût bien moindre
qu’un modèle directe. Des développements sont actuellement en cours, notamment l’extension
au 3d et l’implémentation sur GPU. De nouvelles applications sont également envisagées. Les
résultats obtenus seront détaillés lors de la présentation.

Nous remercions la société Hydro-Quebec pour son soutien financier à ce travail. Jonathan
Lambrechts est chargé de recherche financé par le Fonds de la Recherche Scientifique (F.R.S.-
FNRS, Belgique).
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