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Résumé — Dans cette communication, nous présentons un résultat mathématique sur la sensibilité para-
métrique de la technique d’Hyper-réduction de modeles, par une base réduite obtenue grace a la méthode
de la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD) et un domaine d’intégration réduit (RID)
associé a cette base. Nous nous intéressons plus particulierement au cadre des équations hyperboliques
de la dynamique des structures avec une loi de comportement visco-élastique. Nous présenterons au
cours de la conférence une comparaison avec des simulations numériques pour la configuration d’un cas
académique de dynamique d’une plaque d’acier.

Mots clés — Hyper-réduction, Base réduite POD, RID, Equations hyperboliques visco-€lastiques, Sen-
sibilité paramétrique.

1 Introduction et résultats principaux

1.1 Introduction

Les problemes aux limites avec évolution paramétrique sont un vrai enjeu dans différentes théma-
tiques de recherche, comme les problémes de contrdle optimal, les problémes inverses, etc... Par exemple
en dynamique des structures, ces études nécessitent la résolution multiple des équations hyperboliques de
I’équilibre des puissances virtuelles. Or pour un parametre donné, une simulation complete de ces équa-
tions est trés onéreuse en temps de calcul, méme si on est situé dans un cadre de dynamique explicite.
Et, a forciori quand le parametre se déplace dans un intervalle donné. La technique d’Hyper-réduction
[4] faisant appel a une base réduite et un domaine d’intégration réduit (RID) sur lequel la solution dyna-
mique est déterminée grace a une formulation Petrov-Galerkin, a gagné beaucoup d’importance dans le
contexte de la dynamique des structures. Cette technique de calcul de données manquantes sur une partie
du domaine de la structure, est complétée par une étape d’extrapolation pour construire le champs partout
en espace. Aussi, I’étude de la sensibilité de cette technique de réduction de modeles vis-a-vis I’enjeu
des études paramétriques, est indispensable afin de préciser le domaine de validité d’'un modele d’ordre
réduit de référence pour une conception capable entre autres de réaliser des optimisations paramétriques
en dynamique, d’obtenir un calcul en temps réel [1], mais aussi d’initialiser et accélérer les algorithmes
itératifs d’enrichissement de bases réduites, comme par exemple I’algorithme de Greedy. Nous propo-
sons dans cette communication, un développement mathématique d’une estimation a priori de la norme
L? de I’erreur paramétrique associée i I'Hyper-réduction des équations viscoélastiques de la dynamique
par une base réduite POD [2] et un RID de référence. Cette borne supérieure a priori mesurent I’erreur
par rapport a la variation du parametre de la viscosité. Elle est obtenue par la résolution d’inégalités
différentielles couplées et linéaires. Ce résultat est une généralisation de celui développé dans [3], pour
le cas d’équations paraboliques quasi-nonlinéaires, plus particulierement dans le cadre d’un écoulement
fluide incompressible.

1.2 Formulation mathématique du probleme

Nous notons X = [L*(Q)]¢ et V = [H'(Q)]%. O, Q est un ouvert borné, régulier, connexe et régulier
de R?, d = 2, ou 3. Et, nous notons V" un sous-espace de V de dimension M grande. Soit (@)i—1.. m

une base éléments finis de V. Alors, les équations hyperboliques visco-élastiques sont données par leur



formulation Galerkin 2 deux champs en dimension M : Trouver, u et v € L2(0,T;V") telles que :

a 0
(atuﬁ,wh>x = (vf’,,wh)x vwh e V!

0
atvﬁ,wh> =- (ES(M?/) +V€(Vﬁ),8(wh)>

X
(u@(O),wh)X = (uﬁ,wh)x ywh € Vlé‘
(vf’,(O),wh)X = (vg,wh)x wwh e VI?

O, E est le module d’ Young, v est la viscosité, € est le tenseur de déformation, F est une force extérieure

et T est une force de contact sur une partie I'y du bord de Q. Nous notons ®¥0 = (P)?) la suite

des vecteurs propres POD associés a une solution de référence u@o sur un intervalle de temps (0,7).

Soit Qg le RID associé a la base POD de référence. Aussi, Qg est ’'union de tous les éléments ¢ du
domaine €, ol certaines positions des degrés de liberté renvoient des valeurs maximales des normes
respectives des vecteurs propres POD de référence @Y, ou de leurs gradients symétriques €(P"°). Nous

+ (F, Wh) + [ T.aw'dly W' evh - (D
[L2(Q))4xd X Jry

n=1,...M

définissons les notations suivantes : V k= 1,...,M, CIDZO = Z(p,-A,-k. Ou, A désigne la matrice dont les
i=1

M
colonnes sont les coordonées des vecteurs propres POD. V k= 1,...,N, (N << M), @f = Z ©;BiiAi, de
i=1
sorte que / | PF szx = 0. B est la matrice donnée par : B =ZTZ. Ou, Z vérifie : Z;; = 1 si le j*
Q\Qp

degré de liberté est associée a la i équation d’équilbre Hyper-réduite. Sinon, Z; ; est égal a zéro. Pour

plus de détails concernant la construction du RID et de la base (tbf ) k=1, > OUS renvoyons a [4]. Par

continuité, il existe une interface / inclue dans Qg, sur laquelle <I>R et CI>8 <I>k — CIDR ne sont pas nulles.
Les CIDE, k=1,...,N sont nulles presque partout sur Qg = Qg \ I.

Formulation Petrov-Galerkin

Soient Vit = Span {®\°, ..., @\ } et V¥ = Span{®F,..., @K }. L'Hyper-réduction des équations hy-
perboliques visco-élastiques (1) est possible grace a la formulation Petrov-Galerkin en dimension N
N N

suivante : Trouver dyy, = Y ay®) et yy, = Y 1 ®y0 € L*(0,T; V), telles que :

n=1 n=1

Jd. N UN
<at”v,v07w> (Vv Voo )[Lz( Qr)e YW e Vg
(22 (@)
<aazﬁv’v°’ W = — (E€(liy,v,) + VE(Vyvy)s S(W))[LZ(QR)}M
[L2(Qp)]* . )
+ (Fo®) 120 +/ T.nwd(TsNOQg) Y € VY
T;NoQg
(ﬁv,vo (0),W)[L2(QR)]d = (MS,W)[ 12(Qg))? Yw € Vlév
(ﬁV,vO(O)WAV)[LZ(QR)]d = (V’&, )[Lz( Q) YW e VR

Nous couplons au probleme (2) la correction suivante sur 1’interface 7 :

ﬁV,Vo (.X) = 5 R,(-x,)z)‘,}\vyo ()Z)d)z Vx el (3)

ou, R (x,%) = Z(DVO %),V (x,%) €I x Q.

Nous nous mteressons a I’étude paramétrique a priori de la sensibilit¢ du modele Hyper-réduit par
POD qui décrit 1’évolution de I’approximation iy v, (¢) de u’(¢), dans le sous-espace POD de dimension N

< . L . N 2
engendré par {CIJ‘I’O, ey @V } Aussi, nous cherchons une borne supérieure a priori de Huﬁ —fy.v, H 120.7:%)"

c N o - TP .
Pour répondre a cet objectif, nous considérons Hu@ — fly v, H ja) comme un indicateur de I’er-

L2(0,T;[L%(Qr)

associée a I’Hyper-réduction et définie sur tout le domaine €.

reur |uf — dyv, HEZ(O,T;X)



1.3 Résulat principal
Résultat formel 1

s — o |2 0 iz ey < C1NVOT) +Calvo, T) v —vo .
Oi, C(N,vo,T) = ||uy, — ﬁVOHiZ(OI;[LZ
modes POD pour v = V.

Et, C2(vo,T) est une constante strictement positive qui dépend de vy et du temps, que nous détaillerons
dans ce qui suit.

Q) est lerreur liée a I’Hyper-réduction et a la troncature des

(

Le résultat formel 1 atteste la guarantie de la réduction de modeles lorsque la viscoité v s’écarte de celle
de référence. En plus, ce résultat procure un outil pratique afin de déterminer un domaine de validité de
la base réduite de référence et du RID associé, a reproduire différentes solutions paramétriques. Dans ce
qui suit, nous donnons les grandes lignes de la preuve.

2 Etude paramétrique a priori de ’erreur liée a I’Hyper-réduction par
une base POD de référence

Résultat intermédiaire
Soient P et Q deux matrices symétriques définies par: Vi,j = 1,...,N, P;; = / ;@ dx et Q;j =
Qr
/ CIDfCIDf En effet, le RID Qg est choisi pour que P et Q soient définies positives. Nous démontrons :
Qr

N N N
Proposition 1 V u = Z a,®" € V¥, nous notons uf = Z a, OF et ud = Z anq)S. Alors, il existe c un
n=1 n=1 n=1

réel strictement positif tel que : HMSH[zLZ(QR)]d <c HMH[ZLZ(QR)](] .
Preuve. SoitU = (ay,az,...,ay) , alors : HuSH[ZLz(QR)]d = Hu — uRH[zLZ(QR)],, <2 ||MH[2L2(QR)]d +2 HMRH[sz(QR)]d <

2 2
2(ullz+21Ullg-
Ce qui conclue au résultat grice a I’équivalence des deux normes | and [|. |, sur RY.

A h_ oh |2 ; A2
Contrdle de |[ul — Iy, HL2(07T;X) et ||y v, — iy, HLZ(O,T,[LZ(QR)]")
Proposition 2 1/ existe B(vo,T) un réel strictement positif, tel que :

< B(vo,T)|[v—vol|*.

2
H”/\j - ”co HLZ(O,T;X)

Preuve. La preuve de cette proposition est basée essentiellement sur des méthodes énergétiques clas-

siques appliquées a la fomulation Galerkin de dimension M couplée (1), de maniere a obtenir un systéme
ho k|2

0,7:x) €t va Vv HLZ(OJ;X)‘

Ce systeme est résolu grace a un lemme de Gronwall généralisé. Nous détaillerons la preuve au cours de

la conférence.

de deux inégalités différentielles ordinaires, linéaires et couplées en Huﬁ - uﬁo H 12

Proposition 3 1l existe B(vo, T) un réel strictement positif, tel que :
N N2 A 2
||Mv7v0 — Uy, "L2(07T;[L2(9R)]d) < B(Vo, T) |V —VO\ .

Preuve. La preuve de cette proposition est basée essentiellement sur les points clefs suivants :

— Remplacer la fonction test 1 dans (2) par @8 = @Y — @2 Vn=1,... N.

— Construire la formulation Petrov-Galerkin en iy v, — ily,,.

— Utiliser la proposition 1, la correction (3) sur I'interface / et des techniques de majoration clas-
siques afin de déduire un systeme de deux inégalités différentielles ordinaires, linéaires et cou-
plées en ||iy,y, — ﬁvOHiZ(o,T;[LZ(QR)}d) et {[Dy,v, — Py, H%}(QT;[LZ(QR)V)‘

— Résolution de ce systeme grace a un lemme de Gronwall généralisé.

Nous détaillerons la preuve au cours de la conférence.



Preuve du résultat 1
W B A ok~ N
Uy — Uy vy = Uy, — Uy, + tly — Uy, +lyy — ly y,. Alors,

~ 2 ~ 12 n 2
H”ﬁ ~lvvo HL2(07T;[L2(QR)]2) < 2 H”ﬁo vy HLZ(O,T;[Lz(QR)]") +2 H”]V - ”ﬁo HLZ(O,T;[LZ(QR)]d)

~ ~ 2
2 ||ty v, — fiv, ”LZ(O,T;[LZ(QR)]”’)

Ce qui conclue au résultat, en se basant sur les propositions 2 et 3. Alors, C2(vo,T) = 2B(vo,T) +
Zé(V(),T).

3 Validation numérique

Notre configuration d’étude est le modele d’une plaque en acier, sur laquelle nous imposons une
vitesse initiale et qu’on lache par la suite. La construction de la base réduite POD de référence et du
domaine d’intégration réduit est associée a une solution dynamique éléments finis de référence pour
Vo = 0 calculée par le code VPS (Virtual Performence Solution) de dynamique rapide d’ESI group grace
a une résolution explicite (figure (1a)) en temps des équations (1). M, F,; et F,,; désignent respectivement
la matrice de masse, le vecteur des puissances internes qui dépend de uﬁo et v’JO et le vecteur des forces
extérieures, dans la formulation matricielle des équations (1). Dans cette partie, nous nous contentons
de présenter la reconstruction du champs de déplacements de référence a un instant donné, sur le RID
(figure (1b)). La mise en oeuvre des résultats sur la sensibilité paramétrique sera présentée au cours de
la conférence.

-
R
E -
2

U° =M (o= FuneU',0")) i 2 i

-1 o At -
U =0 S0 - .

—7

o oraee ] |
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Ut = Mt (F,_,.r _ F,,,rc_U“_U“'i)) e
I
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FIGURE 1 - (a) : Schéma de dynamique explicite. (b) : Solutions dynamiques éléments finis et Hyper-
réduite.
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