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Résumé— Dans le cas général d'une discontinuité positionnée arbitrairement dans un maillage, la
méthode X-FEM peut présenter une convergence sous-optimale. En effet, lorsque l'interface X-FEM
se rapproche des nceuds du maillage, le conditionnement augmente exponentiellement, tandis qu’une
erreur numérique notable, se propage dans toute la structure. Ces limitations sont intrinséques a la
formulation X-FEM. Nous discuterons de différents remedes a cet état de fait.

Mots clés— X-FEM, conditionnement, robustesse, précision.

1. Introduction

L'augmentation du conditionnement et la diminution de la précision, étudiés dans [2], ne sont que des
symptdomes de la colinéarité entre les fonctions d’enrichissement et les fonctions de forme de la
partition de l'unité [4]. La colinéarité introduit des difficultés numériques lors de I'assemblage, puis
lors de la résolution du systéme linéaire, difficultés quantifiées par le conditionnement et la précision;
ces difficultés sont intrinséques a la formulation X-FEM.

Nous envisageons une nouvelle formulation des fonctions de discontinuité, dont le domaine de
définition est « pratiguement » orthogonal au domaine des fonctions de forme. En fait, les ingrédients
de la nouvelle formulation se retrouvent dans les formulations [6] [5] [1], mais la nouvelle formulation
introduit une autre interprétation de la discontinuité, qui a un impact notable sur le comportement de la
fonction « saut » lors des calculs élémentaires.

Durant I'exposé, nous allons montrer sur quelques exemples, I'importance du gain en précision avec la
nouvelle formulation. Mais la phénoménologie décrite ci-dessus est tout-a-fait générale: une étude de
robustesse sur des maillages non structurés ou une interface positionnée arbitrairement, ménerait aux
mémes observations.

2. Limitations de I'enrichissement « saut » de déplacement X-FEM

Pour décrire une interface, la formulation standard [1] du « saut » déplacement X-FEM, s'appuie sur
unefonction constante par morceaux telle que I'approximation en déplacement s'écrit :

u"=>ad + > bHP, O

il o,

ou | représente I'ensemble des nceuds du mailldgeeprésente 'ensemble des nceuds enrichis par
la fonction « saut »H, c’est-a-dire 'ensemble des noeuds dont le support est coupé par l'interface
notée I"La fonction « saut » s’exprime de la maniere suivante:



H:X_){+1 s x0Q* ={u/Isn(u)=0} @)

-1 s x0Q ={u/lsn(u)<0}

ou « Isn » représente la distance signée a l'interface ou level-set normale.

Toutefois, lorsque l'interfacel” se rapproche des noeuds du maillage les fonctions de discontinuité
Ha®; se rapprochent des fonctions de forrdgsle la partition de l'unité (cf. figure 2, a gauche). Il
existe un certain nombre de critéres « estimatifs » pour quantifier ce phénomene et éliminer les degrés
de liberté associés aux fonctions de « saut ».

2.1. Les criteres estimatifs

lIs permettent d’estimer l'information relative entre l'intersection du support du nceud avec le domaine
Q" et lintersection du support du nceud avec le dom&nePar exemple, si I'information contenue
dans le domaineQ" est trés supérieure a l'information du c&g le support du noeud peut-étre
consdéré comme appartenant totalement au dom@inePar conséquent, le noeud ne « voit » pas la
discontinuité et les degrés de liberté de saut doivent-étre éliminés (cf. figure 2).

Il existe diverses procédures d’estimation de cette information relative :

- une estimation géométrique ou fit-to-vertex, s'appuyant sur la distance signée représentant
implicitement I'interface [3] [2],

- une estimation volumique, s’appuyant sur la comparaison directe de la mesure respective des
domaines Qet Q [7],

- une estimation de la rigidité, s’appuyant sur la comparaison de la mesure respective des
domaines Qet Q, pondérée par la dérivée des fonctions de forme [2],

- etbien d'autres variantes [7]...
2.2. Les limitations des criteres estimatifs

Toutefois les critiques suivantes, peuvent étre faites des criteres estimatifs :

» dunepart, ils ne garantissent pas le contréle du conditionnement juste avant I'élimination.
Tant que I'élimination n'est pas effectuée, le conditionnement augmente exponentiellement
(cf. figure 1), ce qui peut conduire & l'arrét du solveur direct, de maniére arbitraire. Ce
phénoméne est exacerbé avec les éléments quadratiques (cf. tableau 1) ;

« dautre part, une analyse de ces différents criteres est faite dans [2]. Elle montre que les
éliminations conduisent a une absence de convergence de l'erreur en énergie sur un
exemple simple de compression homogene d’un cube traversé par une interface inclinée.

Pour contrdler le conditionnement, il est possible de mettre en place un pré-conditionneur efficace [8].
Mais cela ne permet pas de recouvrir la précision [2].

Du fait de la diminution exponentielle de l'information relative ef¥e et Q° dans la matrice de

rigidité, les fonctions kb; et @ deviennent trés rapidement colinéaires : si I'interface coupe une aréte

a 10% de sa longueur, jusqu’a 9 chiffres significatifs peuvent étre perdus. Dans la pratique, méme
pour des modélisations simples, on observe une perte d’au moins 12 chiffres significatifs [2]. De plus,
cette erreur se répand dans toute la structure et ne peut pas étre considérée comme une erreur localisée.

Cette perte de précision est inextricablement liée a la formulation de la fonction saut (équation 2).
Cette formulation impliqgue des sommations hétérogenes au moment de l'assemblage, entre
I'information du domain&)’ et celle du domaing'.



0=y | 6=2y| &=y 0=4y 0=3y o=y 0=4y 0=7y
0=3y| 6=4y| 06=3y 0 =6y 0=5y 0=3y 0 =6y 0=9y

Table 1 — La distance au nceud sommet le plus proche normalisée par la longueur du c6té’yalamdiitre
la dépendance du nombre de conditionnemehtpkd rapport au paramétyepour les éléments linéaires en
partie supérieure et pour les éléments quadratiques en partie inférieure. En d’autres mots, I'information sur le
petit support diminue dans la matrice de rigidité eR"1{¥]

=+« Conditionnement vs distance aux noeuds (enrich. MOES/ sans fit-to-vertex, avec precond.)
W %7 Conditionnement vs distance aux noeuds (enrich. MOES/ avec fit-to-vertex)
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Figure 1 — analyse du conditionnement de la matrice de rigidité, en faisant varier la distance entre l'interface et

une rangée de nceuds du maillage, sur I'exemple d’'un cube en compression homogeéne [2]. Le conditionnement

est anarchique (courbe rouge) : les critéres estimatifs n'agissent que sur les pics de conditionnement, mais pas
avant. Le pré-conditionneur permet de contrdler le conditionnement [8] (courbe bleue).

2.3. Nouvelle formulation du « saut » de déplacement
Pour représenter la cinématique de discontinuité, il est possible de s’appuyer sur un autre choix de
fonction constante par morceatt tel que [5]:

H,:X%{o s x0Q* ={u/lsn(u)=0} a)

1 s x0Q ={u/lsn(u)<0}

En d’autres motd’ est la fonction caractéristique du domafde que nous noterons ausgi (x),

Pour les nceuds dont la position géométriguappartient A2*, la fonction de saud’ @; transporte
rigoureusement I'information sur le saut de déplacement, méme lorsque la mesure de l'intersection du
support du nceud avec le domaife tend vers zéro. En effet, la fonctiorH’ &; conserve
I'information sur la discontinuité et empéche les sommations hétérogenes du paragraphe précédent :
H’ @, tend & étre orthogonale a la fonction nodblelorsque linterface est « rasante » (cf. figure 2, a
droite). De méme, pour les noeuds dont la position géométxigagpartient &), on envisage la
fonction caractéristique du domaif®*, notéeyq.(x), pour décrire le saut de déplacement. Cette
construction de la fonction « saut » suit alors une regleodgplémentarité (de domaines) qui peut-



étre étendue aux branchements [9]. A l'aide de fonctions caractérisfiquesis proposons de
généraliser cette approche et introduire une nouvelle formulation de I'approximation en déplacement:

u'=ad+ be(g_¢+ Zb(m @

iol j Q+nIH j Q nly

Au"(x)=u"(x")-u"(x) = quﬁ— quﬁ (5)

JQnI ]Q+m|

v

Figure 2 — Comportement des fonctions de « saut » lorsque l'interface se rapproche des nceuds du maillage.
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