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Résumé — À partir des hypothèses de la mécanique de la rupture, la méthode proposée identifie les
coefficients asymptotiques le long d’un front courbe, lors de la résolution du problème considéré. Parmi
ces coefficients on retrouve notamment les facteurs d’intensité des contraintes et le T -stress. Une portion
du domaine autour du front est discrétisée avec les séries asymptotiques. Elle est raccordée au sens faible
au reste du domaine qui est traité avec une méthode X-FEM standard. Enfin, cette méthode est insérée
dans un algorithme multigrilles localisées pour améliorer son efficacité numérique.
Mots clés — Mécanique de la rupture, X-FEM, FIC, multigrilles localisées, fissures courbes 3D.

1 Introduction

Sous les hypothèses de la mécanique linéaire élastique de la rupture, Williams [10] a proposé un
développement en série asymptotique des champs mécaniques au voisinage d’une fissure 2D. Les fac-
teurs d’intensité des contraintes (FIC) associés aux termes singuliers (ordre n = 1) de cette série sont les
paramètres dominant la propagation dans de nombreuses applications (e.g. matériaux fragiles et fatigue).
Des coefficients d’ordre supérieur de cette série jouent également un rôle dans la propagation comme le
T-stress (ordre n = 2). Il est donc intéressant de développer des méthodes de simulation qui permettent
d’identifier ces coefficients pour prédire la duré de vie et la rupture d’une structure.

L’approche la plus courante consiste à calculer ces coefficients asymptotiques (FIC et T) par post-
traitement des champs mécaniques obtenus par des méthodes numériques classiques. Une approche éner-
gétique aboutit à des intégrales de ces champs mécaniques indépendantes du contour qui permettent de
calculer les FIC [2] et le T-stress. Une méthode plus simple consiste à projeter les champs calculés sur les
premiers ordres des séries de Williams [3]. Cependant, la singularité diminue le taux de convergence des
méthodes numériques classiques et l’opération de post-traitement est longue et les erreurs se cumulent.
Pour retrouver un taux de convergence satisfaisant, il faut introduire la singularité dans la discrétisa-
tion [4]. La méthode des éléments finis étendus (X-FEM) de Moës et al. [5] enrichit une discrétisation
éléments finis avec la singularité et la discontinuité et permet d’utiliser des maillages non-compatibles.
Néanmoins elle ne permet pas d’obtenir directement les FIC comme inconnues de la simulation.

En 2D, en utilisant les premiers ordres de la série de Williams comme discrétisation au voisinage
du front il est possible d’identifier directement les coefficients asymptotiques. Différentes approches ont
été développées, des super-éléments, des enrichissements avec la méthode de la partition de l’unité [11].
Finalement Réthoré et al. [7] ont montré qu’une approche basée sur la décomposition de domaine donnait
de meilleurs résultats. C’est une de ces méthodes, introduite en 2D dans [6] avec un raccord intégrale
que nous avons étendu en 3D [8] qui est présentée dans ce résumé. La méthode est brièvement introduite
et illustrée. Elle peut être couplée avec un algorithme multigrilles localisées pour être plus efficace et
permettre le raffinement nécessaire à une identification précise des coefficients asymptotiques. Ainsi, la
méthode permet de prendre en compte l’échelle de la structure, celle de la fissure et celle de la singularité.

2 La méthode DEK-FEM en 3D

La méthode est appelée DEK-FEM pour Direct Estimation of the generalized stress intensity fac-
tors Ki (i = I ou II) Finite Element Method [6]. Deux échelles sont à prendre en compte, celle de la
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FIGURE 1 – Description de la décomposition du domaine Ω du problème aux limites considéré.

structure et celle de la singularité. Comme représenté sur la Figure 1, le domaine Ω est décomposé en
deux sous domaines : ΩW localisé autour du front (efforts imposés négligés) et le reste du domaine ΩX .
Les deux domaines ne se recouvrent pas et partagent uniquement une interface commune ΓW . Pour trai-
ter les échelles propres à ces domaines, des modèles spécifiques y sont utilisés. Le domaine autour du
front est traité avec une approximation 3D des séries asymptotiques, et le domaine ΩX avec une méthode
X-FEM. Ils sont raccordés sur leur interface.

2.1 Domaine X-FEM ΩX

Le domaine ΩX ne contenant pas le voisinage du front est traité avec la X-FEM [1]. Le front de la
fissure n’appartenant pas à ce domaine, seul l’enrichissement de la discontinuité est utilisé

uh
X(x) = ∑

k∈N
ukϕk(x)+ ∑

k∈Nd

uckϕk(x)H(x) = ∑
k∈N∪Nd

ukϕ
g
k(x). (1)

Où ϕg
k(x) est une fonction de forme généralisée. C’est la fonction de forme éléments finis ϕk(x) pour

les degrés de liberté standards k ∈ N, et le produit de ces fonctions de forme avec la fonction d’enrichis-
sement H(x) pour les degrés de liberté enrichis Nd . À partir de cette discrétisation, KX la matrice de
rigidité du domaine X-FEM et F les efforts généralisés sont définis par

KX k j =
∫

ΩX

∇sϕg
k : C : ∇sϕg

j dV ∀( j,k) ∈ J1;N +NdK2 (2)

Fj =
∫

ΩX

fd ·ϕg
j +

∫
ΩX

Fd ·ϕg
j dV ∀ j ∈ J1;N +NdK (3)

2.2 Patch asymptotique

Les séries de Williams sont obtenues pour une fissure plane dans des états plan et anti-plan. L’étude
du problème plan fait apparaître deux modes, le mode I symétrique et le mode II antisymétrique, auquel
le problème anti-plan permet d’ajouter un troisième mode. Le champ de déplacement au voisinage du
front est alors décrit par la série U(r,θ) = ∑

∞
n=0 ∑i=I,II,III bn

i g
n
i (r,θ). Les fonctions gn

i (r,θ) sont connues
en 2D mais pas pour une géométrie quelconque en 3D.

Nous proposons d’utiliser une approximation du développement en séries 3D basée sur celui connu
en 2D. Nous utilisons les premiers ordres de la série en déplacement dans un repère local autour du front
et supposons une évolution continue le long du front (dont l’abscisse curviligne est notée s). À ce champ
de déplacement nous ajoutons la troisième rotation de corps rigide

uh
W+(r,θ,s) =

Ns

∑
k=1

[
nDEK

∑
n=0

∑
i=I,II,III

binkrn/2gn
i (θ)+b′kr sin(θ)es

]
ϕk(s) =

Ns(3nDEK+1)

∑
k=1

bkGk(r,θ,s). (4)

Où Gk(r,θ,s) est la fonction de forme du mode et de l’ordre correspondant. À partir de cette définition
locale du champ de déplacement, le gradient est calculé dans la base globale. Des déformations et des
contraintes compatibles sont donc calculées. La rigidité du patch asymptotique est alors simplement

KW k j =
∫

ΩX

∇sGk : C : ∇sG j dV ∀( j,k) ∈ J1;Ns ·nDEK ·3K2 (5)
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(a) Géométrie et conditions limites
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(b) Évolutions des coefficients asymptotiques évaluées

FIGURE 2 – Représentation et résultats de l’exemple numérique présenté

Une discrétisation éléments finis est utilisée le long de l’abscisse curviligne. Une approximation
des coefficients de la série de Williams est donc identifiée en chaque nœud. De plus, l’évolution de ces
coefficients est directement connue, par exemple pour les FIC Ki(s) =

√
2π∑

Ns
s=1 bi1sϕk(s). Ce résultat

est également vrai pour les coefficients d’ordre supérieur comme le T -stress.

2.3 Couplage entre les domaines

Les approximations des champs mécaniques pour les deux domaines sont incompatibles sur leur
frontière. Il convient néanmoins que les déplacements à l’interface soient les plus continus possible. Cette
contrainte permet de coupler les deux domaines pour traiter l’intégralité du domaine Ω. Les déplacements
sont raccordés en moyenne sur l’interface par l’intermédiaire d’un troisième champ λ∫

ΓW

λ(x)(uX(x)−uW (x)) = 0 ∀λ ∈ L . (6)

Il s’agit du champ de multiplicateurs de Lagrange qui sont les efforts à l’interface entre le deux domaines.
L’espace L est approché par NL fonctions Lk(x) : λh(x) = ∑

Nl
k=1 λkLk(x). Les opérateurs de couplage

sont donc définis comme

CW k j =−
∫

ΓW

LkG j dS ∀( j,k) ∈ J1;Ns ·nDEK ·3K× J1;NlK (7)

CX k j =
∫

ΓW

Lkϕ
g
j dS ∀( j,k) ∈ J1;N +NdK× J1;NlK (8)

En pratique, cet espace est discrétisé comme le champ de déplacement du patch asymptotique (i.e. Nl =
Ns et Lk =Gk). Ce choix est simple d’application et donne de bons résultats.

3 Exemple numérique

Plusieurs cas test ont été simulés pour valider la méthode. Comme illustration, une fissure plane à
front circulaire est considérée sous un chargement de tension incliné par rapport à la normal du plan de
la fissure. Cette configuration est représentée sur la Figure 2a. Les trois modes de rupture sont activés et
deux évoluent le long du front, pour un milieu infini ils sont connus analytiquement.

Pour simuler ce problème, un maillage de la structure (cubique avec l = 10a) raffiné localement
autour de la fissure est considéré. Il est uniforme dans la région de la fissure et est assez grossier (h' a/7).
À partir de ce maillage, les éléments totalement ou partiellement dans un rayon rW = 2h autour du front
sont désactivés du domaine X-FEM et leur support constituent le patch asymptotique. Ces éléments sont
néanmoins utilisés pour l’intégration avec une quadrature de Gauss d’ordre 7. Une troncature à l’ordre

3



modèle équivalent ℳ1

ℳ2 ℳ3
avec patch

FIGURE 3 – Représentation de la discrétisation multigrilles localisées avec le patch en rouge.

nDEK = 7 est considérée, 16 éléments sont considérés le long du front. Pour palier à des problèmes de
couplage, une discrétisation d’ordre 1 est utilisé pour les modes plans et une discrétisation d’ordre 0 pour
le mode anti-plan. Bien que grossière, cette discrétisation permet une bonne évaluation de l’évolution
des facteurs d’intensité des contraintes (voir Figure 2b). Le t-stress mode I est également obtenu et
représenté.

4 Conclusion

Cette approche permet l’évaluation directe des évolutions des coefficients asymptotiques (dont FIC et
T) le long de fronts courbes en 3D. Elle repose sur une approximation des développement asymptotiques
dont une troncature est utilisée comme discrétisation autour du front. Pour être précise, cette approxi-
mation nécessite une forte discrétisation autour du front et le patch asymptotique doit être de dimension
réduite. Pour réunir ces conditions en 3D, la méthode a été couplée avec une approche multigrilles loca-
lisées où le patch est introduit dans la grille la plus fine (comme représenté Figure 3). Cette approche et
le patch asymptotique permettent de prendre en compte les différentes échelles du problème considéré.
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