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Résumé — Cette contribution s’intéresse au comportement des méthodes de type domaines fictifs dans
le cas de solutions quasi-singulières. De telles solutions apparaissent lorsque les problèmes comportent
des singularités dont le centre est situé en dehors (mais très près) du domaine. Ce type de solution
est commun dans le cas des structures industrielles car celles-ci contiennent généralement des coins
rentrants à faible rayon de courbure. La convergence de la méthode étant fortement dégradée dans ce cas,
on s’intéresse alors à la mise en œuvre de stratégies permettant de palier cette limitation.
Mots clés — X-FEM, domaines fictifs, singularités, haut ordre, convergence.

1 Introduction

FIGURE 1 – Calcul par approche de type domaine fictif et zoom sur un coin rentrant comportant un congé
de raccordement.

Les structures industrielles font communément apparaître des angles rentrants. Ces derniers sont gé-
néralement arrondis (congé de raccordement) afin de limiter l’amplitude des contraintes a leur proximité.
La taille des congés de raccordement dépend fortement du procédé de fabrication, et en fonction de la
quantité d’intérêt ces derniers peuvent être négligés lors de l’analyse. Si l’état de contrainte dans le zone
d’un coin est grandeur d’intérêt, alors ces rayons ne peuvent être négligés. Cependant ces régions à forte
courbure nécessitent l’utilisation de maillages extrêmement fins qui sont très pénalisants en terme de
coûts de calcul. L’utilisation d’éléments à transformations géométriques [1, 2] permet alors de représen-
ter exactement la géométrie avec un faible nombre d’éléments. La problématique de finesse du maillage
peut aussi être résolue par l’utilisation d’approches de type domaines fictifs [3] telles les méthodes X-
FEM [4] ou Finite Cell [5]. En effet, la taille de maille peut alors être indépendante de celle des détails
géométriques (cf. figure 1). En contrepartie, la phase d’intégration de la forme faible devient fondamen-
tale : si la géométrie est représentée par une level-set, il est nécessaire de la construire sur un maillage
suffisamment fin. L’utilisation d’approches plus complexes telles que les sub-grid level-sets [6, ?], une
représentation pixélisée fine [5] ou l’approche Nurbs-Enhanced X-FEM [7] permettent de s’affranchir
de cette problématique, et donc représenter des détails très fins tout en gardant un maillage grossier.
La solution étant alors régulière, on s’attend à obtenir des ordres de convergence optimaux. Cependant,
même si les champs mécaniques sont réguliers, leur variation n’en demeure pas moins très rapide. On
s’intéresse alors à l’étude de la convergence des méthodes de type domaine fictifs dans ce cas de figure.
On s’intéressera en particulier aux méthodes de haut ordre (p-fem) dont les propriétés de convergence
peuvent être avantageuses. Deux stratégies seront considérées :

1. Enrichissement de l’approximation grâce à la méthode de partition de l’unité [8] ;
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2. Création de maillages non-conformes selon une progression géométrique définie.

Ces deux stratégies seront comparées en 1D, puis en 2D.

2 Champs mécaniques en fond de congé

Le comportement de la solution éléments finis est intimement liée aux caractéristiques de la solution
continue du problème. Pour cela, on considère le problème d’un coin rentrant dans un domaine semi-
infini soumis à une sollicitation uniforme à l’infini (cf figure 2).

x

y

2α

r

θ

M

ρ

r0

FIGURE 2 – Problème d’intérêt.

Les champs mécaniques sont obtenus en suivant l’approche proposée par Filippi et al. [9]. Cette
dernière utilise un potentiel de Kolosov-Muskhelishvili et une transformation géométrique permettant de
s’approcher de la géométrie du congé de raccordement. On peut alors montrer que le champ de contrainte
asymptotique s’écrit :

σi j(r,θ) = K∗
1 rλ1−1 [ f 1

i j(α,θ)+g1
i j(r,α,θ)

]
+K∗

2 rλ2−1 [ f 2
i j(α,θ)+g2

i j(r,α,θ)
]

(1)

Dans cette expression, il est important de remarquer que les fonctions f k
i j sont identiques à celles obte-

nues dans la cas d’un angle aigu (solution de Williams). Les termes K∗
i sont des facteurs d’intensité de

contrainte, et les exposants λi représentent la singularité des champs mécanique. Notons que les fonc-
tions gk

i j évoluent en rµk−λk , ce qui fait que le champ de contrainte est singulier quand r tend vers zéro.
Néanmoins, le centre de la singularité est en dehors du domaine, comme illustré sur la figure 2 : la solu-
tion reste bien régulière dans le domaine. Le taux convergence de la méthode des éléments finis en norme
énergétique doit donc être borné par le degré des polynômes d’approximation dans le cas d’éléments fi-
nis raffinés en h. Dans le cas d’éléments finis p, la convergence est alors exponentielle. Lorsque le rayon
de raccordement diminue, alors le centre de la singularité se déplace vers la frontière du domaine, pour
finalement la toucher lorsque ρ = 0. La solution devient alors singulière, et la convergence est algébrique
tant en éléments finis h que p.

3 Illustration numérique

L’influence du passage d’une solution régulière à une solution singulière sur la convergence de la
méthode X-FEM est maintenant illustrée. On considère le problème présenté sur la figure 3(a). Les
conditions limites sur le bord du domaine proviennent de la solution exacte présentée ci-dessous, ce qui
permet alors de réaliser une étude de convergence. Le matériau est considéré linéaire, élastique et isotrope
(E = 1., ν = 0.3) sous l’hypothèse des petites perturbations. Le problème est résolu avec la méthode X-
FEM sur une grille régulière de triangles linéaires (4×4 à 128×128 éléments par côté). La figure 3(b)
présente la convergence de l’erreur relative en norme énergétique : on voit clairement l’influence du
congé de raccordement sur le taux de convergence. En particulier, pour une solution quasi-singulière (ρ
très petit) la convergence est analogue au cas du coin rentrant (i.e. singulière).
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FIGURE 3 – (a) Problème modèle, (b) Convergence

4 Conclusion

On a montré l’influence de la taille des congés de raccordement sur la convergence d’une approche
domaine fictif. On s’attachera ensuite à comprendre la raison de ce phénomène afin de le résoudre avec
les deux approches proposées.
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