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Résumé — L’objectif de cette présentation est de faire le point sur les différentes stratégies de prise

en compte consistante des conditions de contact/frottement entre structures élastiques. On discutera de

la genèse théorique des différentes méthodes, de leurs éventuels liens et on essaiera de comparer leur

intérêt pratique dans le cadre de la discrétisation par éléments finis et la résolution numérique dans les

cadres statique et dynamique.

Mots clés — Lagrangien augmenté, contact, frottement, éléments finis, solides déformables.

1 Introduction

Une difficulté bien connue concernant les conditions contact avec frottement est qu’elles font inter-

venir des graphes discontinus (graphe contrainte-déplacement pour le contact unilatéral et contrainte-

vitesse pour le frottement de Coulomb). L’enjeu, tant du point de vue théorique que numérique, est alors

souvent de trouver des alternatives à l’utilisation des ces graphes discontinus qui, par exemple, ne per-

mettent pas de faire des passages à la limite directement dans les équations. La première alternative, qui

a été largement utilisée dés les premiers travaux de Fichera [5] sur le problème de Signorini est l’utilisa-

tion du concept d’inéquation variationnelle, concept qui a été ensuite repris largement dans le cadre plus

général de l’optimisation convexe avec contraintes.

Les inéquations variationnelles sont intéressantes pour les études théoriques en raison de la faci-

lité que l’on peut avoir à passer à la limite dans une inégalité. C’est donc le cadre favoris pour les

preuves d’unicité et de convergence. En revanche, les inéquations variationnelles ne sont pas un cadre

très favorable pour le développement de stratégies numériques car il n’existe pas de méthode générale

pour résoudre un système d’inéquations. Si le problème est strictement un problème d’optimisation sous

contraintes (problème de contact sans frottement) on peut lui appliquer un certain nombre d’algorithmes

d’optimisation avec contraintes (Gradient conjugué projeté, méthodes de points intérieurs ...). On peut

également transformer un problème de contact avec frottement en problème de complémentarité (linéaire

ou pas) et appliquer là aussi des algorithmes adaptés (algorithme de Lemke, par exemple). Toutefois, les

principaux logiciels qui traitent le contact avec frottement de solides déformables, en dehors des cal-

culs en dynamique explicite, utilisent quasi-exclusivement l’algorithme de Newton-Raphson parfois en

interaction avec un algorithme d’Uzawa sur le lagrangien augmenté.

L’objectif de cette présentation sera d’essayer de faire le tour des techniques mathématiques utili-

sables pour représenter et approcher numériquement une condition de contact avec ou sans frottement et

d’en comparer les propriétés du point de vue théorique et de la mise en œuvre de stratégies numériques.

2 Lagrangien augmenté proximal pour une condition de contact, pour

une condition de frottement. Lien avec la régularisation de Yosida.

Le lagrangien augmenté proximal a été utilisé pour la première fois par P. Alart et A. Curnier dans

[1] pour la prise en compte des conditions de contact avec frottement. Son utilisation a été ensuite po-

pularisée par T. Laursen [8] et P. Wriggers [11] et s’est très largement répandue dans les logiciels de

calcul. On donnera les bases théoriques de cette approche et en particulier le lien avec la régularisation
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de Yosida.

3 Autres fonctions de complémentarité

Un des intérêts du lagrangien proximal est qu’il fournit une fonction, dite de complémentarité, qui

transforme le système d’inégalité de la relation de complémentarité en une seule et unique égalité. Une

fonction de complémentarité est une fonction régulière ϕ(a,b) telle que

ϕ(a,b) = 0 ⇐⇒ a≥ 0, ab= 0, b≥ 0.

Un grand nombre de fonctions de complémentarité ont été répertoriées (voir par exemple [6]). La fonc-

tion de complémentarité issue du lagrangien proximal est seulement continue et C1 par morceaux. Ob-

tenir des fonctions de complémentarité plus régulières n’est pas une difficulté mais n’est pas forcément

souhaitable dans la perspective d’une résolution par l’algorithme de Newton-Raphson.

4 Formulation de type Nitsche et lien avec le Lagrangien augmenté et

l’approche par pénalisation

Les formulations de type Nitsche sont traditionnellement utilisées pour traduire des conditions de

type Dirichlet ou des conditions de transmissions. Leur application aux conditions de contact avec ou

sans frottement est très récente [3, 9, 2]. On présentera les avantages et inconvénients de cette technique

du point de vue théorique et numérique.

5 Grandes déformations et difficultés de l’obtention d’une formulation

continue par rapport aux inconnues

Malgré l’utilisation d’une stratégie de Lagrangien augmenté, la plupart des formulations du contact

en grandes déformations souffrent de problèmes de non-continuité [7]. On présentera différentes manière

de prendre en compte le contact avec frottement en grandes déformation avec les avantages et inconvé-

nients en particulier du point de vue de la régularité de la formulation.

6 Application aux problèmes d’impact en élastodynamique. Schémas et

formulations adaptées

L’approximation des conditions de contact en élastodynamique pose de sérieux problèmes de stabilité

et d’oscillations parasites. Il est difficile de produire des schémas numériques qui soient à la fois stables,

non oscillants et qui ne dissipent pas de manière exagérée l’énergie lors des impacts. Ici également, les

différentes stratégies de prise en compte du contact seront comparées en vue de l’obtention de schémas

numériques stables, non oscillants et respectant au mieux la conservation de l’énergie (voir en particulier

[10, 4]).
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