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1 Introduction

Les structures sous chargement cycliques peuvent avoir trois états asymptotiques, selon les types
de comportement mécanique. Le premier est purement élastique et est appelé adaptation, le second est
stabilisé mais partiellement plastique et est appelé accommodation, le dernier est le phénomène de rochet.
Dans ce dernier état, une nouvelle déformation apparaît à chaque cycle de chargement. Ce phénomène
est dû au comportement du matériau lui même ou à des chargements complexes et peut mener à la
rupture. Comme il conduit à une déformation supplémentaire à chaque cycle, la rupture de la structure
peut apparaître à tout instant du cycle de vie.

Aujourd’hui, pour obtenir un dimensionnement satisfaisant des structures, les industriels ont besoin
de déterminer plus précisément les déformations plastiques dûes au phénomène de rochet [1]. D’un point
de vue mathématique, il est difficile de les obtenir. La détermination de l’accomodation (ou état asymp-
totique) nécessite le calcul d’un grand nombre de cycles de chargement (souvent plusieurs centaines ou
milliers de cycles). Le coût de ce calcul est trop élevé voire dans certains cas, impossible à réaliser. Dans
le but de connaître l’état asymptotique, diverses méthodes ont été utilisées et l’utilisation de modèles
d’ordre réduit semble être une méthode prometteuse pour traiter ces problèmes.

La Proper Generalized Decomposition (PGD), qui fait partie de cette famille, est utilisée principale-
ment dans le cas de problèmes linéaires [2] et jusqu’à présent ne peut être appliquée que très rarement au
cas d’une structure mécanique dont le matériau présente une loi de comportement non linéaire [4]. Elle
a été couplée à la Méthode Asymptotique Numérique [6] pour traiter des problèmes non-linéaires .

En utilisant les principes de base de la méthode à LArge Time INcrement (LATIN) de Ladevèze [5],
cette contribution propose d’étendre l’utilisation de la PGD aux problèmes non-linéaires.

2 Application

Le problème qui nous intéresse est un problème thermomécanique non linéaire et dépendant du
temps. Nous supposons que les sollicitations appliquées à la structure sont cycliques. L’équation d’équi-
libre en tout point intérieur d’un domaine Ω est donc :

div(σ(x, t))+ fv = 0 (1)

La PGD propose habituellement d’approcher la solution d’un tel problème en décomposant l’espace et
le temps. On utilise une approximation sous la forme d’une somme de produits de fonctions de l’espace
et du temps [3]. La solution s’écrit alors :

u =
N

∑
i=1

X i(x)Ti(t) (2)

Dans notre cas nous utilisons une approximation du déplacement u(x, t) au rang N telle que :

uN =
N

∑
i=1

di(x) fi(t) (3)
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avec d(x) une fonction de l’espace et f (t) une fonction du temps. On recherche alors une approximation
au rang N+1 telle que :

uN+1 =
N

∑
i=1

di(x) fi(t)+d(x) f (t) (4)

En utilisant la formulation variationnelle suivante :

u∗ = d∗ f + f ∗d (5)

La forme faible du problème s’écrit :Z
Ω

Z
t
(d∗ f +d f ∗)

(
div(σ)+ fv

)
dtdx = 0 (6)

où σ est fonction de l’approximation recherchée, soit σ
(
uN+1

)
On obtient un système de deux équations variationnelles pour déterminer chacune des fonctions d et f :

∀d∗,
Z

Ω

Z
t
d∗ f (div(σ

(
uN+1))+ fv) dtdx = 0 (7)

∀ f ∗,
Z

Ω

Z
t
d f ∗(div(σ

(
uN+1))+ fv) dtdx = 0 (8)

Après intégration par parties en espace, (7) devient :

∀d∗,
Z

Ω

d∗
Z

t
f fvdt dx+

Z
∂Ω

d∗
Z

t
f T

(
uN+1)dt ds−

Z
Ω

ε
∗(d)

Z
t

f σ
(
uN+1)dt dx = 0 (9)

et la formulation variationnelle (8) devient :

∀ f ∗,
Z

Ω

d
Z

t
f ∗ fvdt dx+

Z
∂Ω

d
Z

t
f ∗T

(
uN+1)dt ds−

Z
Ω

ε(d)
Z

t
f ∗σ

(
uN+1)dt dx = 0 (10)

Chacune des équations est résolue alternativement à l’aide du processus de résolution décrit ci après.

3 Principe de résolution

Les termes du mode N +1 de l’équation (4) sont déterminés à l’aide de l’algorithme suivant :
1. on suppose l’approximation au mode N connue,
2. on résout l’équation (9) en considérant un comportement élastique linéaire du matériau à l’aide

d’un processus de type Newton ce qui permet de déterminer d avec f fixé, de la même manière
qu’une méthode PGD classique,

3. on fixe d de l’étape précédente puis on résout l’équation (10) en considérant un comportement
non-linéaire du matériau ce qui permet de déterminer f ,

4. on fixe f de l’étape précédente puis on résout l’équation (9) en considérant cette fois ci un com-
portement non linéaire du matériau pour déterminer d,

5. on itère sur les étapes 3 et 4 jusqu’à convergence,
6. les fonctions d et f ainsi déterminées sont ajoutées à l’approximation de la solution en tant que

mode N +1.
Avec cette méthode, l’initialisation de chaque mode (étape 2) se fait en résolvant un problème linéaire
3D ce qui réduit le coût par rapport à un problème non-linéaire. La partie non-linéaire est introduite à
partir de l’étape 3 mais est déterminée par un problème 1D dont le nombre de degrés de liberté est moins
importants, quelques milliers tout au plus, que celui du problème en espace qui peut atteindre plusieurs
millions.

4 Conclusion

Cette méthode basée sur la PGD a été implémentée dans le code de calcul Systus R© et les premiers
résultats montrent qu’elle est capable de traiter des problèmes non-linéaires. L’utilisation de la PGD
permet des gains de temps importants ce qui permet de calculer un très important de cycles et d’obtenir
les états asymtotiques liés à la durée de vie de la structure.
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