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Résumé — Ce document se concentre sur les simulations 3D thermo-élasto-plastique pour une source
thermique localisée. Il propose une méthode de calcul qui permet de rendre très efficace les analyses
paramétriques. La méthode repose une technique d’hyper-réduction de modèle. Le calcul paramétrique
repose sur l’interpolation de bases réduites spécifiques : on utilise ici les hypersurfaces de Grassmann.
Les études paramétriques sur une charge thermique variable montrent la grande souplesse et l’efficacité
des modèles hyper réduits couplés avec l’interpolation de Grassmann.
Mots clés — Simulation thermo-élasto-plastique 3D, Modèle d’hyper-réduit (HROM), Décomposition
orthogonale aux valeurs propres (POD), Etude paramétrique, Interpolation de Grassman sur les hyper-
surfaces.

1 Introduction

Dans la conception et le contrôle de nombreux procédés mécaniques continus ou physiques com-
plexes, la technique de simulation standard à l’aide des éléments finis (FE) ne convient pas forcément en
raison du grand nombre de degrés de liberté (DOF) et pas de temps nécessaires pour simuler la complex-
ité. Ainsi, les techniques de modèle d’ordre réduit (ROM) jouent un rôle important car elles permettent
d’économiser les coûts de calcul en ne travaillant que sur un petit nombre de DOF en ne retenant que les
"modes" importants qui capturent les évolutions essentielles des grandeurs d’intérêt [1]. On s’appuie ici
sur la méthode de réduction de la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD) qui a montré
son efficacité pour les problèmes d’optimisation en sciences des matériaux [1] et thermiques[2].

Le modèle d’hyper-réduit (HROM) est introduit pour le calcul thermo-élasto-plastique. On s’appuie
ici sur deux idées : premièrement le ROM choisi contient trois champs incrémentaux : les déplacement,
les déformations plastiques ainsi que les contraintes (nous avons choisi de représenter chacun de ces
champs par une base qui lui est propre). Deuxièmement, ce modèle est réduit encore plus avant en
ne gardant que quelques nœuds et éléments d’intérêt. En conséquence, l’estimation des déformation
plastiques est limitée au seul domaine d’intégration réduite (ΩΠ)[3](RID). Ces quantités sont ensuite
extrapolées à l’ensemble du domaine par la base d’ordre réduit (ROB) des déformation plastiques.

2 Modèle hyper-réduit (HROM)

2.1 Le problème de référence

Le système d’intérêt est le domaine parallélépipédique montré dans la figure 1 et Tableau 1, qui
contient 2601 nœuds et 10240 Tet4 (4 nœuds par élément tétraédrique linéaire avec un point d’intégration
par élément. De même que pour le soudage multi-passes, l’apport de flux de chaleur se fait par une source
de chaleur surfacique Q. Trois intensités sont choisies : 720W 800 W et 800W. La source de chaleur
varie également avec le temps. Les couples temps (en milli secondes) intensité du chargement sont :
[(0,0) · · ·(7,1) · · ·(14,1) · · ·(21,0) · · ·(28,1) · · ·(35,1) · · ·(42,0)]. La source thermique est focalisée sur
la surface dans huit éléments centrés sur le haut du domaine Ω, comme le montre la figure 1. La surface
inférieure est encastrée dans toutes les directions. Les propriétés mécaniques et thermiques sont donnés
dans le Tableau 2. Un écrouissage isotrope linéaire est considéré pour le calcul thermo-élasto-plastique.
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FIGURE 1 – Géométrie et conditions aux limites

lx(mm) ly(mm) lz(mm) N.N E.N E.T H.F (Q)
2.55 2.55 1.2 2601 10240 TET4 720∼880 W

Notes : "N.N" signifie numéro de noeud ; "E.N" signifie numéro d’élément ; "E.T" signifie type d’élément ;"H.F"
signifie flux de chaleur.

TABLE 1 – Description des paramètres géométriques

Notation Quantité Valeurs
Cp Capacité de chaleur spécifique 710.0 J.kg−1.K−1

λ Conductivité thermique 46.1 W.m−1.K−1

ρ Densité 7850 kg.m−3

E Module d’Young 200 GPa
ν Coefficient de Poisson 0.33
α Dilatation thermique 1×10−5 K−1

σy Limite élastique 200 MPa
H Module d’écrouissage 15 GPa
T0 Température initiale 25. ◦C

TABLE 2 – Paramètres des matériaux de problème étudié

2.2 Formulation discrètisée un espace et en temps

Basé sur une formulation POD-Galerkin [3], une matrice booléene rectangulaire Π permet de réduire
le nombre des équations de comportement dans un domaine RID selon(1)[

ΠΦ
U]T [

ΠKΦ
U]

∆ũ =
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U]T
Π

(
∆f+∆fP +∆fth

)
(1)

où ΦU est la base réduite d’incrément de déplacement, K est la matrice de rigidité constante, ∆f, ∆fP, ∆fth

sont les incréments du chargement externe appliqué, l’effort interne plastiquement admissible et l’effort
d’équilibre thermique, respectivement.

Les déformations plastiques calculées dans le domaine hyper réduit ROB ( 3) sont extrapolées dans
tout le domaine par la méthode Gappy POD [5] ( 2).
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∆y(x) = Σ
k=ξ

k=1Φ
Y
k (x) ∆zk ∀x ∈ΩΠ, ∆y(x) = ∆yΠ(x) ∀x ∈ΩΠ (3)

où ∆yΠ est le vecteur contenant les déformations plastiques dans le RID, ΦY est la base réduite d’incré-
ment de déformation plastique. Plus de détails peuvent être référencés à [6],[7]. La même opération est
faite pour les incréments de contrainte.
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FIGURE 2 – Temps de calcul du problème de référence

2.3 Application de HROM au problème de référence

L’estimation de la déformation plastique est limitée dans le domaine d’intégration réduite (RID). Les
déformations plastiques dans les autre points sont projetées dans le domaine global par la méthode Gappy
POD [5] avec les ROBs des incréments de déformation plastique et de contrainte. Le temps de calcul du
problème de référence est 22 fois plus rapide que le modèle éléments finis complet comme indiqué dans
la Figure 2. En outre, un niveau global de précision à moins de 10 % est assuré dans le domaine global
comme indiqué dans le Tableau 3, où le ratio de calcul "TR" est défini comme le rapport entre le temps
de calcul HROM et celui du modèle FE.

Cas
Erreurs(%) Temps

eU eεe eεp eσ Online(s) TR

HROM.Avec.Φσ 5.92 7.85 2.30 8.62 33.04 22.49
HROM.Sans.Φσ 5.92 7.85 2.30 22.26 34.26 21.69

FEM - - - - 743.27 -

TABLE 3 – L’analyse des résultats des simulations HROM par rapport à EF

Il convient de mentionner que l’erreur globale des contraintes est grandement améliorée si l’on ajoute
la base réduite de contrainte comme indiqué dans le Tableau 3. En gardant les même modes pour les
incréments de déplacement, déformation plastique et les éléments sélectionnés dans le RID, l’erreur
maximale diminue de 22,26 % à 8.62 % tout en gardant les autres erreurs constantes si l’on ajoute les
contraintes dans les bases réduites. Pour ce type d’analyse cette approche semble la plus efficace.

3 Etude paramétrique

On effectue deux "snapshots" pour des charges thermiques de 720 et 880 W. L’interpolation Grass-
mann est ensuite utilisée pour déterminer les bases POD adaptives des problèmes modifiés avec les
charges thermiques suivantes : 760, 800 et 840 W.

Étant donné que les déformations plastiques des snapshots sont considérées comme les valeurs ini-
tiales pour les problèmes modifiés, le nombre d’itérations de point fixe non linéaire est inférieur à 7
pour les cas interpolés (Figure 3(a)). Par conséquent, l’efficacité est augmentée, comme indiqué dans la
Figure 3(b). Enfin, un gain de temps CPU de 25 est obtenu pour l’étude paramétrique avec un niveau de
précision inférieur à 10 % (Figure 3(c)).

4 Conclusions

Un modèle d’hyper-réduit (HROM) amélioré pour le calcul thermo-élasto-plastique est introduit dans
le présent document. Les bases réduites des incréments de déplacement et déformation plastique sont
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FIGURE 3 – L’analyse des résultats de l’étude paramétrique pour le chargement thermique.

utilisées pour réduire le modèle global à un petit domaine d’intégration réduite (RID). La base réduite
d’incrément de contrainte est également adoptée pour augmenter la précision. L’interpolation Grassmann
est utilisée pour construire les nouvelles bases pour des études paramétriques. Cette approche permet
d’assurer une petite taille des bases POD. Afin de réduire encore le nombre d’itérations plastiques, les
déformations plastiques des snapshots sont également choisies comme entrées initiales pour les cas mod-
ifiés. Le calcul converge alors en moins de 7 itérations de point fixe pour chaque pas de temps pour le
calcul plastique dans le RID local.

Le problème de référence montre que le HROM peut être 22 fois plus rapide que le modèle d’élé-
ments finis avec des bases POD de petite taille et quelques éléments du RID. En déterminant les bases
POD adaptatives par l’interpolation de Grassman, l’étude paramétrique sur l’intensité du chargement
thermique divise par 26 le temps CPU pour le cas interpolé. En outre, les erreurs globales sont contrôlées
à moins de 10 % pour les deux problèmes de référence et étude paramétrique.

D’une manière générale, le HROM couplé avec l’interpolation manifold semble un bon choix pour
les simulations 3D thermo-élasto-plastiques.
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