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Résumé — Nous proposons une démarche d’identification visant à tenir compte des informations a

priori afin de limiter et quantifier l’effet des erreurs de mesure et de modèle. Nous investiguons dans
ce travail une approche basée sur les ensembles aléatoires et les fonctions de croyance. En calquant la
démarche de l’inférence bayésienne, nous construisons des ensembles aléatoires a posteriori combinant
les informations sur le modèle et les mesures. La démarche est illustrée sur l’identification de propriétés
élastiques à partir de mesure de champs cinématiques.
Mots clés — identification, mesure de champs, information a priori, incertitude, ensembles aléatoires,
théorie des fonctions de croyance.

1 Introduction

L’usage croissant des mesures de champs cinématique permet d’envisager l’exploitation d’essais
hétérogènes pour l’identification de propriétés matériau. Ceci demande de faire appel à une approche
inverse et impose de traiter tant les erreurs de mesure que les erreurs de modèle pour en limiter et
quantifier l’effet sur les résultats d’identification. Parmi les méthodes proposées, une première famille est
celle des approches déterministes, telles que le recalage de modèle éléments finis (FEMU) [1], l’erreur
en relation de comportement modifiée (MCRE) [2], la méthode des champs virtuels [3] [4] ou encore
d’écart à l’équilibre [5] [6] . En les couplant à des approches de régularisation de Tikhonov [7], il est
alors possible de tenir compte d’information a priori sur les paramètres recherchés, mais il reste difficile
de quantifier les incertitudes sur le résultats d’identification.

C’est pourquoi des approches non déterministes d’identification ont été proposées, la plus courante
étant l’inférence bayésienne [8]. Toutefois, le cadre probabiliste n’est pas toujours adapté pour la des-
cription de certaines incertitudes, notamment les incertitudes épistémiques dont la description par une
densité de probabilité conduit à ajouter des informations artificielles. C’est pourquoi d’autres cadres non
déterministes ont été proposés, parmi lesquels la théorie des méconnaissances [9], les ensembles flous
[10], les P-box [11] [12] ou encore les ensembles aléatoires. Toutefois, peu de ces méthodes ont été
proposées comme cadre d’identification de modèle déterministe. Dans le travail présenté, nous étudions
l’utilisation de la théorie des ensembles aléatoires et des fonctions de croyance [13] [14] [15] à des fins
d’identification de propriétés élastiques à partir de mesures de champs cinématiques.

2 Cadre d’identification

Nous nous plaçons dans le cadre schématisé Figure 1, où sont recherchées les propriétés élastiques
du matériau à partir de mesures de champ cinématique. Ces propriétés sont paramétrées par un vecteur
de paramètres θ. L’étude est faite en 2D, sous hypothèse de contraintes planes, sur le domaine Ω. Les
équations traduisant l’information disponible tant théorique qu’expérimentale sont les suivantes :

— Sur Ω : équilibre, la compatibilité cinématique, la relation de comportement
— Sur Ωm inclus dans Ω : Mesure de déplacement u= ũ. En pratique, les mesures ũ contiennent

une erreur et diffèrent donc du champ exact uex :

ũ= uex +e, (1)
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FIGURE 1 – Modèle d’identification
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FIGURE 2 – Distribution de possibilité

où e correspond aux erreurs des mesure.
— ∂ f Ω : effort réparti connu σ.n = f̃ ,
— ∂uΩ : déplacement imposé u= ud ,
— En complément de ces équations, il est possible de disposer d’une information a priori sur les

paramètres θ, telle qu’un ou plusieurs avis d’expert sur les valeurs crédibles de ces paramètres.
L’identification consistera donc à trouver les paramètres θ ∈Θ qui satisfont l’ensemble de ces équa-

tions. Du fait de leur redondance et des erreurs de modèle et de mesure, il n’est pas possible de trouver
un θ vérifiant exactement l’ensemble des équations et certaines devront donc être relâchées. Ainsi, clas-
siquement en recalage par éléments finis, un problème direct bien posé est extrait du jeu d’équations
disponibles et sa solution u(θ) est comparée aux données restantes, typiquement les mesures de champs.
L’identification se fait alors en trouver le jeu de paramètre minimisant la distance entre les mesures et le
calcul :

θ = arg min
θ∈Θ

||u(θ)− ũ||2, (2)

où || · || est une norme à spécifier.
Dans la suite, on s’appuiera sur le même problème direct, mais la comparaison aux mesures se fera

dans un cadre non déterministe basé sur les fonctions de croyance.

3 Stratégie d’identification

3.1 Ensembles aléatoires et théorie des fonctions de croyance

La théorie des fonctions de croyance repose sur des ensembles aléatoires, ici dans Θ. Une manière
de les construire est de considérer un espace probabilisé (Ω,σΩ,P), un ensemble non-vide Θ et une
σ-algèbre associée σΘ (formée de sous-ensembles de Θ), puis de choisir une application Γ de Ω sur
σΘ. Les probabilités des ensembles aléatoires de Θ se déduisent alors implicitement de celles sur Ω au
travers de Γ. Pour tout A ⊆Θ, la croyance et la plausibilité sont deux outils classiques pour quantifier
l’incertitude de la proposition θ ∈A :

Bel(A) = P({ω ∈ Ω|Γ(ω)⊆A,Γ(ω) 6= /0}) (3)

Pl(A) = P({ω ∈ Ω|Γ(ω)∩A 6= /0}). (4)

La croyance Bel(A) s’interprète comme le degré d’accord de l’information avec A, et la plausibilité
Pl(A) comme le degré de non-désaccord de l’information avec A. On introduit également la fonction
de contour pl : Θ → [0,1] telle que pl(θ) = Pl({θ}) pour tous θ ∈Θ.

3.2 Traduction de l’information a priori

Deux informations doivent être représentée sous forme d’ensembles aléatoires :
— L’information a priori sur θ est représentée par une distribution de possibilité, correspondant à

des ensembles aléatoires consonants et permettant de décrire les incertitudes épistémiques. La
Figure 2 représente l’application π d’une variable x ∈ R vers un intervalle unité π : R→ [0 1],
telle que sup π(x) = 1. Puis, on considère une variable aléatoire ω de loi uniforme sur [0 1] et
les ensembles aléatoires sont construits par la relation suivante :

Γ(ω) = {x ∈ R|π(x)≤ ω}. (5)
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— L’information a priori associée aux mesures et à l’erreur e. Cette dernière est ici considérée
comme une erreur aléatoire dont on connaît la distribution de probabilité associée pe(e), ty-
piquement gaussienne de covariance connue. Compte-tenu de ce modèle pour l’erreur, [13] [15]
montrent que l’on peut construire des ensembles aléatoires basés sur la vraisemblance (likelihood-

based belief function) traduisant au mieux l’information disponible. Ainsi une fonction de contour
est construite comme la vraisemblance normalisée et peut être vu comme une distribution de pos-
sibilité :

pl(θ; ũ) =
L(θ; ũ)

supθ L(θ; ũ)
où L(θ; ũ) = pe(ũ−u(θ)). (6)

3.3 Inférence et ensembles aléatoires a posteriori

À partir des informations a priori et de mesure, on dispose de deux distributions de possibilité in-
dépendantes, que l’on peut combiner par la règle de Dempster [13]. Ainsi, les ensembles aléatoires a
posteriori sont définis en notant Ωp = {(ω1,ω2) ∈ Ω1 ×Ω2|Γ1(ω1)∩Γ2(ω2) 6= /0} et l’application Γp

telle que : ∀(ω1,ω2) ∈ Ωp, Γp(ω1,ω2) = Γ1(ω1)∩Γ2(ω2).

4 Application numérique à l’identification

f

FIGURE 3 – Planque élasticité FIGURE 4 – Information de mesure

On choisit le cas d’identification des propriétés élastiques isotropes d’une plaque homogène comme
illustré sur la figure 3. Ainsi, θ = {λ,µ} correspond aux deux coefficients de Lamé. Une simulation
éléments finis de référence est utilisée pour créer les mesures exacte Ure f . Une perturbation gaussienne
peut être ajoutée au déplacement : Ũ = Ure f + δU , où δU ∼ N (0,Σ), Σ = σ2I. La distribution de
possibilité indiquées sur la figure 4 est le codage de l’information de la mesure de déplacement.

On utilise des opinions d’experts comme information a priori codée par la distribution de possibilité
conjointe représentée sur la figure 5. Puis on applique la méthode de Monte Carlo pour approcher le
résultat de la règle de Dempster. L’exploitation des ensembles aléatoires s’appuie sur Bel et Pl. On
recherche le plus petit domaine avec des niveaux de croyance et plausibilité minimaux. La formulation
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FIGURE 5 – Information a priori
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pour estimer le domaine d’appartenance des paramètres est la suivante :

Θ̂= arg min
Θ

A(Θ), avec A(Θ) l’aire de Θ (7)

sous condition de : {
Pl(Θ) ≥ δPl

Bel(Θ) ≥ δBel.

Pour simplifier le problème, on cherche le domaine sous forme d’ellipse. On choisit δpl = 0.95 et δbel =
0.4, 0.5, ou, 0.6. Le résultat final est présenté en figure 6. Il est clair que lorsque on augmente la valeur
de δBel les ellipses augmentent.

5 Conclusion

Nous avons proposé une démarche d’identification de modèle déterministe basée sur les fonctions de
croyance, en construisant des ensembles aléatoires a posteriori combinant les mesures et les informations
a priori sur le modèle. Une première approche d’exploitation de l’information a posteriori a été proposée
en définissant le domaine de confiance minimal pour les paramètres, sur la base de sa plausibilité et de sa
croyance. L’approche a été appliquée en dimension 2 et devra être étendue aux dimensions supérieures
par l’emploi de technique de réduction de modèle.

This work was carried out in the framework of the Labex MS2T, which was funded by the French
Government, through the program "Investments for the future” managed by the National Agency for
Research (Reference ANR-11-IDEX-0004-02)
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