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ESSAI SUR LA GÉOMÉTRISATION DE L’UNIVERS

JONOT JEAN LOUIS

Abstract. Le but de cet article n’est pas de donner une représentation fidèle
de la réalité physique de l’univers. On propose de construire des outils per-
mettant de donner une approche géométrique de cet univers. Par exemple, les
sections de Dirac donnent un sens à la notion de métrique universelle.

On généralise l’intégrale de Feynman et on étend cette intégrale aux fibrés
d’état de l’univers. La quantification de ces fibrés d’état permet de construire
les opérateurs de Dirac et de Laplace-Beltrami sur l’espace de Bose-Fermi-
Fock. L’idée de représenter l’univers de Dirac-Einstein comme une singularité
d’un multivers, nous amène à définir la notion de densité d’action et, à partir
d’une densité, de découper l’univers par chirurgie de Milnor-Smale. Cette
représentation définie la notion de passé, présent et futur qui est liée à un
état de l’univers. L’axiomatisation quantique des obervables complète cette
présentation géométrique.

1. Les sections de Dirac et les métriques universelles

On rappelle que, si ζ = (E (ζ) , π,W,F) est un fibré vectoriel réel ou complexe
sur l’univers W, une section de Dirac est une section γ du fibré (ξ∗

W
⊗ζ)∗⊗ζ, où ξ∗

W

est le dual du fibré tangent ξW = (TW, π,W,Rp). A chaque événement w ∈ W,
on associe une application bilinéaire

γ (w) : T ∗
wW⊗Ew (ζ) → Ew (ζ)

telle que ∀d ∈ Γ (T ∗W) et ∀s ∈ Γ (ζ), on ait

γ (d⊗ s) (w) = γ (w) (d (w)⊗ s (w)) ,

où

d (w)⊗ s (w) : TwW → Ew (ζ) , d (w)⊗ s (w) (x) = d (w) (x) .s (w) , ∀x ∈ TwW.

On pose γd, la section définie par

γd (s) = γ (d⊗ s) ,

qui à chaque événement w ∈ W et pour une section fixée d ∈ Γ (T ∗W), on ait

γd (w) : Ew (ζ) → Ew (ζ) , γd (w) (u) = γ (w) (d (w) ⊗ u) , ∀u ∈ Ew (ζ)

en particulier, pour chaque événement w ∈ W, γd (w) ∈ End (Ew (ζ)). Soit (W,ϕ)
une carte de l’univers W en l’événement w, on note {∂ν : ν = 0, 1, 2, 3}, le local
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2 JONOT JEAN LOUIS

frame associé à la carte (W,ϕ) et {dµ : µ = 0, 1, 2, 3} le local frame dual vérifiant

dµ (∂ν) = δµν .

A la section de Dirac γ, on associe les sections locales d’endomorphismes de
Dirac

γµ = γd
µ

, µ = 0, 1, 2, 3

qui sont des sections locales d’endomorphismes, on peut ainsi définir le tenseur de
Poisson local

γµν = Trace (γµγν) .

Definition 1. Si le tenseur de Poisson est métrique, on définit la métrique g par

le tenseur

g (∂µ, ∂ν) = gµν , g
µν =

1

4
γµν ,

où (gµν) représente la matrice inverse de (gµν).

Lemma 1. La métrique gµν est indépendante du choix de la carte.

Dans ce qui suit, le fibré considéré ζ est le complexifié du fibré tangent ζ =
ξW ⊗ C, avec une métrique lorentzienne g sur l’univers W.

Definition 2. Une section de Dirac sur le complexifié ζ, est une section de Dirac-

Lorentz si elle vérifie dans chaque local frame la relation

{γν , γµ} = 2gνµI4,

c’est une section de Dirac-Ricci si

[γν , γµ] = Hνµ, (Hνµ)σj = gσµδνj − gσνδµj

et une section de Dirac-Einstein d’ordre λ si

[γν , γµ] = Gνµ (λ) , (Gνµ (λ))σj = (gσµ + λεσµ) δνj − (gσν + λεσν) δµj

où εσµ désigne l’inverse du tenseur de Ricci Rτσ, si il existe, et λ est une C∞-

application définie sur la carte W .

Theorem 1. Si γ est une section de Dirac-Einstein d’ordre

λ = −1

2
R + Λ,

l’équation relativiste d’Einstein s’écrit

H2 = κT ,

où T est l’opérateur associé au tenseur énergie-impulsion, H2 est l’opérateur de

Dirac de rang 2, R est la courbure et Λ la constante cosmologique.

Proof. On peut consulter [8] pour une preuve. �

Theorem 2. Si γ est une section de Dirac-Lorentz alors l’équation relativiste de

Dirac sur les champs complexes s’écrit comme l’équation propre de l’opérateur de

Dirac de rang 1 associé à γ,

H1 (Z) = λZ, Z ∈ Γ (ζ)

où λ est une fonction propre locale de l’opérateur H1.

Proof. On peut consulter [8] pour une preuve. �
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Definition 3. Une équation unitaire est la donnée d’une équation sur l’espace des

sections de Dirac entre une section de Dirac-Lorentz γDL et une section de Dirac-

Einstein γDE,

E (γDL, γDE) = o.

Une métrique de Lorentz g, pour laquelle il existe γDL et γDE telles que γDL =
γDE, est une métrique universelle.

Une métrique de Lorentz g est donc universelle si son tenseur de Ricci est in-
versible et si il existe, dans chaque local frame, des sections d’endomorphismes
{γµ : µ = 0, 1, 2, 3} vérifiant

{γν, γµ} = 2gνµI4,

et

[γν , γµ] = Gνµ (λ) .
Problem 1. Existe-t-il une variété munie d’une métrique de Lorentz qui soit uni-

verselle?

Les variétés de dimension 4 qui sont munies d’une métrique universelle peuvent
être unifiées, dans le sens où l’on peut unifier l’équation relativiste d’Einstein et
l’équation relativiste de Dirac par la section de Dirac

γ = γDL = γDE .

2. Les champs chronologiques stables et les feuilletages en

espace-temps

Dans ce qui suit, W est une variété Lorentzienne de dimension 4, connexe,
orientée en temps, c’est-à-dire, qu’il existe un champ de vecteurs T : W → TW de
genre temps,

∀w ∈ W, g (w) (T (w) ,T (w)) < 0.

Definition 4. Un vecteur causal v ∈ TwW est orienté vers le futur si g (w) (v,T (w)) <
0 et vers le passé si g (w) (v,T (w)) > 0. On dit v ∈ TwW est de genre temps si

g (w) (v, v) < 0, de genre lumière si g (w) (v, v) = 0, de genre espace si g (w) (v, v) >
0 et causal si g (ω) (v, v) 6 0 où g est la métrique Lorentzienne de signature

(−,+,+,+) définie sur W.

Remark 1. Si T n’est pas défini sur W, on restreint l’étude de cet univers à

chaque composante connexe de l’ensemble de définition de T, noté encore W.

Example 1. Pour l’espace-temps de Minkowski
(
R4, η

)
,

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2

et le champ T = ∂
∂t donne l’orientation du temps.

On rappelle qu’un champ sur W est une section C∞, du fibré tangent de W,
c’est-à-dire, une C∞-application X : W → TW telle que π ◦ X = IdW. Soit
ϕ :W → R4, une carte de W, on a

TW
Tϕ→ TR4 = R4 × R4

↓ ↓
W

ϕ→ R4
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et si x = xµeµ est le système canonique de coordonnées , le champ standard ∂
∂xµ :

R4 → R4 × R4 est défini par ∂
∂xµ (x) = (x, eµ) pour tout x ∈ R4, où {e0, e1, e2, e3}

est la base canonique de R4. Localement dans la carte (W,ϕ), on définit les champs

∂µ :W ⊂ W → TW, ∂µ (w) = (Twϕ)
−1 ∂

∂xµ
(ϕ (w)) = (Twϕ)

−1
(ϕ (w) , eµ) ,

c’est-à-dire,

TW
Tϕ→ TR4 = R4 × R4

↑ ∂µ ↑ ∂
∂xµ

W
ϕ→ R4

,

et ∂
∂xµ ◦ ϕ = Tϕ ◦ ∂µ. Localement tout champ X ∈ Γ∞ (TW) s’écrit sous la forme

X = Xµ∂µ,

où Xµ :W → R est une C∞-application.

Remark 2. Si f est une C∞-application définie sur un voisinage W à valeurs dans

R alors

Twf (∂µ) = (w, ∂µf (w)) ,

et

Twf (∂µ) = Twf

(
Tϕ(w)ϕ

−1

(
∂

∂xµ

))

= Tϕ(w)

(
f ◦ ϕ−1

)( ∂

∂xµ

)
=

(
w,

∂

∂xµ
(
f ◦ ϕ−1

)
(ϕ (w))

)
,

en particulier, [∂µ, ∂ν ] f = 0.

Definition 5. La famille de champs définie sur W par {∂µ} est le local frame de

la carte ϕ en w.

Soit Tw = RT (w), le sous-espace vectoriel de dimension 1, engendré par le
vecteur T (w) ∈ TwW. Ce sous-espace est non isotrope pour la forme bilinéaire
g (w) sur TwW et TwW = Tw⊕Ew , où Eω = T⊥

ω , la somme⊕ est orthogonale pour
g. Cette décomposition est unique car Tw est unique. La restriction g (w) |Ew

est
définie positive sur Ew et g (w) |Tw

est définie négative. Tout champ X : W → TW
se décompose de la façon suivante

X = XE + λT, λ : W → R

est une C∞-application, XE est un champ espace, c’est-à-dire, XE (w) ∈ Ew pour
tout w ∈ W, en particulier

|XE (w)|g = g (w) (XE (w) , XE (w)) > 0

si XE (w) 6= oTw(W), noté ow par la suite. L’ensemble des champs sur l’univers W
est noté Γ (W), les champs espaces sont les champs X qui vérifient X (w) ∈ Ew,
on note ΓE (W) l’ensemble de ces champs. On a une bijection naturelle

τ : Γ (W) → ΓE (W)× C∞ (W) .

Sur ΓE (W), on peut définir la notion de produit vectoriel comme suit. Si XE

et YE sont dans ΓE (W), on pose, XE ∧ YE ∈ ΓE (W) avec,

XE ∧ YE (w) = XE (w) ∧ YE (w) ,
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le produit vectoriel sur Ew muni du produit scalaire défini positif g (w) |Ew
. On

peut définir une loi de composition interne sur ΓE (W)×C∞ (W), appelé le produit
et défini par

(XE , λ) ∗ (YE , µ) = (XE ∧ YE , λµ) .
La bijection τ , induit une loi de composition interne sur Γ (W) appelée produit

et défini par

X ∗ Y = τ−1 ((XE ∧ YE , λµ)) ,
où X = XE + λT et Y = YE + µT.

Remark 3. Les champs de Morse sont les champs pour lesquels λ est une fonc-

tion de Morse sur W. Les champs de Morse sont denses pour la C∞-topologie de

Whitney.

Proposition 1. Si X, Y et Z sont des champs quelconques alors

X ∗ (Y ∗ Z) + Y ∗ (Z ∗X) + Z ∗ (X ∗ Y ) = 3λµνT

est un champ chronologique, où X = XE + λT, Y = YE + µT et Z = ZE + νT.

Proof. C’est l’identité de Jacobi. �

On pose

‖X‖2w = ‖XE‖2w + λ2 (w) ‖T‖2w ,

on peut normaliser T, en prenant pour T (w) le champ

T (w)√
−g (w) (T (w) ,T (w))

,

avec cette normalisation ‖T‖2w = −1 et ‖X‖2w = ‖XE‖2w − λ2 (w). On note sim-

plement ‖X‖2 = ‖XE‖2 − λ2 si aucune confusion n’est possible, on en déduit une
généralisation de l’identité de Lagrange.

Proposition 2. On a

‖X ∗ Y ‖2 = ‖XE‖2 ‖YE‖2 − g2E (XE , YE)− (λµ)
2

où gE (w) = g (w) |Ew
.

L’univers de la relativité générale est une C∞-variété de Lorentz. On admet
l’existence d’un champ chronologique sur W, noté T : W → TW pour lequel

T (w) ∈ TwW et gL (w) (T (w) ,T (w)) < 0, ∀w ∈ W.

La partie espace de l’espace tangent est

TEW = ∪w∈W {w} × Ew

et la partie temps est

T TW = ∪w∈W {w} × Tw.

Le triplet
(
T TW, πT ,W

)
est un fibré vectoriel trivial car,

φ : T TW = ∪w∈W {w} ×Tw → W × R,

φ (w, µT (w)) = (w, µ) est un isomorphisme de fibré.
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Lemma 2. Les diagrammes suivants

TEW = ∪w∈W {w} × Ew
↓ πE

W

et

T TW = ∪w∈W {w} ×Tw

↓ πT
W

sont des fibrés, le fibré temps est trivial. De plus, TW est la somme de Whitney

de ces deux fibrés,

TW = TEW ⊕ T TW.

Proof. Il suffit de montrer que

TEW
↓ π
W

est un fibré. Soit W un ouvert connexe de W sur lequel TW est trivialisable. Il
existe des champs de vecteurs X0, X1, X2 et X3 définis sur W qui forment une
base de sections locales. On peut scinder chaque champ en sa partie espace et sa
partie temps. Soit

Xµ = Yµ + λµT, µ = 0, 1, 2 et 3

où αµ sont des fonctions de classe C∞ sur W . On cherche des champs orthogonaux
à T pour la forme bilinéaire g qui soient linairement indépendants. On pose

X = λµXµ,

la condition g (X,T) = 0 est équivalente à λµλ
µ = 0. Si on pose

X1 = −λ1X0 + λ0X1 − λ3X2 + λ2X3,

X2 = λ2X0 − λ3X1 − λ0X2 + λ1X3

et X3 = −λ3X0 − λ2X1 + λ1X2 + λ0X3

alors pour tout w ∈W , Vect (X1 (w) ,X2 (w) ,X3 (w)) = Ew = RT (w)
⊥
. On peut

écrire

π−1
E (W ) = ∪w∈WEw

ψ→ W × R3

↓ πE ↓ Pr1

W
IdW→ W

,

avec ψ (v) =
(
w,
(
λ1, λ2, λ3

))
et v = λµXµ (w). Le C∞-difféomorphisme ψ est

l’isomorphisme de trivialité locale. �

Definition 6. Un champ chronologique T est stable si pour toute carte ϕ, on a

∂µ (t
τgντ ) = ∂ν (t

τgµτ ) ,

où gµν désigne le tenseur métrique dans le local frame {∂µ} et T = tµ∂µ.

Theorem 3. Si T est un champ chronologique stable alors le système de Pfaff

w → τ (w) = Ew

est complètement intégrable. Pour chaque w ∈ W, la composante connexe de

l’intégrale associée à ce sytème est une variété connexe, cette variété est la feuille

espace Ew associée à l’événement w.
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Proof. Soit X ∈ Γ (TW) alors en coordonnées locales

X = ai∂i

où ai : W → R est une C∞-application. Si Y = bi∂i alors [X,Y ] = ci∂i avec

ci = aj
(
∂jb

i
)
− bj

(
∂ja

i
)
.

On note T = ti∂i, le champ chronologique. Il faut vérifier que si g (X,T) = 0 et
g (Y,T) = 0 sur W , alors g ([X,Y ] ,T) = 0 sur W . On a g (X,T) = aitjgij = 0, de
même bitjgij = 0 avec g (∂i, ∂j) = gij . Ensuite, on calcule

g ([X,Y ] ,T) = citjgij =
(
ak
(
∂kb

j
)
− bk

(
∂ka

j
))
tjgij

= aktjgij
(
∂kb

j
)
− bktjgij

(
∂ka

j
)
,

les conditions aitjgij = 0 et bitjgij = 0 impliquent

∂k
(
aitjgij

)
= 0 et ∂k

(
bitjgij

)
= 0.

On en déduit

g ([X,Y ] ,T) = −akbi∂k
(
tjgij

)
+ bkai∂k

(
tjgij

)

= akbi
(
−∂k

(
tjgij

)
+ ∂i

(
tjgkj

))
= 0

car T est un champ chronologique stable. Si Ew est la composante connexe de
l’intégrale de τ contenant w, Ew est une sous-variété de dimension 3 de W. �

Corollary 1. Soit T est un champ chronologique stable, si les fonctions g (X,T) et
g (Y,T) sont des fonctions constantes alors le champ [X,Y ] est un champ espace.

Si on admet l’existence d’un champ chronologique stable sur l’espace-temps W
alors deux feuilletages cohabitent, le premier est de codimension 1, c’est le feuil-
letage espace E et l’autre est de codimension 3, c’est le feuilletage chronologique T
.

Proposition 3. Soient FT et FE deux feuilles de T et E, telles que FT ∩ FE 6=
∅, l’une des conditions suivantes est vérifiée. L’ensemble FT ∩ FE est discret ou

bien l’adhérence de FT ∩ FE dans FT ou dans FE contient un ensemble ouvert, on

dit que FT et FE sont respectivement localement denses, ou encore Adh (FT ∩ FE)
est un ensemble parfait d’intérieur vide, on dit que FT et FE sont des feuilles

exceptionnelles. Dans notre situation la transversalité des feuilles implique que

FT ∩ FE est discret. De plus, si FT est S1 alors FT ∩ FE est fini.

Definition 7. Un événement w ∈ W est dit discret si Ew ∩ Tw est discret, dense

si l’adhérence de Ew ∩ Tw dans Ew ou dans Tw est localement dense, en précisant

qu’il est dense ”en espace” ou ”en temps” dans le premier et second cas, ou sim-

plement dense si on a les deux situations. Il est exceptionnel si Adh (Ew ∩ Tw) est

un ensemble parfait d’intérieur vide.

Corollary 2. Les événements de l’univers W sont toujours discrets fini ou infini.

Definition 8. Un événement w est à temps cyclique si Tw = S1, non cyclique si

Tw = R.

Remark 4. Lorsque que l’on admet l’existence d’une structure analytique sur W,

cette structure est la structure analytique définie par Whitney à partir de la structure

lisse. Les feuilletages E et T deviennent analytiques.
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Theorem 4. Si tous les éléments, du groupe fondamental π1 (W) de W, sont finis

alors tous les événements w sont à temps non cycliques. Si w est à temps cyclique

alors la courbe fermée Tw définie une classe d’homotopie d’ordre infini dans π1 (W).

Proof. C’est le théorème de Haefliger [7]. �

Soit Σ une variété fermée de dimension 4 et W∞ une réunion disjointe finie
de sous-variétés fermées. La variété W = Σ r W∞ est la variété qui représente
notre univers. La variété W∞ est une réunion finie disjoints de variétés fermées de
dimension 0, 1, 2 ou 3. La dimension 0, permet de représenterW comme une variété
fermée privée de k points. Si k = 1, Σ est le compactifié d’Alexandroff de W. Pour
la dimension 1, on retire à Σ, un nombre fini k de lacets simples plongés dans Σ
deux à deux disjoints. Si la dimension est 2, on retire un nombre fini k de surfaces
fermées de genres g1, g2, · · · , gk. Dans le cas des sous-variétés de dimension 3, on
impose que cette variété ne scinde pas l’univers en plusieurs composantes connexes.
On note codimW∞, la plus petite codimension des composantes connexes de W∞.

Theorem 5. Si codimW∞ > 3, alors l’inclusion in : W → Σ induit un iso-

morphisme in∗ : π1 (W, w) → π1 (Σ, w) pour tout w ∈ W. Si codimW∞ = 2,
in∗ : π1 (W, w) → π1 (Σ, w) est surjectif pour tout w ∈ W.

Proof. La preuve est donnée dans [6]. �

On suppose l’existence d’un champ chronologique stable sur W, alors W est
une variété à deux feuilletages transversaux, notés T et E avec codim T = 3 et
codim E = 1. Il y a deux types de feuilles pour ces feuilletages, les feuilles F pour
lesquelles AdhΣ F = F qui sont les feuilles compactes et les feuilles pour lesquelles
AdhΣ F 6= F . On se place dans la situation où W∞ = {∞1,∞2, · · · ,∞k} alors
AdhΣ F = F ∪ {∞j , j ∈ J} = FJ où J est un sous-ensemble de {1, 2, · · · , k}. Les
événements à l’infini∞1,∞2, · · · ,∞k sont les points de contact des feuilles à l’infini.
On note pour tout J ∈ P ({1, 2, · · · , k}),

WJ = ∪AdhΣ F=FJ
F.

La famille {WJ : J ∈ P ({1, 2, · · · , k})} forment une partition de l’univers W.
Si le système de Pfaff τ : w → τ (w) = Ew, est prolongeable à l’infini, c’est-à-dire,
si limw→∞j

τ (w) = Ej alors toute feuille FE telle que

Adh ΣFE = FE ∪ {∞j , j ∈ J} = FE,J ,

est une sous-variété et T∞j
FE,J = Ej . On a pincé les feuilles-espace aux événements

à l’infini. On définit ainsi, un feuilletage pincé en un nombre fini de points. Si le
système de Pfaff ς : w → Tw est prolongeable à l’infini, c’est-à-dire, limw→∞j

ς (w) =
Tj alors toute feuille FT telle que

Adh ΣFT = FT ∪ {∞j , j ∈ J} = FT ,J

est une sous-variété homéomorphe à S1 ou à [0, 1] avec, T∞j
FT ,J = Tj. Les lacets

simples FT ,J se coupent tangentiellement en ∞j pour j ∈ J . Sans l’hypothèse de
prolongement par continuité à l’infini des systèmes de Pfaff, on a un théorème de
fibration de l’univers si les feuilles-espace sont compactes.

Remark 5. limw→∞j
ς (w) = Tj signifie qu’il existe des sections locales Xj

i dans

une carte de ∞j telles que Vect
{
Xj
i (w)

}
= ς (w) avec Tj = Vect

{
Xj
i (∞j)

}
.
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Theorem 6. Si W = WJ avec J = ∅ et W 6= Σ alors W est l’espace total d’un

fibré de base R. Si W est compacte, W est l’espace total d’un fibré de base S1.

Proof. C’est un théorème de [7], il suffit de remarquer que toutes les feuilles espace
sont compactes et que, sous cette hypothèse, W est l’espace total d’un fibré de base
S1 ou R suivant la compacité de W. �

Si ∞ ∈ AdhΣ FE , un chemin γ de Σ, tel que γ (0) = ∞ pour un événement à
l’infini ∞ ∈ W∞ et γ (t) ∈ FE pour t 6= 0, est un FE -chemin. On note T∞FE ,
l’ensemble des vecteurs γ′ (0), lorsque γ parcourt l’ensemble des FE -chemins. En
général, T∞FE n’est pas un sous-espace vectoriel de T∞Σ. C’est un cône de sommet
l’origine o∞ de T∞Σ. Ce n’est pas un cône de lumière en général, car il n’y a pas
de prolongement de la métrique de Lorentz aux points à l’infini. Dans le cas où
W∞ est formé de sous-variétés de dimension 0, 1 et 2 en nombre fini, on dit que le
feuilletage est stable à l’infini si pour ∞ ∈ V , où V est une composante connexe
de W∞, on a T∞FE = T∞V . Si V = {∞}, il n’y a plus d’espace en l’événement à
l’infini, si V = S1 alors l’espace est à une dimension au plus sur les lacets à l’infini.
Si V = Tg, une surface de genre g > 0, l’espace est de dimension au plus 2. A
l’extérieur des événements à l’infini, les feuilles-espace sont de dimension 3. Pour
le feuilletage temps, si V = {∞} il n’y a plus de temps à l’infini, si V = S1ou
Tg alors le temps est à une dimension au plus. On peut imaginer une structure
à l’infini ayant des sous-variétés de dimension n = 3 ou n = 4. Si n = 3, on
se restreint à la partie connexe de W, privée des sous-variétés de dimension 3 à
l’infini, où vit le champ chronologique de notre univers. Notre univers est l’intérieur
d’une variété compacte à bord, dont le bord est une variété à l’infini. Si n = 4,
notre univers est le bord à l’infini, d’un univers de dimension 5 qui peut être lui-
même le bord d’un univers de dimension 6 et ainsi de suite. On a une construction
en ”gigogne” d’une succession d’univers de dimensions supérieures. Lorsque l’on
impose que les sous-variétés fermées deW∞ sont de dimensions inférieures ou égales
à 2, cette construction en ”gigogne” reste vraie sans que l’on soit dans l’obligation
d’augmenter la dimension 4 des univers que l’on recolle par somme connexe sur les
différentes structures à l’infini.

3. Le temps associé aux champs chronologiques stables

Soit w un événement de l’univers W. On suppose l’existence d’un champ
chronologique stable T dans une carte de W de w. On peut feuilleter l’univers
en feuilles espace et en feuilles temps. La métrique g de l’univers W se décompose
sous la forme

g = gE − gT

où

gE (X,Y ) = g (XE , YE) et gT (X,Y ) = −λµg (T,T)

avec

X = XE + λT et Y = YE + µT.

On remarque que gE et gT ne sont pas des métriques sur W mais pour toutes
feuilles espace E et toutes feuilles chronologiques T , les restrictions

gE |E et gT |T
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sont des métriques riemanniennes sur E et T . Le temps relatif à l’événement w in-
duit par le champ chronologique stable T est défini par le paramétrage par longueur
d’arc de la feuille chronologique passant par w. Si

γ : ]−a, a[ → W, γ (t) = wt et w0 = w

est un paramétrage local par longueur d’arc de Tw alors t est la mesure du temps
relatif à l’événement w. La feuille espace Et = Ewt

est muni d’une métrique rie-
mannienne gt = gE |Et

, on peut définir l’application exponentielle pour chaque
événement w appartenant à Et

expw : U ⊂ TwEt → Et, expw (v) = δv (1)

où
δv : ]−1, 1[ → Et

est l’unique géodésique δv (0) = wt et δ′v (0) = v. Sur un voisinage ouvert U de
ow ∈ TwEt, expw est un difféomorphisme sur son image. L’espace des phases au
temps t pour l’événement w est défini par

Phw,t = Et × TwEt,
sur cet espace on définit l’élément de volume

dλw = dλt × d (expw)
−1
# λt

où dλt est l’élément de volume de Et défini par la métrique riemannienne gt et

d (expw)
−1
# λt est la mesure image de dλt par (expw)

−1
. Soit N événements

W = {wj : j = 1, 2, · · · , N}
de la feuille espace Et relatif à l’événement w, l’espace des phases ou espace de
Gibbs, est une sous variété de

PhW,t =

N∏

j=1

Phwj,t

dont l’élément de volume est

dµ = ⊗Nj=1dwj
λ.

Si on note dΩ la mesure de comptage des états des N événements dans l’élémént
de volume dµ alors

dΩ ∼ φ (W , t)dµ, (3.1)

φ (W , t) représente la densité d’état de la famille des événementsW pour l’événement
w au temps t. L’écriture 3.1 signifie que l’on identifie la mesure discrète dΩ à la
mesure continue φ (W , t) dµ.

Remark 6. Si la métrique gt sur Et est complète, les applications expw sont définies

sur TwEt, c’est le théorème d’Hadamard.

On peut généraliser ces notions de la façon suivante. Un état est la donnée
d’une section s d’un fibré de Banach ou de Hilbert de base l’univers W. Les états
possibles d’un événement w dans W sont de la forme s (w) ∈ E où E est l’espace
total du fibré d’état défini par

ζ = (E, π,W,F) , F = B ou F = H.

On suppose que si F = B, l’espace de banach B est munie d’une base de Schauder
inconditionnelle et l’univers W est muni d’une métrique Lorentzienne qui permet
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de définir une forme volume µ. La mesure d’état dans l’élément de volume dµ est
défini par dΩ = φdµ, φ est une C∞-application définie sur W, φ : W → R+qui
est la densité d’état. Intuitivement, soit {w1, · · · , wk}, le nombre d’états possibles
pour cette famille k événements est Nk, cette mesure de comptage est équivalente
à la mesure continue dΩ. En fait, φ est la dérivée de Radon-Nykodim de la mesure
dΩ par rapport à dµ. De façon plus générale, la mesure des états dΩ dans l’élément
de volume dµ est de la forme

dΩ = φdρ+ ν

où ν est une mesure étrangère à µ et φ représente la densité d’état. La densité
d’état permet de géométriser l’univers par chirurgie de Milnor-Smale. La mesure
étrangère ν donne la discrétisation de la mesure d’état dΩ.

4. Densité d’état et chirurgie de Milnor-Smale

On suppose que le compactifié d’Alexandroff de l’univers W, W ∪ {∞} est une
C∞-variété fermée. Dans cette situation, on dit que l’univers est stable à l’infini.
On peut généraliser cette notion de stabilité en prenant une compactification à
plusieurs points ou tout autre type de compactification décrite précédemment, on

note W̃ cette compactification. On se donne une fonction C∞, φ : W → R, qui
mesure un état physique de l’univers W, cette fonction peut être une densité d’état.

Definition 9. Deux événements p et q sont dans le même état si φ (p) = φ (q).
On dit que les événements sont dans le même présent pour la fonction d’état φ.
L’événement p est dans le passé de l’événement q et q est dans le futur de p si

φ (p) < φ (q) pour la fonction d’état φ.

Si s est une valeur régulière de l’état φ alors φ−1 (s) est une hypersurface de
W. Pour définir un événement de l’univers, il faut définir exactement 4 d’états
φ0, φ1, φ2, φ3, deux à deux transversaux, φi ⋔ φj et i 6= j. Si s0, s1, s2 et s3 sont

des valeurs régulières pour les états φ0, φ1, φ2, φ3 alors le sous-espace ∩iφ−1
i (si)

est une sous-variété de W de dimension 0, c’est-à-dire, une suite d’événements de
W sans point d’accumulation dans W, les points d’accumulation possibles sont
les événements à l’infini. L’événement w n’est pas entièrement localisé mais peut
se situer en chaque point de ∩iφ−1

i (si). C’est un ”principe d’incertitude de lo-

calisation” pour un événement décrit par 4 états transversaux deux à deux. On
peut approcher une fonction d’état par une fonction de Morse. Pour structurer cet
univers on fait l’hypothèse que la fonction d’état φ est une fonction de Morse surW.
Le théorème de densité de Milnor pour la C∞-topologie fine de Whitney permet
d’approcher toute fonction d’état par une fonction d’état de Morse. Pour une fonc-
tion d’état de Morse, si s est une valeur d’état non dégénérée, alors Ws = φ−1 (s)
est une sous-variété de dimension 3. Les tranches d’univers de ce type qui ne con-

tiennent pas d’événement à l’infini dans leur adhérence relativement à W̃, sont des
variétés fermées de dimension 3 dont chaque composante connexe peut être décrite
à l’aide des huit géométries de Thurston [18]. L’ensemble des événements critiques
est discret, ce sont les événements dont la valeur d’état est irrégulière. Si on note
W6s, le passé de Ws, c’est à dire, W6s = φ−1 (]−∞; s]), le présent est le bord du
passé, alors on peut reconstruire l’univers à l’aide des deux théorèmes suivants,

Theorem 7. Si [α, β] ne contient aucun état irrégulier alors la portion d’univers

φ−1 ([α, β]) est difféomorphe à Wα × [α, β]. Le passé détermine entièrement le

futur. En particulier, le présent Wα est difféomorphe au présent Wβ.
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Theorem 8. Si p est un événement critique d’indice λ, et s’il existe une petite

variation ε > 0 d’état pour laquelle W6φ(p)+εrW6φ(p)−ε ne contient que p comme

événement critique, alors W6φ(p)+ε est obtenue par chirurgie de type (λ, n− λ) à

partir du passé W6φ(p)−ε.

Proof. C’est le théorème de chirurgie de Milnor-Smale [14] et [15]. �

5. La quantification des fibrés d’état de l’univers

Soit
ζ = (E, π,W,H)

un fibré d’état de l’univers W, c’est-à-dire, un fibré de fibre un espace de Hilbert
H réel ou complexe. On note ⊗nζ, le produit tensoriel d’ordre n de ζ et

⊗0ζ = (W ×K, π1,W,K) , K = R ou K = C

le fibré trivial de fibreK. On note Sn (ζ), le symétrisé de⊗nζ etAn (ζ), l’antisymétrisé
de ⊗nζ. L’espace de Bose-Fock de ζ est la somme de Whitney infinie et complète
des symétrisés Sn (ζ)

F+ (ζ) = (∪w∈WEw (F+ (ζ)) , π,W,F+ (H))

c’est-à-dire, pour chaque w ∈ W,

F+ (ζ) (w) =

{
u =

{
u(n)

}∞

n=0
: u(n) ∈ Sn (Ew (ζ)) ,

∞∑

n=0

∥∥∥u(n)
∥∥∥
2

w
<∞

}

Sn (Ew (ζ)) est le symétrisé d’ordre n de la fibre Ew (ζ) munit du produit scalaire
induit par le produit scalaire de Ew (ζ), noté 〈• | •〉ζ,w, et l’espace de Fermi-Fock

est la somme de Whitney infinie et complète des antisymétrisés An (ζ)

F− (ζ) = (∪w∈WEw (F− (ζ)) , π,W,F− (H)) .

Les espaces de Bose-Fock et de Fermi-Fock ont une structure de fibré d’état sur
W. L’espace de Bose-Fermi-Fock d’une paire de fibrés d’états (ζ, ξ) est défini par
le produit tensoriel des fibrés F+ (ζ) et F− (ξ)

F (ζ, ξ) = F+ (ζ)⊗F− (ξ) ,

c’est le fibré de Bose-Fermi-Fock associé à la paire (ζ, ξ) des fibrés d’état de l’univers
W. Si on prend n sections s1, · · · , sn, le symétrisé s’écrit

Sn (s1 ⊗ · · · ⊗ sn) =
1

n!

∑

σ∈Perm{1,··· ,n}

sσ(1) ⊗ · · · ⊗ sσ(n)

et l’antisymétrisé s’écrit

An (s1 ⊗ · · · ⊗ sn) =
1

n!

∑

σ∈Perm{1,··· ,n}

ε (σ) sσ(1) ⊗ · · · ⊗ sσ(n),

Sn (s1 ⊗ · · · ⊗ sn) est une section de Sn (ζ) et An (s1 ⊗ · · · ⊗ sn) est une section de
An (ζ). Le fibré ⊗nζ a pour fibre ⊗nH, il est muni d’une structure de Hilbert
canonique induite par H et chaque fibre est donnée par

Ew (⊗nζ) = ⊗nEw (ζ)

et est munie de la structure de Hilbert induite. On note C (ζ, ξ), l’ensemble des
applications L

w → L (w) : Ew (ζ) → Ew (ξ) ,
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telles que, pour chaque w ∈ W, L (w) est un opérateur de Ew (ζ) dans Ew (ξ) est
densément défini et fermé. Le domaine de L est défini par

dom(L) = {dom(L (w)) : w ∈ W} ,
il est formé de l’ensemble de tous les domaines des opérateurs

L (w) : Ew (ζ) → Ew (ξ) ,

et l’application L est C∞ dans le sens suivant, pour chaque section s ∈ S (ζ)
vérifiant s (w) ∈ dom(L (w)) pour tout w ∈ W, l’application

w → L (w) (s (w)) = L⊗ s (w)

est une section de S (ξ). Les sections telles que s (w) ∈ dom (L (w)) pour tout
w ∈ W, forment un sous-ensemble des sections de S (ζ), noté

dom
(
L̃
)
= {s ∈ S (ζ) : s (w) ∈ dom(L (w)) , ∀w ∈ W} ,

où l’application L̃ est définie par

L̃ : dom
(
L̃
)
⊂ S (ζ) → S (ξ) , L̃ (s) = L⊗ s.

Definition 10. Si L est densément défini l’adjoint de L ∈ Hom(ζ, ξ) est l’opérateur
L∗ ∈ Hom(ξ, ζ) qui vérifie

〈L∗ ⊗ s | t〉ζ = 〈s | L⊗ t〉ξ
pour toute section s ∈ dom

(
L̃∗
)
et t ∈ dom

(
L̃
)
. On a pour tout w ∈ W,

〈L∗ (w) s (w) | t (w)〉w,ζ = 〈s (w) | L (w) t (w)〉w,ξ .

L’espace dom
(
L̃∗
)
est formé des sections s ∈ S (ξ) pour lesquelles il existe une

section τ ∈ S (ζ) telle que

〈τ | t〉ζ = 〈s | L⊗ t〉ξ
pour tout t ∈ dom

(
L̃
)
. Si L est densément défini τ est unique et on pose L∗⊗s = τ .

Remark 7. L’opérateur adjoint associé à L est entiérement défini par

〈L∗ (w) (v) | u〉ζ,w = 〈v | L (w) (u)〉ξ,w , ∀u ∈ Ew (ζ) , ∀v ∈ Ew (ξ) et ∀w ∈ W.

Proposition 4. Si L est fermé et densément défini alors L∗ est fermé et densément

défini. Dans ce cas L∗∗ = L.

Proof. On peut consulter [12] pour une preuve sur chaque fibre du fibré. �

Pour un opérateur L ∈ Hom(ζ), on pose

Im (L) = {Im (L (w)) : w ∈ W}
l’ensemble des images de L,

Ker (L) = {Ker (L (w)) : w ∈ W}
est l’ensemble des noyaux de L. Les sous-ensembles de C,

ρ (L) = {ρ (L (w)) : w ∈ W}
forment la résolvante de L, elle est formée des sous-ensembles ρ (L (w)) définis par

ρ (L (w)) = {λ ∈ C : L (w) est injective, Im (L (w)) est dense et L (w)− λIdw est borné}
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où IdEw(ζ) est l’application identique sur la fibre Ew (ζ) et Idζ est l’application
définie sur ζ par Idζ (w) = IdEw(ζ). On note

σ (L) = {σ (L (w)) : w ∈ W}
l’ensemble des spectres σ (L (w)) = Cr ρ (L (w)) et

σp (L) = {σp (L (w)) : w ∈ W}
où σp (L (w)) est l’ensemble des valeurs propres de L (w).

Definition 11. Une fonction φ ∈ C∞ (W,C) est propre pour L si φ (w)∈σp (L (w)),
φ est une résolvante de L si φ (w) ∈ ρ (L (w)) pour tout w ∈ W. La fonction φ est

spectrale si φ (w) ∈ σ (L (w)).

Proposition 5. Si L est densément défini alors kerL∗ = Im (L)
⊥
, c’est-à-dire,

pour tout w ∈ W

kerL∗ (w) = Im (L (w))
⊥

l’orthogonalité est définie dans l’espace de Hilbert Ew (ξ).
Si L ∈ C (ζ, ξ) alors l’opérateur de Idζ+L∗L de Hom(ζ) est un opérateur injectif,

ker (Idζ + L∗L) = (W × o, π1,W, o)

et

Im (Idζ + L∗L) = ζ,

cela signifie que

ker
(
IdEw(ζ) + L (w)

∗
L (w)

)
= {ow}

et

Im
(
IdEw(ζ) + L (w)

∗
L (w)

)
= Ew (ζ) .

L’opérateur (Idζ + L∗L)
−1

est positif et L∗L est autoadjoint avec σ (L∗L) ⊂ R+,

c’est-à-dire, σ
(
L (w)

∗
L (w)

)
⊂ R+ pour tout w ∈ W.

On travaille dorénavant sur les sections des fibrés considérés précédemment.
Chaque section s de F+ (ζ) s’écrit

s =
{
s(n)

}
,

où s(n) est une section de Sn (ζ) que l’on peut identifier à une section de F+ (ζ)
{
o, · · · , o, s(n), o, · · ·

}
.

La section vide de l’espace de Bose-Fock est la section constante 1+ définie par

1+ = {1,o,o, · · · }
qui vérifie,

1+ (w) = {1, ow, ow, · · · } ∈ Ew (F+ (ζ)) .

Pour chaque section s de S (ζ), il existe un unique opérateur linéaire a (s)
densément défini et fermé sur F+ (ζ), non borné, appelé annulateur de Bose, son
adjoint est l’opérateur a (s)∗. Il vérifie les propriétés

(
a (s)

∗ ⊗ t
)(0)

= o,

(
a (s)

∗ ⊗ t
)(n)

=
√
nSn

(
s⊗ t(n−1)

)
pour tout n > 1 et t ∈dom

(
ã (s)

∗

)
(5.1)
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pour chaque u ∈ Ew (ζ), l’opérateur a (u) a pour adjoint a (u)
∗
qui s’écrit

a (u)
∗
({

v(n)
})

=

{
o,
{√

nSn
(
u⊗ v(n−1)

)}
n>1

}

où Sn
(
u⊗ v(n−1)

)
est le symétrisé de u⊗v(n−1) pour tout

{
v(n−1)

}
∈ Ew (F+ (ζ))

[1], [2] et [16]. L’opérateur a (s)∗ est défini en prenant pour chaque w ∈ W, l’adjoint
de l’opérateur

a (s) (w) : Ew (F+ (ζ)) → Ew (F+ (ζ)) ,

sur chaque fibre Ew (F+ (ζ)). On a

a (s)⊗ 1+ = o pour toute section s ∈ S (ξ) ,

où o (w) = (0, ow, ow, · · · ). Pour chaque section s de S (ξ), il existe un unique
opérateur linéaire b (s) sur F− (ξ) appelé annulateur de Fermi tel que

dom (b (s)) = F− (ξ) et ‖b (s) (w)‖ = ‖s (w)‖w pour tout w ∈ W,

l’adjoint b (s)
∗
vérifie

(
b (s)

∗ ⊗ t
)(0)

= o et
(
b (s)

∗ ⊗ t
)(n)

=
√
nAn

(
s⊗ t(n−1)

)
, n > 1 et t ∈ F− (ξ) ,

An

(
s⊗ t(n−1)

)
est l’antisymétrisé d’ordre n de s⊗t(n−1). Pour chaque u ∈ Ew (ξ),

l’opérateur b (u) a pour adjoint b (u)∗ qui vérifie

b (u)
∗
({

v(n)
})

=

{
0,
{√

nAn

(
u⊗ v(n−1)

)}
n>1

}
,
{
v(n)

}
∈ Ew (F− (ξ)) .

Proposition 6. Pour toutes sections s ∈ S (ξ) et t ∈ S (ξ)
[
b (s) , b (t)

∗]
= 〈s | t〉 Idξ,

{b (s) , b (t)} = o

En particulier,

b (s)
2
= o, s ∈ S (ξ) .

Proof. On peut consulter [20] pour une preuve. �

La section vide de l’espace de Fermi-Fock est la section constante 1− définie par

1− = {1,o,o, · · · } ,

1− (w) = {1, ow, ow, · · · } ∈ Ew (F− (ξ)) , ∀w ∈ W

cette section vide vérifie

b (s)⊗ 1− = o pour toute section s ∈ S (ξ) .

On introduit un opérateur différentiel extérieur sur les fibrés des états de la façon
suivante. Soit L ∈ C (ζ, ξ), on pose

D∞
L = Vect

{
a (s1)

∗ · · · a (sn)1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tp)∗ 1− : sj ∈ C∞ (L∗L) et tk ∈ C∞ (LL∗)

}

où

C∞ (T ) = ∩∞
n=1 dom

(
T̃ n
)

pour T ∈ Hom(ζ) ou T ∈ Hom(ξ) .
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Proposition 7. Il existe un unique opérateur linéaire dL, densément défini et

fermé sur F (ζ, ξ) tel que

D∞
L ⊂ dom(dL) et D∞

L est un coeur de dL,

pour chaque section s ∈ D∞
L de la forme

s = a (s1)
∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−

alors

dLs = o pour n = 0

dLs =

n∑

j=1

a (s1)
∗ · · · â (sj)∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (L⊗ sj)

∗
b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−,

dL laisse invariant D∞
L .

De plus,

D∞
L ⊂ dom(d∗L)

et

d∗Ls =

p∑

k=1

(−1)k−1 a (L∗ ⊗ uk)
∗ a (s1)

∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tk)∗ · · · b (tp)∗ 1−

pour tout s = a (s1)
∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−. Dans le cas p = 0, on a

d∗Ls = o,

en particulier, d∗L laisse invariant D∞
L .

dom
(
d2L
)
= dom (dL) et pour tout s ∈dom(dL) , d

2
Ls = o.

Si T est un opérateur linéaire borné de Hom(ζ, ξ) avec dom (T ) = S (ζ) alors

pour tout s ∈ D∞
L et α, β ∈ C∞ (W,C),

αdLs+ βdT s = dαL+βT s.

Proof. Il suffit de vérifier que la propriété est vraie sur chaque fibre des fibrés
considérés. La démonstration sur une fibre du fibré est donnée dans [2], [16] et
[17]. �

Definition 12. L’opérateur de Dirac sur F (ζ, ξ) est défini par

QL = dL + d∗L

avec dom (QL) = dom (dL) ∩ dom(d∗L). L’opérateur de Laplace-Beltrami sur de

F (ζ, ξ) est
∆L = dLd

∗
L + d∗LdL.

Remark 8. Les opérateurs de Dirac et Laplace-Beltrami sur l’espace de Bose-

Fermi-Fock opèrent sur l’espace des sections du fibré.

Pour un opérateur autoadjoint T de Hom (ζ), c’est-à-dire, un opérateur pour
lequel pour tout w ∈ W

T (w) : Ew (ζ) → Ew (ζ)

est autoadjoint pour la structure d’espace de Hilbert, on pose

T̂ (n) : ⊗nζ → ⊗nζ
défini par

T̂ (0) = o
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est l’opérateur identiquement nul et

T̂ (n) =
n∑

j=1

Idζ ⊗ · · · ⊗ Idζ ⊗ T ⊗ Idζ ⊗ . . .⊗ Idζ , n > 1

où T se trouve à la j-ième place. La seconde quantification de T sur F (ζ) est
définie sur les sections du fibré F (ζ) par

T̂ = ⊕∞
n=0T̂

(n), T̂
({
s(n)

})
=
{
T̂ (n)

(
s(n)

)}
,

où, si
s(n) = s1 ⊗ s2 ⊗ · · · ⊗ sn

alors

T̂ (n)
(
s(n)

)
=

n∑

j=1

s1 ⊗ · · · ⊗ T (sj)⊗ · · · ⊗ sn,

T̂ est un opérateur autoadjoint, il suit que pour tout w ∈ W, 0 ∈ σp

(
T̂ (w)

)
,

1 (w) ∈ ker
(
T̂ (w)

)
. La fonction constante identiquement nulle est une fonction

propre de T̂ . On pose

T̂+ = T̂ |F+(ζ) et T̂− = T̂ |F−(ζ) ,

ces opérateurs sont autoadjoints et la fonction identiquement nulle est propre pour

T̂+ et T̂− car 1± (w) ∈ ker
(
T̂± (w)

)
.

Proposition 8. La seconde quantification de T est stable sur les sections de F+ (ζ)
et F− (ζ).

Proof. On a

T̂ (n)
(
s(n)σ

)
=

n∑

j=1

sσ(1) ⊗ · · · ⊗ T
(
sσ(σ−1(j))

)
⊗ · · · ⊗ sσ(n)

=

n∑

k=1

sσ(1) ⊗ · · · ⊗ T
(
sσ(k)

)
⊗ · · · ⊗ sσ(n) = T̂ (n)

(
s(n)

)
σ
,

et

T̂ (n)
(
Sn
(
s(n)

))
=

1

n!

∑

σ

T̂ (n)
(
s(n)σ

)
=

1

n!

∑

σ

T̂ (n)
(
s(n)

)
σ
= Sn

(
T̂ (n)

(
s(n)

))
,

T̂ (n)
(
An

(
s(n)

))
=

1

n!

∑

σ

ε (σ) T̂ (n)
(
s(n)σ

)
=

1

n!

∑

σ

ε (σ) T̂ (n)
(
s(n)

)
σ

= An

(
T̂ (n)

(
s(n)

))
.

�

On pose
F+1 (ζ, ξ) = ⊕∞

p=0F+ (ζ)⊗A2p (ζ)

et
F−1 (ζ, ξ) = ⊕∞

p=0F+ (ζ)⊗A2p+1 (ζ) ,

les sous-fibrés de F (ζ, ξ) qui donnent la décomposition orthogonale

F (ζ, ξ) = F+1 (ζ, ξ)⊕F−1 (ζ, ξ) ,
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si on note π+ et π− les projections orthogonales sur respectivement F+1 (ζ, ξ) et
F−1 (ζ, ξ), l’opérateur Γ de F (ζ, ξ) est défini par

Γ = π+ − π−

cet opérateur a pour fonctions propres les fonctions constantes −1 et +1 et vérifie

Γ2 = IdF(ζ,ξ).

Remark 9. L’opérateur nombre sur F− (ξ) est défini par N = Îdξ−, en utilisant

la notation de [2], on peut écrire

Γ = IdF+(ζ) ⊗ (−1)N .

Soit l’opérateur

L = L̂∗L+ ⊗ IdF−(ξ) ⊕ IdF+(ζ) ⊗ L̂L∗
−,

c’est un opérateur de F (ζ, ξ) qui est positif et autoadjoint, la fonction identique-
ment nulle sur W est une fonction propre de L car

1 = 1+ ⊗ 1− ∈ ker (L) .
Theorem 9. L’opérateur QL est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur

chaque coeur de L. En particulier, QL est essentiellement autoadjoint sur D∞
L .

L’opérateur Γ laisse invariant dom(QL) et

{Γ, QL} = ΓQL +QLΓ = oF(ζ,ξ)

sur dom(QL). On a l’égalité entre les opérateurs

∆L = L = Q2
L.

Proof. Il suffit de vérifier le résultat sur chaque fibre du fibré F (ζ, ξ). Sur les fibres,
on peut consulter [2], [16] et [17]. �

Definition 13. Le quadruplet

{F (ζ, ξ) , QL,L,Γ}
est appelée quantification supersymétrique du triplet (ζ, L, ξ).

Dans ce qui suit, on suppose que l’opérateur L ∈ C (ζ, ξ) et L∗ ∈ C (ξ, ζ) ont
pour fonction propre la fonction identiquement nulle, c’est-à-dire, que

kerL = (∪w∈W kerL (w) , π,W) et kerL∗ = (∪w∈W kerL∗ (w) , π,W)

sont des sous-fibrés de ζ et ξ, on pose

nulL = dim (kerL) .

Theorem 10. Si kerL et kerL∗ sont des sous-fibrés de, respectivement ζ et ξ,
alors kerQL et kerL sont des sous-fibrés de F (ζ, ξ) et

kerQL = kerL = ⊕∞
n,p=0 [Sn (kerL)⊗Ap (kerL

∗)] .

On a, si

nulL = 0 et nulL∗ <∞ alors nulQL = 2nulL
∗

<∞,

si

nulL = 0 et nulL∗ = ∞ alors nulQL = ∞
et si

nulL > 1 alors nulQL = ∞.
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Proof. On vérifie que si kerL et kerL∗ sont des sous-fibrés de ζ et ξ alors kerQL
et kerL sont des sous-fibrés de F (ζ, ξ) en remarquant que la propriété

kerQL (w) = ker L̂ (w) = ⊕∞
n,p=0 [Sn (ker (L (w)))⊗Ap (ker (L

∗ (w)))] (5.2)

est vraie pour tout w ∈ W. Ensuite, on peut écrire, puisque kerL et kerL∗ sont
des fibrés

kerQL = kerL = ⊕∞
n,p=0 [Sn (kerL)⊗Ap (kerL

∗)] .

La relation 5.2 a été démontrée dans [1]. �

On s’intéresse, dorénavant, aux espaces de Hilbert

H = L2 (Γ (ζ) , µ) et K = L2 (Γ (ξ) , µ)

où µ est une forme volume sur W. La forme volume sera en général, la forme
induite par la métrique de Lorentz g de l’univers W, les résultats sont vrais pour
toutes les mesures sur W. Les produits scalaires associés, à cette mesure µ, sont

〈s | t〉
H

=

∫

W

〈s | t〉µ

pour toutes sections s et t de H et

〈s | t〉
K, =

∫

W

〈s | t〉µ

pour toutes sections s et t de K. Pour un opérateur

L ∈ Hom(ζ, ξ)

on définit l’opérateur

L̃ : dom
(
L̃
)
⊂ H → K, L̃ (s) = L⊗ s

avec

dom
(
L̃
)
= {s ∈ H : L⊗ s ∈ K} et L⊗ s (w) = L (w) s (w) .

On suppose que L̃ est un opérateur densément défini et fermé. On pose

D∞
L̃

= Vect
{
a (s1)

∗ · · · a (sn)1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tp)∗ 1− : sj ∈ C∞

(
L̃∗L̃

)
et tk ∈ C∞

(
L̃L̃∗

) }

où
C∞ (T ) = ∩∞

n=1 dom (T n)

pour un opérateur T de H ou de K.

Proposition 9. Il existe un unique opérateur linéaire dL̃, densément défini et

fermé sur F (H,K) tel que

D∞
L̃

⊂ dom
(
dL̃
)
et D∞

L̃
est un coeur de dL̃,

pour chaque section s ∈ D∞
L̃

de la forme

s = a (s1)
∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−

alors

dL̃s = o pour n = 0

dL̃s =

n∑

j=1

a (s1)
∗ · · · â (sj)∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b

(
L̃sj

)∗
b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−,

dL̃ laisse invariant D∞
L̃
.
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De plus,

D∞
L̃

⊂ dom
(
d∗
L̃

)

et

d∗
L̃
s =

p∑

k=1

(−1)
k−1

a
(
L̃∗uk

)∗
a (s1)

∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tk)∗ · · · b (tp)∗ 1−

pour tout s = a (s1)
∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−. Dans le cas p = 0, d∗
L̃
s =

o, en particulier, d∗
L̃
laisse invariant D∞

L̃
.

dom
(
d2
L̃

)
= dom

(
dL̃
)
et pour tout s ∈dom

(
dL̃
)
, d2

L̃
s = o.

Si T est un opérateur de Hom(ζ, ξ) tel que T̃ est borné et dom
(
T̃
)
= H alors

pour tout s ∈ D∞
L̃

et α, β ∈ C,

αdL̃s+ βdT̃ s = dαL̃+βT̃ s.

Proof. La preuve est donnée dans [2]. �

On peut définir l’opérateur de Dirac

QL̃ = dL̃ + d∗
L̃

de domaine

domQL̃ = dom dL̃ ∩ dom d∗
L̃
,

et l’opérateur de Laplace-Beltrami

∆L̃ = d∗
L̃
dL̃ + dL̃d

∗
L̃

sur F (H,K). La seconde quantification de T sur F (H), T̂ = ⊕∞
n=0T̂

(n) est un

opérateur autoadjoint, 0 ∈ σp

(
T̂
)
, 1 ∈ ker

(
T̂
)
et donc T̂ a pour propre 0. On

pose

T̂+ = T̂ |F+(H) et T̂− = T̂ |F−(H) ,

ces opérateurs sont autoadjoints et 0 est une valeur propre pour T̂+ et T̂− car

1± ∈ ker
(
T̂±

)
. L’opérateur Γ = π+ − π− de F (H,K) il a pour valeurs propres,

les fonctions constantes +1 et −1, où π+ et π− sont les projections sur

F+1 (H,K) = ⊕∞
p=0F+ (H)⊗A2p (K)

et

F−1 (H,K) = ⊕∞
p=0F+ (H)⊗A2p+1 (K) .

Soit l’opérateur

L =
̂̃
L∗L̃+ ⊗ IF−(K) + IF+(H) ⊗ ̂̃

LL̃∗
−,

c’est un opérateur de F (H,K) qui est positif et autoadjoint, 0 est une valeur propre
de L car

1 = 1+ ⊗ 1− ∈ ker
(
L
)
.
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Theorem 11. L’opérateur QL̃ est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur

chaque coeur de L. En particulier, QL̃ est essentiellement autoadjoint sur D∞
L̃
.

L’opérateur Γ laisse invariant dom
(
QL̃
)
et

{
Γ, QL̃

}
= ΓQL̃ +QL̃Γ = oF(H,K)

sur dom
(
QL̃
)
. On a l’égalité entre les opérateurs

∆L̃ = L = Q2
L̃
.

Proof. La preuve est dans [2], [16] et [17]. �

Definition 14. Le quadruplet
{
F (H,K) , QL̃,L,Γ

}

est appelée µ-quantification supersymétrique du triplet (ζ, L, ξ).

Soit le fibré ξ sur W, d’espace total

E (ξ) = Λ1W ⊗ E (ζ) ,

où ζ est un fibré d’état de l’univers W muni d’une connexion de Koszul ∇. On
suppose l’existence sur ce fibré ξ, d’une structure de fibré d’état ayant la propriété
suivante,

∇ : H → K

soit un opérateur fermé, densément défini, de domaine dom (∇) ⊂ H à valeurs dans
K avec

H = L2 (Γ (ζ) , µ) et K = L2
(
Γ
(
Λ1W ⊗ ζ

)
, ν
)
,

avec

〈s, t〉
H

=

∫

W

〈s, t〉µ et 〈d⊗ s, δ ⊗ t〉
H

=

∫

W

〈d⊗ s, δ ⊗ t〉µ

〈s, t〉 (w) = 〈s (w) , t (w)〉ζ,w et d⊗ s (w) = d (w) (s (w)) s (w)

où 〈s (w) , t (w)〉ζ,w est le produit hilbertien sur chaque fibre Ew (ζ) et µ est une
forme volume sur W. Sous ces hypothèses, on peut définir l’opérateur de Dirac

Q∇ = d∇ + d∗∇

de domaine
domQ∇ = dom d∇ ∩ dom d∗∇,

et l’opérateur de Laplace-Beltrami

∆∇ = d∗∇d∇ + d∇d
∗
∇

sur F (H,K). On a, si on pose

∇̃ = ∇̂∗∇+ ⊗ IdF−(K) + IdF+(H) ⊗ ∇̂∇∗
−

{
F (H,K) , Q∇, ∇̃,Γ

}

est la µ-quantification de la connexion de Koszul ∇ et

∆∇ = ∇̃ = Q2
∇.

Definition 15. Une connexion de Koszul ∇ est une connexion de Lorentz si il existe

une métrique de Lorentz g pour laquelle ∇ est un opérateur fermé et densément

défini pour la forme volume µg induite par g.

Theorem 12. Une connexion de Lorentz est µg-quantifiable.
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6. Les graphes quantiques

La représentation quantique de l’univers, que je propose, est basée sur le concept
d’univers observable. On ne peut observer l’univers qu’en ses irrégularités. Pour
notre représentation, une ligne de l’univers W est une sous-variété topologique L
de dimension 1 pour laquelle il existe une sous-suite d’événements {wn} ⊂ L telle
que chaque composante connexe de Lr {wn} soit une C∞-sous-variété ouverte de
dimension 1. Chaque événement wn est un noeud et {wn} est la partie observable
de L. La masse, dans notre représentation, est une fonction du dégré d’irrégularité
aux noeuds. On mesure l’irrégularité des noeuds en utilisant la notion de dérivée
fractionnaire. Soit ϕ une carte locale en un noeud w de L,

ϕ : R → L, ϕ (0) = w

ϕ est un homéomorphisme de R sur ϕ (R) ⊂ L r {wn : wn 6= w}. On note φ une
carte W de l’univers W en w,

φ :W → R4, φ (w) = o et φ = (φ0, φ1, φ2, φ3)

si φj ◦ ϕ a une dérivée fractionnaire d’ordre αj ∈ ]0, 1[ en w, le dégré d’irrégularité
de L en w est

α = inf {αj} .
Cette définition est indépendante du paramétrage ϕ de L en w et de la carte

choisie φ.

Definition 16. Si ψ est une fonction continue sur [a, b], l’intégrale de Riemann-

Liouville au point x ∈ [a, b] est définie par

Ia (ψ, α) (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

(x− t)
α−1

ψ (t) dt.

On rappelle que

Γ (α) =

∫ +∞

0

tα−1e−tdt = L
(
tα−1u (t)

)
(1)

où L est l’opérateur de Laplace. La dérivée de Riemann-Liouville

Dα (ψ, a) (x) =
d

dx
(Ia (ψ, 1− α)) (x) =

1

Γ (α)

d

dx

(∫ x

a

ψ (t)

(x− t)
α dt

)

et α 6 1. La dérivée fractionnaire locale à droite et à gauche de f en y ∈ [a, b] est,
respectivement,

dα−ψ (y) = lim
x→y−

Dα (ψ − ψ (y) , y) (x)

et

dα+ψ (y) = lim
x→y+

Dα (ψ − ψ (y) , y) (x) .

Proposition 10. Si ψ est différentiable en y, limα→1 d
α
±ψ (y) = ψ′ (y).

Pour toute constante C ∈ R, dα± (C) = 0.

Theorem 13. Soit ψ une fonction continue sur [a, b], α 6 1

dα±ψ (y) = Γ (1 + α) lim
x→y±

± (ψ (y)− ψ (x))

(± (y − x))
α .
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En particulier, ψ est α-dérivable en y ∈ ]a, b[ si les dérivées fractionnaires, à gauche

et à droite de y, sont égales et

dα±ψ (y) = Γ (1 + α)ψ(α) (y) .

Proof. On peut consulter [3] pour une preuve. �

On a

dα+f (y) =
1

Γ (1− α)
lim
x→y+

d

dx

(∫ x

y

f (t)− f (y)

(x− t)
α dt

)

et

dα−f (y) =
1

Γ (1− α)
lim
x→y−

d

dx

(∫ y

x

f (y)− f (t)

(t− x)
α dt

)
.

Plus la masse est petite, plus la courbe est irrégulière et on peut définir la masse
aux noeuds comme une fonction croissante de l’ordre d’irrégularité en ce noeud.
On peut donc commencer la construction du graphe quantique par ses sommets qui
sont les noeuds des lignes d’univers. Pour définir les arêtes du graphe quantique,
on peut imaginer ses arêtes comme des géodésiques de la métrique de Lorentz.
Pour deux noeuds très éloignés, il faut imposer le principe de moindre action en
définissant les géodésiques de l’univers d’énergie minimale. On est donc amené à
définir l’intégrale de Feynman et la transformée de Fourier par fibre.

Definition 17. Soit λ une mesure sur un espace vectoriel X qui est d’Hausdorff et

localement convexe, de dual X∗, alors la transformée de Fourier de λ est la fonction

complexe définie sur X∗ par

Fλ (x∗) =
∫

X

exp (−i 〈x∗, x〉) dλ (x) ,

où x ∈ X, x∗ ∈ X∗ et

〈x∗, x〉 = x∗ (x) .

Soit

L : X → Y

une application linéaire continue entre deux espaces vectoriels topologiques locale-
ment convexes et d’Hausdorff. Pour la transposée de L notée L∗, on peut écrire

〈L∗ (y∗) , x〉 = 〈y∗, L (x)〉 , y∗ ∈ Y ∗, x ∈ X

et

L∗ (y∗) = y∗ ◦ L,
notons λL, l’image de la mesure λ par l’application linéaire L,

λL (B) = λ
(
L−1 (B)

)
, B ⊂ Y

alors

FλL = Fλ ◦ L∗,

en particulier, pour une forme linéaire continue L sur X ,

L : X → R

on a si

τ = 〈L, x〉 = L (x)

FλL (1R) = Fλ ◦ L∗ (1R) = Fλ (L) =
∫

R

exp (−iτ) dλL (τ) ,
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1R est l’application identique de R. Pour tout sous-espace fermé V de codimension
finie, si

πV : X → X/V

est la projection canonique sur l’espace quotient X/V , π∗
V est un isomorphisme de

(X/V )
∗
sur

V o = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉 = 0, ∀x ∈ V }
et pour y∗ ∈ (X/V )

∗

FλπV
(y∗) =

∫

X/V

exp (−i 〈y∗, y〉) dλπV
(y) = Fλ ◦ π∗

V (y∗)

= Fλ (x∗) , x∗ ∈ V o ⊂ X∗.

On note F (X), l’ensemble des sous-espaces vectoriels fermés V de X tels que

codimV < +∞,

alors

X∗ = ∪V ∈F(X)V
o

ce qui permet de définir la transformée de Fourier par une famille de transformées
de Fourier sur des espaces vectoriels de dimension finie.

Definition 18. Une pseudo-mesure µ sur X est une famille {µV }V ∈F(X) telle

que, µV soient des mesures σ-additives sur X/V qui satisfont à la condition de

compatibilité suivante. Si W ⊂ V , µV est la mesure image de µW par l’application

πVW
µV (B) = µW (A) , A = π−1

VW (B)

où πWV est la projection canonique

πVW : X/W → X/V

vérifiant

πV = πVW ◦ πW .

Si la famille {µV }V ∈F(X) est une famille de mesure finies telles que

µV (X/V ) = µ (X) ,

ne dépend pas de V , on dit que la pseudo-mesure est finie de masse µ (X).

La transformée de Fourier d’une pseudo-mesure µ est définie par

Fµ (x∗) = FµV ◦ (π∗
V )

−1 (x∗) , ∀x∗ ∈ V o.

Lemma 3. Si x∗ ∈ V o ∩W o alors

Fµ (x∗) = FµV ◦ (π∗
V )

−1 (x∗) = FµW ◦ (π∗
W )−1 (x∗) ,

donc, Fµ est bien définie et on a

Fµ (x∗) =
∫

X/V

exp (−i 〈x∗, x〉) dµV (x) =

∫

R

exp (−it)dµVx∗ (t) .

pour tout x∗ ∈ V o.

Proof. La preuve est dans [10]. �
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Theorem 14. Si Q est une forme quadratique positive sur X∗, il existe une unique

pseudo-mesure finie µ sur X telle que

Fµ (x∗) = exp

(
− i

2
Q (x∗)

)
, ∀x∗ ∈ X∗.

Proof. Cette preuve est développée dans [4]. �

Soit C l’espace vectoriel des chemins

γ : T = [t0, t1] → R

tels que
γ (t0) = γ (t1) = 0,

C est un espace vectoriel d’Hausdorff et localement connexe pour la norme uniforme.
Le dual de C, noté M, est l’espace vectoriel des mesures bornées sur T . L’intégrale
de chemin de Feynman [5] d’une particule de masse m, à un degré de liberté,
évoluant dans un potentiel V , est donnée par

∫

C

exp

(
i

~

∫ t1

t0

V (γ (t)) dt

)
dw
(√
mγ
)
,

où w est une pseudo-mesure dont la transformée de Fourier est

Fw (µ) = exp

(
− i

2
W (µ)

)
= exp

(
− i

2

∫

T×T

inf (t, s) dµ (t) dµ (s)

)

pour toute mesure µ ∈ M [10]. Le propagateur K ((x1, t1) , (x0, t0)) permet de
déterminer l’amplitude de probabilité de trouver la particule x1 ∈ R à l’instant t1
si elle se trouvait localisée en x0 à l’instant t0 avec t1 > t0. Si γ̃ est un chemin fixé
tel que

γ̃ (t0) = x0 et γ̃ (t1) = x1,

le calcul du propagateur dans le cas d’un degré de liberté est

K ((x1, t1) , (x0, t0)) =
√
m exp

(
i

~
So (γ̃)

)∫

C

exp

(
i

~
Sint (γ̃ + γ)

)
dw (γ) ,

S est l’action qui se scinde sous la forme

S = So + Sint
où So est l’action d’une particule de masse m et Sint est l’interaction dans le
potentiel V définie par

Sint (γ) =
∫ t1

t0

V (γ (t)) dt.

Soit φ une densité d’état φ : W → R, on définit le graphe orienté G = G (W, φ, g),
les sommets du graphe sont les noeuds des lignes d’univers. Notons NG l’ensemble
des sommets du graphe, un arc joint le sommet w0 au sommet w1 si

φ (w0) < φ (w1)

et il existe une géodésique de la pseudo-métrique g joignant les sommets w0 et w1.
On pondère les arcs pour minimaliser la densité d’état de la façon suivante. Soit
γ un C∞-chemin de l’événement w0 à w1 alors φ ◦ γ ∈ C = C∞ (I,R), on définit le
propagateur de Feynman pour φ par

Kφ (w0, w1) =
√
m0 exp

(
i

~
So (φ ◦ γ)

)∫

C

exp

(
i

~
Sint (φ ◦ γ + τ)

)
dµ (τ) ,
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oùm0 est la masse de la particule en l’événementw0, γ est une géodésique joingnant
les événements w0 et w1, l’action S de la particule se scinde sous la forme

S = So + Sint

avec So est la φ-action et Sint est la φ-interaction dans un potentiel V définies le
long du chemin γ par

So (γ) = So (φ ◦ γ) et Sint (γ) =

∫ 1

0

V (γ (t)) dt,

la pseudo-mesure µ est définie par sa transformée de Fourier

Fµ (ρ) = exp

(
− i

2
W (ρ)

)
= exp

(
− i

2

∫

[0,1]2
inf (t, s) dρ (t) dρ (s)

)
,

pour toute mesure ρ ∈ M.

Remark 10. On peut définir So de façon intrinsèque en associant à chaque par-

ticule sa fonction d’onde sur l’univers W par

ϕ (w) = |ϕ (w)| exp
(
i

~
So (w)

)
, (6.1)

l’action S0 vérifie l’équation 6.1.

Si

φ (γ0) = φ (γ1) =⇒
∫ 1

0

V (γ0 (t)) dt =

∫ 1

0

V (γ1 (t)) dt,

alors φ est une V-densité. Sous l’hypothèse φ = V ,

Sint ◦ V (γ) =

∫ 1

0

V (γ (t)) dt

et l’interaction s’écrit

Sint (τ) =
∫ 1

0

τ (t) dt, ∀τ ∈ C,
sous cette hypothèse, on peut décrire le propagateur de Feynman de façon in-
trinsèque, si γ est une géodésique de g, on a

K (w0, w1) =
√
m0 exp

(
i

~
So (γ)

)∫

C

exp

(
i

~

∫ 1

0

(V ◦ γ (t) + τ (t)) dt

)
dµ (τ) ,

et µ est la pseudo-mesure définie par

Fµ (ρ) = exp

(
− i

2

∫

[0,1]2
inf (t, s) dρ (t) dρ (s)

)
,

et So (γ) = So ◦ φ (γ) la φ-action dans l’état de la particule dans l’univers W, le
long du chemin γ. On peut, maintenant, définir la pondération sur l’arc (w0, w1)
du graphe quantique G (W, φ, g) par

pond (w0, w1) = |K (w0, w1)| ,
et le principe de moindre action s’énonce ainsi: ”Pour une particule de massem0 qui
se situe en l’événement w0, la probabilité de la localisée en w1 est pond (w0, w1).
La ligne d’univers est un chemin fini ou infini du graphe pour lequel entre deux
sommets consécutifs w0 et w1, on a

pond (w0, w1) = inf {pond (w0, w) : (w0, w) ∈ A (G)}
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où A (G) est l’ensemble des arcs de G”. On généralise les résultats précédents aux
fibrés d’état de l’univers W. Dans ce qui suit

ζ = (E, π,W,F) ,

est un fibré Hilbertien réel ou complexe [9] et [19], de fibre F sur l’univers W, qui
est une variété de dimension dimW = 4. Le fibré dual de ζ est noté ζ∗, si s et s∗

sont des sections de, respectivement, ζ et ζ∗ on pose

s∗ ⊗ s (w) = s∗ (w) (s (w)) , ∀w ∈ W.

On rappelle que si λ est une mesure finie sur Γ (ζ), sur l’espace vectoriel des
sections de ζ, on définit la transformée de Fourier en fibre de λ sur un fibré vectoriel
quelconque par

Fλ (s∗) (w) =
∫

Γ(ζ)

exp (−is∗ ⊗ s (w)) dλ (s) [10],

c’est une section du fibré trivial

(W × C∞ (ζ∗) , π1,W)

où C∞ (ζ∗) est l’espace vectoriel des C∞-applications, au sens de Banach, de Γ (ζ∗)
à valeurs dans C. Dans l’hypothèse d’un fibré hilbertien on a sur chaque fibre un
produit scalaire dans le cas réel ou un produit hermitien dans le cas complexe, noté
〈u, v〉w pour u et v dans Ew (ζ) tel que si s et t sont des sections de ζ, l’application

w → 〈s (w) , t (w)〉w
est C∞. On peut définir la transformée de Fourier d’une mesure λ finie sur Γ (ζ)
par

Fλ (s) =
∫

Γ(ζ)

exp (−i 〈s, t〉) dλ (t)

où Fλ (s) est un section du fibré trivial (W × C∞ (ζ) , π1,W) et

Fλ (s) (w) =
∫

Γ(ζ)

exp (−i 〈s (w) , t (w)〉w) dλ (t) .

On pose θ, θw et θs, les C∞-applications comme applications de variétés de
Banach définies par

θ : Γ (ζ)×W → E (ζ) , θ (s, w) = s (w) ,

θw : Γ (ζ) → Ew (ζ) , θw (s) = s (w)

et

θs : W → Ew (ζ) , θs (w) = s (w) ,

pour une mesure λ sur Γ (ζ), on note λ (w) la mesure image de λ par θw alors

Fλ (s∗) (w) =
∫

Ew(ζ)

exp (−is∗ (w) (u)) dλ (w) (u)

par changement de variable, avec les notations précédentes

Fλ (s∗) (w) = Fλ (w) (s∗ (w)) , s∗ (w) ∈ Ew (ζ∗) , (6.2)

dans l’équation 6.2, le membre de gauche représente la transformée de Fourier en
fibre de la mesure λ et le membre de droite la transformée de Fourier de la mesure
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image λ (w) sur Ew (ζ). En utilisant le théorème de Riesz, on peut écrire que
transformée de Fourier d’une mesure finie λ de Γ (ζ) est définie par

Fλ (s) =
∫

Γ(ζ)

exp (−i 〈s, t〉) dλ (t) = Fλ (s∗)

où s∗ est défini par l’isomorphisme de Riesz

s→ s∗, s∗ (w) (u) = 〈s (w) , u〉w avec u ∈ Ew (ζ) ,

dans le cas d’un fibré hilbertien, on identifie les deux représentations de la trans-
formée de Fourier en fibre par l’isomorphisme de Riesz. Soit L un morphisme de
fibrés de ζ dans ξ, L ∈ Hom(ζ, ξ), alors L induit un morphisme d’espaces vectoriel
de Γ (ζ) dans Γ (ξ) défini par

L (sζ) = L⊗ sζ avec L⊗ sζ (w) = L (w) (sζ (w)) , ∀w ∈ W,

et soit L∗ le morphisme d’espaces vectoriels de Γ (ξ∗) dans Γ (ζ∗), défini par

L∗ (sξ∗) = sξ∗ ◦ L avec (sξ∗ ◦ L) (w) = sξ∗ (w) ◦ L (w) , ∀w ∈ W

on a
L∗ (sξ∗)⊗ sζ (w) = sξ∗ ⊗ L (sζ) (w) , ∀w ∈ W.

Notons λL, la mesure image de λ par l’application linéaire L,
λL (B) = λ

(
L−1 (B)

)
, B ⊂ Γ (ξ)

alors
FλL = Fλ ◦ L∗.

On note S (ζ), l’ensemble des sous-fibrés fermés de ζ de codimension finie. Si
ς ∈ S (ζ), la fibre Eς de ς est un sous-espace vectoriel fermé de E de codimension
finie. On définit le fibré quotient ζ/ς , de fibre E/Eς dont les cartes de trivialisation
sont données par

pU : π−1
ζ/ς (U) → U × E/Eς , pU (x) = (π (x) ,p (x)) ,

si U est un ouvert de trivialisation de ζ et

pU : π−1 (U) → U × E , pU (x) = (π (x) ,q (x))

est l’isomorphisme de trivialisation on a, p (x) = πς ◦ q (x) où πς est la projection
canonique πς : E → E/Eς . On note Lς le morphisme de fibré induit par πς ,

Lς : ζ → ς , si Eς ⊂ Eτ
alors la projection πςτ : E/E∗τ → E/Eς vérifiant πς = πςτ ◦πτ induit un morphisme
de fibré noté Lςτ : ζ/τ → ζ/ς pour lequel

Lς = Lςτ ◦ Lτ .
Les morphismes Lς et Lςτ induisent des morphismes d’espaces vectoriels

Lς : Γ (ζ) → Γ (ζ/ς) et Lςτ : Γ (ζ/τ) → Γ (ζ/ς)

vérifiant Lς = Lςτ ◦ Lτ , les applications
LςD : Γ

(
(ζ/ς)

∗)→ Γ (ζ∗) et LςDτD : Γ
(
(ζ/ς)

∗)→ Γ
(
(ζ/τ)

∗)
(6.3)

vérifient
Lς∗ = Lτ∗ ◦ Lτ∗ς∗ .

On pose

Γ (ς∗)
o
= {s∗ ∈ Γ (ζ∗) : s∗ ⊗ s : W → K, s∗ ⊗ s = 0 si s ∈ Γ (ς)}
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alors Lς∗ : Γ
(
(ζ/ς)

∗)→ Γ (ζ∗) est un isomorphisme sur Γ (ς∗)
o
, on note

L−1
ς∗ : Γ (ς∗)o → Γ

(
(ζ/ς)∗

)
,

l’application réciproque. Si F (ζ) est l’ensemble des sous-fibrés fermés de ζ de
codimension finie alors

Γ (ζ∗) = ∪ς∈F(ζ)Γ (ς∗)
o
,

une pseudo-mesure µ sur Γ (ζ) est une famille {µς}ς∈F(ζ) telle que µς sont des

mesures σ-additives sur Γ (ζ) qui satisfont à la condition de compatibilité si Eς ⊂ Eτ ,
µτ est la mesure image de µς par l’application Lςτ

µς (B) = µτ (A) , A = L−1
τς (B)

où Lτς est la projection canonique

Lτς : Γ (ζ/τ) → Γ (ζ/ς)

vérifiant
Lτ = Lτς ◦ Lς ,

si les mesures µς sont finies et de masse µ (ζ), on dit que la pseudo-mesure est finie.
La transformée de Fourier en fibre d’une pseudo-mesure µ est définie par

Fµ (s∗) (w) = Fµς ◦ L−1
ς∗ (s∗) (w) , ∀s∗ ∈ Γ (ς∗)

o
et w ∈ W.

Lemma 4. Si s∗ ∈ Γ (ς∗)o ∩ Γ (τ∗)o alors

Fµ (s∗) (w) = Fµς ◦ L−1
ς∗ (s∗) (w) = Fµτ ◦ L−1

τ∗ (s∗) (w) , ∀w ∈ W

donc, Fµ est bien définie et on a

Fµ (s∗) (w) =
∫

Γ(ζ/ς)

exp (−is∗ ⊗ s (w)) dµς (s)

=

∫

C∞(W)

exp (−iφ (w)) dµLs∗
(φ) , ∀w ∈ W et s∗ ∈ Γ (ς∗)

o
.

Les sections de Q (ζ) sont les sections de formes quadratiques, si toutes les formes
quadratiques sont positives, la section est une section positive. Les sections de
M (ζ) sont les sections de pseudo-mesures, si sur chaque fibre la pseudo-mesure est
finie, on dit que la section est finie.

Lemma 5. Soit Q une section positive de Q (ζ∗), il existe une section finie de

pseudo-mesures µ de M (ζ) telle que

Fµ (w) (s∗ (w)) = exp

(
− i

2
Q (w) (s∗ (w))

)
, ∀s∗ ∈ Γ (ζ∗) et ∀w ∈ W.

où Q (w) est la forme quadratique induite par Q sur la fibre Ew (ζ∗).

Proof. La preuve est dans [10]. �

Lemma 6. Soit µ une pseudo-mesure finie de Γ (ζ), il existe une section finie µ̃
de M (ζ) telle que la transformée de Fourier en fibre

Fµ (s∗) (w) =
∫

Γ(ζ)

exp (−is∗ ⊗ s (w)) dµ (s)

vérifie

Fµ (s∗) (w) = F µ̃ (w) (s∗ (w)) , ∀w ∈ W et s∗ ∈ Γ (ζ∗) .

Proof. La preuve est dans [10]. �
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Definition 19. Une section positive Q de Q (ζ∗) est stable s’il existe une pseudo-

mesure finie µ de Γ (ζ) pour laquelle la section µ̃ image de µ vérifie

F µ̃ (w) (s∗ (w)) = exp

(
− i

2
Q (w) (s∗ (w))

)
, ∀s∗ ∈ Γ (ζ∗) et ∀w ∈ W.

Theorem 15. Si Q est une section positive stable de Q (ζ∗) alors il existe une

pseudo-mesure finie µ de Γ (ζ) telle que

Fµ (s∗) (w) = exp

(
− i

2
Q (w) (s∗ (w))

)
, ∀s∗ ∈ Γ (ζ∗) .

Un potentiel V sur un fibré ζ est une C∞-application de l’espace total E (ζ) à
valeurs dans R

V : E (ζ) → R,

l’interaction d’une section s, avec un potentiel V , est définie par

Sint (s) =
∫

Ω

V (s (w)) dρ (w) (6.4)

où ρ est une mesure de Lebesgue sur l’univers W. L’intégrale de Feynman sur les
sections d’un fibré de potentiel V , est donnée par

∫

Γ(ζ)

exp

(
i

~
Sint (s)

)
dµ (s) ,

µ est une pseudo-mesure dont la transformée de Fourier en fibre est

Fµ (s∗) = exp

(
− i

2
Q (s∗)

)

où Q est une section positive stable de Q (ζ∗). On dit que la pseudo-mesure, ainsi
définie, est une pseudo-mesure gaussienne en fibre de covariance Q. Pour une
sous-variété V de W, de dimension 0, on pose

ΓV (ζ) = {τ ∈ Γ (ζ) : τ (ν) = ov ∈ Ev (ζ) , ∀ν ∈ V }
et

W = {wν ∈ Ev (ζ) , ∀ν ∈ V } .
Definition 20. On appelle propagateur de Feynman pour la section positive stable

Q sur ΓV (ζ) de Q (ζ∗), la quantité

K (V,W ) = φ (s)

∫

ΓV (ζ)

exp

(
i

~
Sint (s+ t)

)
dµ (t) ,

où µ est la pseudo-mesure sur ΓV (ζ) de transformée de Fourier en fibre

Fµ (s∗) = exp

(
− i

2
Q (s∗)

)
∀s∗ ∈ Γ (ζ∗) ,

s est une section fixée vérifiant

s (ν) = wν , ν ∈ V (6.5)

et l’application φ est une C∞-application au sens de Banach sur les sections à

valeurs dans C

φ : Γ (ζ) → C, φ (s) = |φ (s)| exp
(
i

~
S0 (s)

)

S0 est l’action et l’interaction Sint, relatif à un potentiel V, est définie par 6.4.



UNIVERS 31

Remark 11. Pour les sections de chemins, à un degré de liberté, |φ (s)| est constant
et vaut

√
m, m est la masse de la particule.

Le propagateur de Feynman des sections quantifie les sections de ζ. Ce propa-
gateur mesure, en un certain sens, la ”pseudo-probabilité” de trouver des sections
de ζ pour lesquelles le système d’équations 6.5 est vérifié lorsque l’on munit le fibré
ζ, d’un potentiel V , d’une section positive stable Q de Q (ζ∗). Si le fibré considéré
ζ est le fibré tangent

ζ =
(
TW, π,W,R4

)
,

et on note ζ∗ le fibré dual

ζ∗ =
(
T ∗W, π∗,W,R4

)
,

on se fixe une métrique riemannienne g sur W, g est une section de Q (ζ) définie
positive. Cette métrique induit un isomorphisme de dualité de ζ dans ζ∗, défini par

D : Γ (ζ) → Γ (ζ∗) ,

D (X) (w) = X∗ (w) : Ew (ζ) → R,

X∗ (w) (u) = g (w) (X (w) , u) .

Soit Q la section des formes quadratiques de Q (ζ∗) définie par

Q (w) (X∗ (w)) = g (w) (X (w) , X (w)) , X (w) = D−1 (X∗) (w) ,

sur chaque fibre T ∗
wW, la forme bilinéaire Q (w) induit, en dimension finie, une

mesure gaussienne µ̃ (w). Si Q est positive et stable la section µ̃ ainsi définie est
la mesure image sur chaque fibre, d’une mesure µ sur l’espace des champs Γ (W).
Fixons une sous-variété V d’événements de l’univers W, dim V = 0, et une famille
W = {Xv : v ∈ V } telle que

Xv ∈ TvW, ∀v ∈ V

il existe un champ X tel que

X (v) = Xv, ∀v ∈ V , (6.6)

il suffit de prendre pour chaque v ∈ V , des cartes Wv de v, deux à deux disjointes
et des C∞-applications θv telles que

supp θv ⊂Wv et θν (v) = 1, ∀v ∈ V

alors
X = θνXv (6.7)

est un champ qui vérifie les équations 6.6. On peut définir le propagateur de
Feynman

K (V,W) = ϕ (X)

∫

ΓV (W)

exp

(
i

~
Sint (X+X)

)
dµ (X) ,

où µ est la pseudo-mesure sur ΓV (W) de transformée de Fourier en fibre

Fµ (X∗) = exp

(
− i

2
Q (X∗)

)
∀X∗ ∈ Γ (ζ∗) ,

X est un champ vérifiant 6.7 et l’application ϕ est une C∞-application au sens de
Banach sur les sections à valeurs dans C

ϕ : Γ (ζ) → C, ϕ (X) = |ϕ (X)| exp
(
i

~
S0 (X)

)
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S0 est l’action et Sint est l’interaction relatif à un potentiel V . Quand |ϕ (X)| = 1
et
∫
ΓV (W) dµ = 1 alors |K (V,W )| est indépendant du choix de ϕ (X), c’est la

probabilité de trouver un champ X ∈ Γ (W) vérifiant les équations 6.6.

Remark 12. Si la famille d’événements V est discrète avec des points d’accumulation,

une condition nécessaire pour l’existence d’un champ X pour lequel les équations

6.7 soient vérifiées est donnée par

lim
v→v0,v∈V

Xv = Xv0 , si v0 ∈ V .

Supposons qu’en chaque sommet w du graphe quantique G, on se fixe un élément
Xw, on note W = {Xw : w ∈ NG}. On peut définir le propagateur de Feynman

K (G,W) = ϕ (X)

∫

ΓV (W)

exp

(
i

~
Sint (X+X)

)
dµ (X) ,

où µ est la pseudo-mesure sur ΓG (W) de transformée de Fourier en fibre

Fµ (d) = exp

(
− i

2
Q (d)

)
∀d ∈ Γ (T ∗W) ,

d est une section de 1-forme et X est un champ vérifiant

X (w) = Xw ∈ TwW, (6.8)

pour tous les sommets w ∈ NG du graphe quantique et l’application ϕ est une
C∞-application au sens de Banach sur les sections à valeurs dans C

ϕ : Γ (TW) → C, ϕ (X) = |ϕ (X)| exp
(
i

~
S0 (X)

)

S0 est l’action et Sint est l’interaction relatif au potentiel V définie précédemment.
La probabilité de trouver un champ vérifiant 6.8 est |K (G,W)|.

7. Graphe et intégrales de Feynman généralisées

Dans ce qui suit, on voudrait renormaliser les intégrales de Feynman en donnant
un sens géométrique à cette renormalisation. On se fixe une métrique riemannienne
g sur l’universW, elle définit une section deQ (ξW) définie positive. Cette métrique
induit un isomorphisme de dualité de ξW dans ξ∗

W
, défini par

D : Γ (ξW) → Γ (ξ∗W) ,

D (X) (w) = XD (w) : Ew (ξW) → R,

XD (w) (u) = g (w) (X (w) , u) .

Soit Q la section des formes quadratiques de Q (ξ∗
W
) définie par

Q (w) (XD (w)) = g (w) (X (w) , X (w)) , X (w) = D−1 (XD) (w) ,

sur chaque fibre T ∗
wW, la forme bilinéaire Q (w) induit, en dimension finie sur la

fibre, une mesure gaussienne µ̃ (w). Si Q est stable la section µ̃ ainsi définie est
la mesure image sur chaque fibre, d’une pseudo-mesure µ sur l’espace des champs
Γ (ξW). L’univers W est une variété de dimension k > 4, un graphe de Feynman
à m pattes externes, de moments X1, · · · , Xm ∈ Γ (ξW) et ayant n − m boucles,
n > m, a pour amplitude [13]

Iφ (k) =
∫

Γ(ξW)n−m

φ (X1, · · · , Xn) dµ (Xm+1) · · · dµ (Xn)
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où la fonction scalaire φ s’écrit

φ (X) =
Q (X)

Πj

(
lj (X)

2
+m2

j

) , X ∈ Γ (ξW)
n

lj ∈ (Γ (ξW)
n
)
∗
, mj > 0 sont les masses internes, Q est un polynôme à n variables

et µ est la pseudo-mesure définie sur Γ (ξW) induite par la section stable Q. Les
graphes de Feynman sont des parties finies du graphe quantique, les masses internes
sont décrites par les irrégularités aux sommets de ce graphe, les boucles sont les
circuits du graphe de Feynman et les pattes sont les arcs d’origine un sommet du
graphe de Feynman et d’extrémité un sommet du graphe quantique qui n’est pas
un sommet du graphe de Feynman. On peut écrire Iφ sous la forme

Iφ (k) =
∫ +∞

0

· · ·
∫ +∞

0

exp
(
−t.m2

)
ψ (t,P, k) (detL (t))

− k
2 dt,

où L (t) est la restriction de la forme bilinéaire
∑n

j=1 tj lj (X)
2
à Γ (ξW)

n−m
et P

est la matrice des produits scalaires des moments externes P = (g (Xi, Xj))16i,j6m,

ψ est une fonction polynomiale qui dépend de Q, t.m2 est le produit scalaire dans
Rn de t avec m2 =

(
m2

1, · · · ,m2
n

)
et k = dimW. On pose z = k, pour Re (z) << 0,

Iφ (z) existe et a une extension méromorphe dans C, notée Ĩφ (z). Si on pose

Ĩφ (z) =
∑

s∈Z
αs (z − k)s, la régularisation dimensionnelle [11] est

RIφ = α0 et le contre-terme
s=−1∑

−∞

αs (z − k)s .

8. Les singularités d’un multivers

Si W une variété de dimension n alors pour toute section de Dirac non métrisable
γ sur W, le tenseur de Poisson {γµν} associé à γ dans une carteW ⊂ W, en dehors
des événements singuliers de W

SW = {o ∈ W ∩W : det (γµν (o)) = 0} ,
défini une métrique sur chaque composante connexe de

Wγ = W r Sγ où Sγ = ∪WSW

et W parcourt l’ensemble des cartes de W, Sγ est l’ensemble des singulaités de W

pour la section de Dirac γ. Soient W 1 et W 2 deux cartes de o, on note
{
∂jν
}
le

local frame attaché à la carte W j . Sur W 1 ∩W 2 les champs locaux ∂2ν s’écrivent
dans le local frame

{
∂1ν
}
, ∂2ν = aµν∂

1
µ. On note dνj la 1-forme duale de ∂jν définie par

dνj
(
∂jµ
)
= δνµ, alors

dν2 = bντd
τ
1 , B = A−1

avec A = (aµν ) et B = (bντ ). Les matrices de Dirac associées aux 1-formes sont
notées γνj et le tenseur de Poisson associé est noté γνµj = Trace

(
γνj γ

µ
j

)
, on a

γν2 = bντγ
τ
1 et γµ2 = bµργ

ρ
1 ,

γν2 γ
µ
2 = bντb

µ
ργ

τ
1 γ

ρ
1

et

γνµ2 = bντb
µ
ργ

τρ
1 , γτρj = Trace

(
γτj γ

ρ
j

)
. (8.1)



34 JONOT JEAN LOUIS

Si on pose γ̃j la matrice (γ̃j)
ρ
τ = γτρj , l’équation 8.1 s’écrit γ̃2 = Bγ̃1B

∗, B∗ est la
transposée de B, les matrices de Poisson γ̃1 et γ̃2 sont congruentes. En particulier,
si w ∈W1 ∩W2 alors w ∈ SW1 ∩ SW2 .

Definition 21. La signature d’un événement o est la signature de la matrice

symétrique γ̃ qui est indépendante du choix de la carte choisie en o.

La signature d’un événement o est la donnée d’un couple (n−, n+), n− est le
nombre de termes égaux à −1 et n+ est le nombre de termes égaux à +1,

n− (n− + n+)

est le nombre de termes nuls, pour un événement non singulier, n− + n+ = n.

Definition 22. Une section de Dirac est à structures si chaque composante connexe

de l’ensemble Wr de W, de signature (n−, n+) avec n− + n+ 6 r est une sous-

variété fermée de dimension r.

On donne l’exemple d’une section de Dirac γ à structures sur W = Rn. Par
changement local de repère, la matrice (γνµ) associé au tenseur de Poisson

γνµ = Trace (γνγµ) , γµ = γd
µ

où dµ est la section duale de ∂µ = ∂
∂xµ , est congrue à une matrice diagonale

D = diag (ϕ0, ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn). On suppose que 0 est une valeur régulière de ϕj
et les sous-variétés ϕ−1

j (0) ⋔ ϕ−1
i (0) pour j 6= i. Sous ces hypothèses, si chaque

composante connexe de ϕ−1
j (0) est fermée, la section de Dirac γ est une section à

structures sur Rn.
Dans ce qui suit, les sections de Dirac considérées sont à structures, on dit

encore structurées. En dimension 4, si on fait l’hypothèse n− = 0, cela signifie
qu’aux singularités il n’y a pas de champ chronologique. En particulier la notion de
temps, défini précédemment, n’existe pas dans les sous-variétés singulières associées
à la section de Dirac non métrisable γ. Sous cette hypothèse, si n+ = 0, le temps et
l’espace disparaissent, les sous-variétés connexes formées par ces singularités sont
des points. Si n+ = 1, les sous-variétés connexes formées par ces singularités sont
des lacets difféomorphes à S1. Dans le cas n+ = 2, les composantes connexes
sont des surfaces fermées de genre ζ et si n+ = 3, chaque composante connexe
est une sous-variété fermée de dimension 3 que l’on peut décrire à l’aide des huit
géométries de Thurston [18]. Les sous-variétés, non singulières de type (1, 3), sont
les composantes connexes de Wγ qui sont feuilletées en feuilles espace et en feuilles
chronologique si T est un champ chronologique stable. Dans le cas général, on a
l’inclusion naturelle

Wr1 ⊂ Wr2 , r1 < r2

en particulier, les composantes connexes des événements de signature (n−, n+) ne
forment pas, en général, une variété comme dans le cas des événements non sin-
guliers dont une composante connexe représente l’univers observable en dimension
4.

Un multivers de Banach-Schauder W est une variété de Banach modelée sur un
espace de Banach muni d’une base de Schauder inconditionnelle et d’une métrique
fortement riemannienne g. Si l’espace de Banach B est hilbertien réel, le produit
scalaire induit une métrique riemannienne sur W, si cette métrique est fortement
riemannienne, on prend g pour métrique. La connexion de Levi-Civita définie par la
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métrique est notée ∇ [19]. Pour chaque ouvert de trivialisationW du fibré tangent
ξW, on définit l’endomorphisme de Dirac associé à une section de Dirac γ par

γd : Γ (W,TW) → Γ (W,TW) , γd (X) = γ (d⊗X) ,

avec X ∈ Γ (W,TW) et d ∈ Γ (V, T ∗ (W)). La section γd est une section bornée
et à trace si et seulement si ∀w ∈ W ⊂ W, γd (w) : TwW →TwW, est un en-
domorphisme borné et à trace pour la structure de Banach induite par la fibre
B.
Definition 23. Une section locale de champs de Schauder {Xm}m∈N

sur W est

une base locale de champs qui vérifie ∀w ∈W , {Xm (w)} est une base de Schauder

inconditionnelle de TwW pour la structure de Banach induite par B.
Lemma 7. Tout ouvert de trivialisation W de ξW a une base locale de champs de

Schauder {Xm}m∈N
.

En général, une base locale de Schauder inconditionnelle n’est pas dualisable en
posant

Xm (Xn) = δmn ,

la section des formes linéaires Xm sur W n’est pas dans Γ (W, ξ∗
W
). Si pour tout

m, Xm ∈ Γ (W, ξ∗
W
), on dit {Xm} est une base locale de Schauder incondition-

nelle dualisable. Si B est un espace de Hilbert réel, le théorème de représentation
de Riesz-Fischer donne l’existence de base locale de Schauder inconditionnelle du-
alisable sur tout ouvert de trialisation de ξW. Si la base de Schauder n’est pas
dualisable, on dualise les champs en utilisant la métrique fortement riemannienne
g, on pose

X (Y ) = g (X,Y ) , ∀Y ∈ Γ (W,TW)

en chaque w ∈W et u ∈ TwW, X (w) (u) = g (w) (X (w) , u). Toute base locale de
Schauder {Xm} se dualise par ce procédé. Soit {Xm}m∈N

une base de Schauder,

γm = γX
m

où Xm est le dualisé de Xm par l’un ou l’autre des procédés. La
suite {γm} est suite de sections locales sur W de Hom (ξW) qui est bornée et à
trace. On définit le tenseur de Poisson par la section de suites doubles {γmn} où
γmn = Trace (γmγn).

Definition 24. Une sous-variété V de dimension n est une singularité de type

(n−, n+) avec n = n− + n+ si pour chaque événement o ∈ V, il existe un ouvert

W de trivialisation de ξW contenant o et une section locale de champs de Schauder

inconditionnelle {Xm} qui contient une sous famille finie
{
Xmj

, j = 1, · · · , n
}
telle

que pour tout w ∈W ∩V,

TwV =Vect {Xmi
(w) , i = 1, · · · , n} ,

la matrice γ̃ (w) = (γmimj (w))16i,j6n définie par le tenseur de Poisson est in-

versible pour tout w ∈ W ∩ V et 1
n γ̃

−1 est congrue à une matrice de signature

(n−, n+).

Remark 13. La transformation qui permet de passer de la métrique 1
n γ̃

−1 à la

métrique g |V est la transformation de Wick ou rotation de Wick et g est la métrique

fortement riemannienne définie sur le multivers de Banach-Schauder W.

Si la sous-variété V de W, est de dimension 4 et de type (1, 3), on dit que V

est un univers de Dirac-Einstein [8]. La géométrie de W est entièrement définie
par la section de Dirac bornée et à trace, le multivers de Banach-Schauder définit
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la structure gravitationnelle de l’univers V et la connexion ∇ de W induite par la
métrique fortement riemannienne donne la connexion sur V qui permet de définir
les équations de Dirac-Einstein. Le groupe d’action Diff∞

V
(W) sur V du multivers

W est le sous-groupe de Diff∞ (W) défini par

Diff ∞
V

(W) = {h ∈ Diff ∞ (W) : h (V) = V} ,
h est une C∞-application dans le sens de Banach.

Definition 25. Une densité d’action φ est une C∞-application de V à valeurs

dans R qui est invariante par Diff ∞
V

(W), c’est-à-dire,

φ ◦ h = φ, ∀h ∈ Diff ∞
V (W) .

Si Diff ∞
V

(W) est localement compact, on note µ une mesure de Haar sur Diff ∞
V

(W)
et pour φ une C∞-application de V à valeurs dans R

φµ (v) =

∫

Diff ∞
V

(W)

φ ◦ h (v) dµ (h) ,

φµ est une densité d’action. L’opérateur défini par

H (φ) = φµ

est la transformation de Haar et pour toute mesure positive λ qui est σ-finie, si
φ > 0, on a

∫

V

φµ (v) dλ (w) =

∫

Diff ∞
V

(W)

(∫

W

φ (v) dλh (w)

)
dµ (h) 6 +∞

où λh est la mesure image de λ par h |V. Si on suppose que l’univers est une
singularité d’un multivers de Banach-Schauder, les densités d’état choisies sont
des densités d’action. On décompose la mesure image par le théorème de Radon-
Nykodim sous la forme

dλh = ρhdλ+ νh,

le groupe Diff ∞
V

(W) est dit absolument continue par rapport à la mesure dλ si
dλh est absolument continue par rapport à dλ pour tout h ∈ Diff ∞

V
(W), on a

∫

V

φµ (v) dλ (v) =

∫

Diff ∞
V

(W)

(∫

V

φ (v) ρh (v) dλ (v)

)
dµ (h)

=

∫

V

φ (v)

(∫

Diff ∞
V

(W)

ρh (v) dµ (h)

)
dλ (v) ,

l’application

v →
∫

Diff ∞
V

(W)

ρh (v) dµ (h)

est la densité du µ par rapport à λ.

9. Axiomatisation des observables d’un fibré d’état

Soit ζ = (E, π,W,H) un fibré d’état sur l’univers W, une observable de l’univers
en l’événement w est un opérateur ϕ (w) : Ew → Ew ayant une base de vecteurs
propres pour chaque w et telle que l’application w → ϕ (w) est C∞ dans le sens
suivant, pour toute section s ∈ Γ (ζ), l’application w → ϕ (w) (s (w)) est C∞. On
remarque que cette définition a un sens si la fibre H du fibré est de dimension
finie, on peut étendre cette notion à un fibré de dimension infinie, hilbertien ou
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banachique, dans le cas hilbertien ϕ (w) est un opérateur self-adjoint pour tout
w ∈ W. L’observable ϕ est donc une section d’un fibré, dont la fibre est formée
par un élément de End (ζ) diagonalisables. Les fonctions λ : W ⊂ W → R ou C

pour lesquelles il existe une section s, non nulle sur W , vérifiant

ϕ (w) (s (w)) = λ (w) s (w) , ∀w ∈ W

est une fonction propre de ϕ sur W et la section s est une section propre de ϕ sur
W . Si la fibre est hilbertienne, le théorème de Von Neumann permet d’associer à
ϕ (w), une mesure spectrale

Pϕ(w) : B (R) → P (Ew) ,

qui à chaque borélien B de R associe un projecteur Pϕ(w) (B) de l’espace d’Hilbert

complexe Ew . Pour chaque couple (s, t) ∈ Γ (E)
2
et chaque w ∈ W, on définit la

mesure complexe ν(s(w),t(w)) sur les boréliens de R

ν(s(w),t(w)) (B) =
〈
Pϕ(w) (B) (s (w)) | t (w)

〉
w

pour chaque w ∈ W et chaque s ∈ Γ (E), on construit une mesure sur les boréliens
de R, définie par

νs(w) (B) =
〈
Pϕ(w) (B) (s (w)) | s (w)

〉
w
.

En particulier, pour s ∈ Γ (E) et si la fibre de E est H, on définit une section
νs sur le fibré B (W) dont la fibre est formée des mesures boréliennes sur R. Si
la section s est normalisée pour tout w, c’est-à-dire, ‖s (w)‖w = 1, νs(w) est une
probabilité sur les boréliens de R, notée Ps,ϕ avec Ps,ϕ (w) = νs(w). En utilisant la
décomposition de Paul Levy, νs s’écrit comme une somme de mesures

νs = νacs + νps + νscs ,

où νacs est une mesure absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, νps
est une somme de mesures de Dirac et νscs est une mesure singulièrement continue,
la fonction de répartition est une fonction continue et la mesure n’est chargée que
sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Si νs = νps , on dit que s a un
spectre discret et si νs = νacs , on dit que s a un spectre continu. On se donne une
connexion de Koszul ∇ sur le fibré d’état ζ, c’est-à-dire, la donnée d’une application
R ou C-linéaire

∇ : Γ (ζ) → Γ (ξ∗
V
⊗ ζ)

qui vérifie la relation de Leibnitz. La représentation de la connexion ∇ sous la
forme de dérivée covariante, s’écrit

∇ : Γ (ξV)× Γ (ζ) → Γ (ζ) , (X, s) → ∇Xs,

ces deux notions sont équivalentes, ∇Xs est la dérivée covariante de s le long du
champ X . On se fixe ensuite une section de Dirac γ de E, c’est-à-dire, une section
de

Hom (ξV ⊗ ζ, ζ) ≈ Hom(ξ∗V,End (ζ)) ,

ainsi pour tout d ∈ ξ∗
V
, on rappelle que l’endomorphisme de Dirac est

γd : Γ (E) → Γ (E) , γd (s) (w) = γ (w) (d (w)⊗ s (w)) .

Si le fibré est de dimension finie, sur une carte W où le fibré tangent et le fibré
d’état sont trivialisables, on pose {∂µ, µ = 0, 1, 2, 3} le local frame associé à la carte
V et {sν , ν = 0, 1, 2, · · · ,m− 1} une base de sections du fibré d’état resteint à W .
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On pose {dµ, µ = 0, 1, 2, 3} le local frame dual et γµ = γd
µ

les endomorphismes
de Dirac associés. Ces endomorphismes sont représentés par des matrices carrées
d’ordre m dans la base {φs, ν = 0, 1, 2, · · · ,m− 1} dont les coefficients sont dans
C∞ (W ). Le tenseur de Poisson γµν = Trace (γµγν), est indépendant du choix
de la base {φν , ν = 0, 1, 2, · · · ,m− 1} en dimension finie, cette notion s’étend en
dimension infinie si la section de Dirac est bornée et à trace. Si l’universW est muni
d’une métrique de Lorentz g, dont la matrice dans le local frame {∂µ, µ = 0, 1, 2, 3}
est (gµν) et (g

µν) est sa matrice inverse, on fait l’hypothèse (gµν) = 4 (γµν). Dans
l’hypothèse où on n’impose pas l’existence d’une métrique de Lorentz g sur l’univers

W, on admet que localement (γµν) est inversible et (gµν) =
1
4 (γ

µν)
−1

est la matrice
d’une métrique de Lorentz gγ sur l’ouvert W , pour définir l’équation d’évolution
le long d’un champ chronologique T. On peut définir la dérivée covariante le long
du champ chronologique , noté ∇T. L’équation d’évolution d’une section locale
s définie sur W , le long d’un champ chronologique T, non nécessairement stable,
d’un système soumis à aucune observation est Hs = iλ∇Ts, si le fibré est complexe
ou Hs = λ∇Ts, si le fibré est réel où H est l’opérateur de Dirac de rang 1.

Axiom 1. L’état d’un système physique est défini, par une section s d’un fibré

hermitien E, dit fibré d’état.

Axiom 2. A tout observable O est associée une section ϕ de O (E), formée des

éléments de End (E), self-adjoints. On dit que ϕ est l’observable quantique de la

grandeur physique O.

Axiom 3. Quelque soit la section s du système où l’on effectue la mesure de la

grandeur O, les seuls résultats possibles sont les fonctions propres de ϕ.

Axiom 4. Si s représente l’état normalisé du système, la probabilité de trouver la

fonction λ lors d’une mesure de O dans ∆ est

Ps,ϕ (λ) = Ps,ϕ (∆)

où

Ps,ϕ (∆) (w) = Ps(w),ϕ(w) (∆ (w))

avec ∆(w) = ]λ1 (w) , λ2 (w)] si le spectre de s est continu. Si le spectre est discret,

cette probabilité est

Ps,ϕ (λ) (w) = Ps(w),ϕ(w) (λ (w)) .

Axiom 5. L’état du système immédiatement après une mesure ayant donnée la

fonction λ est

s̃ =
PEλ

(s)

‖PEλ
(s)‖ ,

où s̃ (w) = PEλ(w)
(s (w)) et PEλ(w)

est le projecteur sur le sous-espace propre Eλ(w)

associé à la valeur propre λ (w) de ϕ (w).

Axiom 6. Soit s, l’état du système en l’événement w0 dans une carte W de W,

tant que le système n’est soumis à aucune observation, son évolution le long d’un

champ chronologique T associé au tenseur de Poisson γµν est

Hs = iλ∇Ts

où H = γ ⊗ ∇, γ est la section de Dirac et ∇ est la connexion associés au fibré

d’état.
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10. Conclusion

L’univers de Dirac-Einstein peut être décrit comme une variété de dimension 4,
munie d’une métrique Lorentzienne. A partir de cette métrique et de la connex-
ion de Levi-Civita, on définit les équations relativistes de Dirac et d’Einstein que
l’on cherche à unifier par section de Dirac. Une telle unification est réalisable si
la métrique Lorentzienne est universelle. Cette métrique permet de construire la
notion de champ chronologique stable qui feuillete localement l’univers en feuilles
espace et en feuilles temps. On peut définir ainsi, la notion de temps relatif à un
champ chronologique et la notion de densité d’état. La densité d’état décompose
l’univers par chirurgie de Milnor-Smale et définit la notion de passé, présent et
futur relativement à un état de l’univers. Les états de l’univers sont décrits à partir
de sections de certains fibrés vectoriels que l’on quantifie en définissant le fibré de
Bose-Fermi-Fock.

L’univers est observable en ses irrégularités, on définit une structure fractale sur
cet univers en construisant un graphe quantique, où les sommets sont les événements
observables et dont l’irrégularité des lignes d’univers permet de définir la notion de
masse. Les graphes de Feynman sont décrits à partir de ce graphe quantique, on
peut généraliser ainsi la notion d’intégrales de Feynman.

On peut décrire cet univers comme une singularité d’un multivers qui est une
variété de grande dimension munie d’une section de Dirac non métrisable ou bien
comme une singularité d’une variété de Banach-Schauder munie d’une métrique
fortement riemannienne et d’une section de Dirac bornée et à trace. Cette con-
struction permet de choisir des densités d’état invariantes, sur l’univers de Dirac-
Einstein, par l’action du multivers.

L’intérêt des outils mathématiques, développés dans ce papier, est d’apporter
une représentation géométrique de la réalité physique. L’existence d’une variété,
de dimension 4 munie d’une métrique Lorentzienne universelle, reste un problème
ouvert. D’autres thèmes peuvent être approfondis, notamment, comment décrire
l’interaction entre l’univers de Dirac-Einstein et son multivers ou l’interaction entre
deux univers de Dirac-Einstein qui sont des singularités d’un même multivers.
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