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RÉSUMÉ.Ce travail porte sur l’extraction des facteurs d’intensitéde contraintes dans les ma-
tériaux composites stratifiés. L’originalité de cette étude se fait dans l’utilisation d’une fa-
mille d’éléments finis mixtes tridimensionnels couplés à uncode précis de concentrations de
contraintes. Concernant la classe d’éléments finis, baptisée "Métis", elle fait partie de la famille
des éléments finis hybrides. À propos du calcul des contraintes singulières, nous utilisons une
méthode asymptotique. En illustration pour finir, l’exemple du "end-loaded split" sera traité.

ABSTRACT.This work deals on the stress intensity factors extraction in laminate composite. The
originality of this study is done is the use of 3D mixed finite elements coupled with a code
for precise evaluation of stress concentration. The mixed finite elements, named "Métis", is
included in the family of hybrid finite element. Concerning calculation of singular stress, a
asymptotic method is employed. And, to illustrate this method, the "end-loaded slit" example
will be treated.

MOTS-CLÉS :facteurs d’intensité de contraintes, éléments finis mixtes, singularité de contraintes
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1. Introduction

Dans l’étude de l’endommagement des matériaux multicouches, il est apparu que
des phénomènes de surcontraintes au voisinage de discontinuités géométriques ou ma-
térielles peuvent être à l’origine de mécanismes de ruptureou de délaminage. Pour
étudier ces phénomènes, il est indispensable d’évaluer cessurcontraintes, qui plus est
sont de nature tridimensionnelle dans le cas des jonctions tel que les rivets, inserts
etc... Nous proposons pour cela une méthode semi-analytique tridimensionelle afin
d’extraire les exposants de singularité de contraintes quiest basée sur une approche
asymptotique. En incluant ces contraintes singulières dans un code d’élément finis,
nous pouvons calculer les facteurs d’intensité de contraintes (F.I.C), ce qui nous don-
nera une idée sur l’endommagement. Néanmoins, pour avoir une bonne évaluation de
ces facteurs d’intensité de contraintes, nous utilisons unélément fini original, baptisé
"Métis" possédant la propriété d’avoir un lagrangien dépendant uniquement d’inté-
grale de volume pour une meilleure précision numérique. Pour conclure, un exemple
sera traité pour illustrer la démarche.

2. Méthodologie

2.1. Calcul de la singularité de contrainte

Dans les matériaux homogénes, la théorie de la mécanique de la rupture élastique
linéaire prévoit que le champ de contraintes soit proportionnel à r−

1

2 , r étant la
distance d’un point matériel au front de fissure. Ce résultatn’est pas forcément le
cas pour les matériaux hétérogènes, comme les matériaux composites qui font l’objet
de notre propos. Pour ce type de matériaux, de nombreuses théories existent pour
déterminer l’exposant de singularité. Cependant, très peutraite du cas 3D pur. Nous
proposons une technique qui permet d’extraire les exposants de singularité dans le cas
tridimensionnel via une approche semi-analytique (Crépin, 2001). Ce qui suit sont les
principales étapes de la démarche.
Tout d’abord, nous modélisons chaque pli du composite par des poutres homogènes
élastiques. L’hypothèse des petits déplacements est adoptée. Ensuite, nous nous
plaçons sur une ligne particulière (appelée ligne "singulière") au voisinage de laquelle
on peut s’attendre à la présence de contraintes singulières(ou surcontraintes). Nous
privilégions les lignes se situant aux discontinuités géométriques et/ou matérielles
(figure 1). La confirmation de la présence des contraintes singulières sera prouvée à
posteriori. Autour de cette ligne singulière, nous construisons un tube de diamètre
ε. Ce tube modélisera une poutre élastique dont tous les matériaux touchant la ligne
singulière seront représentés par le biais de secteurs (figure 2).
En réécrivant les équations d’équilibre et de compatibilité en faisant tendreε → 0,
nous arrivons à un modèle asymptotique qui nous conduira vers des équations proches
de celles de la théorie des couches limites.
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figure 1 : Exemple de ligne
singulière se trouvant à la fois
sur une discontinuité matérielle

et géométrique

figure 2 : Tube extrait

Ces équations nous fourniront un modèle à l’ordre dominant.Afin d’extraire
les exposants de singularité, nous nous inspirons de la méthode des poutres de
Lekhnistkii (Lekhniskii, 1963), via les potentiels complexes (potentiels d’Airy et de
Prandtl). Le problème à résoudre se résume finalement à un problème aux valeurs
propres :

[

C(α)
]

{X}={0} où α est l’exposant de singularité à déterminer. Ensuite,
nous en déduisons les formes des déplacements singuliersus et des contraintes
singulièresσs :

us =
∑

α

Re
{

Kα(ξ)rα(ξ)Σ(θ, ξ)
}

σs =
∑

α

Re
{

Kα(ξ)rα(ξ)+1Λ(θ, ξ)
}

2.2. L’élément fini "Métis"

Afin d’extraire les facteurs d’intensité de contraintes, nous passons par la méthode
des éléments finis. Pour cela, deux classes de méthodes sont fréquemment utilisées :
• Utilisation des fonctions singulières duales dues initialement à Babuska et Miller
• Utilisation d’éléments finis dont les fonctions de formes sont modifiées de sorte que
les déplacements approchés aient un comportement du typeuh = O(rα+1)
Pour les matériaux composites, la première méthode est inappropriée. Car les
méthodes utilisées se rapportent souvent à une géométrie bidimensionnelle, ce
qui est inadapté pour la modélisation d’assemblage de composite (inserts, rivets,
etc...). De plus, se pose le problème délicat du chemin d’intégration convenable,
indispensable à la mise en oeuvre des fonctions singulièresduales sur lesquelles les
contraintes singulières sont obtenues par lissage. Par ailleurs, un raffinement sensible
du maillage le long de la ligne singulière serait indispensable afin d’obtenir une bonne
approximation des contraintes régulières. De fait, cette approche souvent basée sur
la formulation en déplacement pur, peut s’avérer moins robuste pour les sructures en
trois dimensions.
Concernant la deuxième méthode mentionnée, elle est de précision parfois discutable
vis à vis des contraintes singulières. Pour contourner ces difficultés, nous proposons
un élément fini mixte 3D (inspiré de S.S Wang (Wanget al., 1983)) couplé avec
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le code de calcul de concentrations de contraintes décrit auparavant. Cette dernière
méthode permet notamment de s’affranchir des intégrales decontour pour une
meilleure précision numérique.

2.3. Explication

La méthode des éléments mixtes utilisée fait partie de la famille des éléments hy-
brides à deux champs de variablesu etσ. Les conditions à satifaire pour notre type de
formulation sont, dans un premier temps, que le champ de déplacementu est compa-
tible uniquement sur le bord de l’élément et, dans un second temps, que le champσ
est en équilibre à l’intérieur de l’élément.
A titre de comparaison, la formulation en déplacement pur (méthode généralement
utilisée) n’a qu’une variable (u) dont la seule condition à satisfaire est queu soit ciné-
matiquement admissible dans l’élément.
Pour obtenir notre élément métis, nous ajoutons l’hypothèse d’unisolvence à l’élément
hybride décrit précédemment. Cette dernière supposition signifie que le champ de dé-
placement est prolongé à l’intérieur de l’élément par un polynôme complet. Grâce à
ces deux conditions, nous obtenons un élément fini dont le lagrangien s’écrit unique-
ment avec des intégrales volumiques et a pour forme :

Π(σ, u) =
∑

e

∫

Ωe

(W (σ) − σ : ε)dΩ

Où W est la densité d’énergie potentielle complémentaire. Pour extraire les F.I.C, nous
décomposons en deux catégories l’élément fini en éléments finis "réguliers" et "sin-
guliers" (Duonget al.,2006). Les éléments finis réguliers sont les éléments finis dont
les contraintes sont interpolées par des polynômes. Ces éléments se situent sur toute la
structure. Près de la ligne singulière, les éléments sont dits singuliers, c’est à dire que
les contraintes régulières sont enrichies par le terme singulier trouvé au chapitre 2.1.
En décomposant les contraintes en partie régulière et singulière dans le principe va-
riationnel d’Hellinger-Reissner (formulation à deux équations dont la première est le
principe des puissances virtuelles et la seconde la loi de comportement), nous pouvons
extraire les F.I.C en résolvant ce problème aux valeurs propres.

[

A BT

B C

] {

{q}
{K}

}

=

{

{L}
{0}

}

Où {K}= {K 1 ;K2 ;K3 sont les F.I.C. {q} sont les déplacements nodaux et {L} sont les
charges nodales. A, B, C sont des matrices connues calculéesà partir des contraintes
régulières et singulières
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3. Resultats

3.1. Description de l’essai

Arrête encastrée
Charge appliquée

(100N) θ
-θ

Front de fissure

Partie délaminée Partie saine

eT

eT ′

eL

L’essai sur lequel nous illustrons la méthode s’appelle "End-loaded split". Voici
en quelques mots, la description de l’essai. Pour notre part, l’éprouvette est constituée
d’un composite carbone/epoxy composé de deux plis dont les fibres ont pour
orientationθ/-θ autour deeT . Une fissure débouchante traverse l’éprouvette dans sa
largeur. Les propriétés mécaniques du pli homogénéisé sontdonnées dans le tableau
2. Voici les valeurs desKi pour chaque orientation de fibre ainsi que la partie réelle
des exposants de singularité associée (tableau n◦1).
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0◦/0◦ 0.5
10◦/-10◦ 0.65 0.50 0.52
20◦/-20◦ 0.67 0.50 0.54
30◦/-30◦ 0.66 0.47 0.56
40◦/-40◦ 0.62 0.42 0.57
50◦/-50◦ 0.57 0.37 0.56
60◦/-60◦ 0.52 0.33 0.56
70◦/-70◦ 0.49 0.32 0.54
80◦/-80◦ 0.49 0.34 0.52
90◦/-90◦ 0.5

Tableau n◦1 : Partie réelle des exposants de singularité
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EL = 134 ∗ 106Pa ET = 10.2 ∗ 106Pa E′

T = 10.2 ∗ 106Pa
νTT ′ = 0.49 νLT ′ = 0.3 νLT = 0.3

GTT ′ = 3.43 ∗ 106Pa GLT ′ = 5.52 ∗ 106Pa GLT = 5.52 ∗ 106Pa

Tableau n◦2 : Propriétés mécaniques d’un pli dont les fibres sont suivant la direction L

hauteur d’un pli longueur partie saine longueur partie délaminée largeur
0.125cm 1 cm 3 cm 1 cm

Tableau n◦3 : Caractéristiques géométriques de l’éprouvette

Nous voyons clairement que l’orientation des fibres joue un rôle majeur dans
le mode de propagation de la rupture. Remarquons aussi, que dans le cas extrème des
plis dont les fibres sont à 0◦/0◦ et 90◦/-90◦, le mode 2 est dominant, comme le prédit
la théorie. Car le "end-loaded split" est un essai à l’origine qui caractérise le mode 2
dans les matériaux homogènes.

4. Conclusion et Perspective

Afin de prédire les facteurs d’intensité de contraintes dansles matériaux hétéro-
gènes, nous avons décrit la méthode que nous utilisons qui sefait en deux étapes. La
première phase se fait dans l’extraction de l’exposant de lasingularité de contraintes
qui est déterminé via une approche asymptotique. Après avoir obtenu ses exposants,
nous les injectons dans un calcul d’éléments finis original baptisé "Métis". Cet élé-
ment a la particularité d’être un hybride dont la fonctionnelle ne s’écrit qu’en fonction
d’intégrale de volume, pour une meilleur précision numérique. Pour finir, l’exemple
du "end-loaded split" a été effectué. Dans l’avenir, il faudrait déterminer les facteurs
d’intensité de contraintes critiques expérimentalement,ainsi nous pourrions les incor-
porer dans le code ce qui nous permettrait d’avoir une idée sur la propagation du front
de fissure.
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