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RESUME. Cet article s’intéresse au comportement dynamique de systemes dont les équations
du mouvement présentent des coefficients paramétriques périodiques et un second membre
aléatoire. Une formulation spectrale permet d’exprimer la densité spectrale de puissance
(DSP) de la réponse forcée de tels systémes en fonction de la DSP de I’excitation et d’une
fonction bi-fréquentielle.

ABSTRACT. This paper investigates the dynamical behavior of systems whose equations of
motion present periodic parametrical coefficients and a random external excitation. A
spectral formulation gives an expression of the power spectrum density (PSD) of the forced
response of such systems as a function of the excitation PSD and a bi-frequency function.

MOTS-CLES : Vibration, stochastique, paramétrique, méthodes spectrales.
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1. Introduction

Présents dans de nombreuses applications industrielles, les systémes

mécaniques, dont les équations du mouvement sont a coefficients périodiques, ne
présentent pas de solution analytique pour 1’étude des réponses libres et forcées. A
ce jour, la plupart des travaux concernent uniquement le probléme de stabilité
associé aux réponses libres (Marghitu et al., 1998, Friedmann et al. 1977). En régime
forcé, si I’excitation externe appliquée a ces systemes est déterministe,
I’implémentation d’une méthode temporelle ne pose pas de probléme. En revanche,
dans le cas ou I’excitation est un processus aléatoire, 1’absence de solution
analytique complique I’implémentation de méthode numérique. La simulation de
Monte Carlo est le moyen le plus utilisé pour obtenir une estimation de la densité
spectrale de puissance (DSP) de la réponse, mais son coft de calcul est par essence
prohibitif. Par ailleurs, des formules analytiques applicables uniquement a des
systétmes de faible dimension (Dimentberg et al., 2002) et des décompositions
modales transformant les équations en systémes invariants dans le temps (Suh et al.,
2005) ont été développées.
Dans cet article, une approche spectrale simple et originale permet d’estimer la
réponse d’un systéme a coefficients paramétriques périodiques soumis a une
excitation aléatoire. Elle est validée en confrontant les résultats obtenus a ceux
d’une simulation de Monte Carlo sur deux exemples de systémes discrets.

2. Densité spectrale de puissance de la réponse

Les équations du mouvement d’un systéme paramétrique s’écrivent :

M(®)y () +COy (1) + KDy () = x() [1]

ou M(1), C(t) et K(t) sont ici des matrices a coefficients périodiques respectivement
de masse, amortissement et raideur. Le second membre {x(t)} est supposé étre un
processus aléatoire ergodique et stationnaire du second ordre. Le systeme
d’équation [1] étant supposé asymptotiquement stable au sens de Lyapunov, la
réponse forcée peut €tre obtenue suivant la théorie des systémes linaires. Pour cela,
on construit un nouveau processus ergodique et stationnaire du second ordre {x(t)}
que I’on nommera « processus tronqué ». En effet, ses N échantillons indépendants
sont ceux du processus initial {x(t)} définis sur la durée finie T. Ainsi, il est possible
d’exprimer la réponse y7(t) du systéme soumis a la k™ fonction échantillon
x7¥(t) du processus tronqué :

¥i(®) = [ h(z,Oxf t-7)d7 2]

ou le terme h;(7t) de la matrice h(7t) correspond a la réponse au temps t du ddl i du
systéme soumis a une impulsion unitaire appliquée au ddl j au temps (t-7). En
exprimant h(zt) a partir de sa transformée de Fourier bilin¢aire H(ax, @)
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1

h(z,t) = =

[ | H(@, @) dade, [3]

et aprés changements de variable, la transformée de Fourier de la fonction
échantillon tronquée X1 (t) apparait dans 1’expression de la réponse y1(t) :

1 = | 1 ¢= :
(=2 L«{E | H(@,0-0)X(a)do e dw [4]

La transformée de Fourier inverse de 1’équation [4] permet alors de définir
I’expression de la réponse fréquentielle :

Y#(w)=§j_z H(w, 0-0)X{ (0)d, 3]

Selon Axisa (2001), des estimateurs des DSP des processus tronqués {xr(t)} et
{yr(t)} sont obtenus par :

St (@.T) =X (@)X] (@) (6]
Sk (0,T) =Y (@)Y, (@)

ou le symbole * signifie « transposée conjuguée de ». En introduisant [5] dans [6]
et en considérant la moyenne des estimateurs de DSP de chaque fonction
¢chantillon, on obtient I’expression des estimateurs des DSP des processus
tronques :

B N
S_.(@.T)=lim iZSEX(aa,T)}
N—>oo_N o
1 [7]
S, @T)=lim| 38, (am}

77 Ho,0-w),. |1 : H (0, 0-w
- [ [ A 2)$lg{ﬁ;><$<w2>x$<aa>} 0= g gdo,

—00 —oo

Or, selon Bendat (1990), 1a moyenne du produit fréquentiel croisé est donnée par :

: 1 & .

lim {WZ X (@)X (aa)} =S, (@, T)8(@ - @) (8]
k=1

ou Xay-ay) est le symbole de Kroenecker. Aprés avoir introduit [8] dans [7] et

intégré par rapport a @y, on fait apparaitre 1’expression de la DSP du processus

réponse {y(t)} en faisant tendre T vers+oo :
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S,y (0)=— [ H(@,0-0)S(0)H (0, 0-3)d, 9]

4r’
ou S(@r) est la DSP du processus initial de I’excitation. On remarque que le calcul
de Syy(@) dépend de la connaissance du bi-spectre H(ay, @ @;) que 1’on propose ici
de calculer par un processus numérique travaillant dans le domaine spectral.

3. Calcul du bi-spectre
Considérons la réponse z,(ap,t) du systtme a y ()= ue/dont la p*™
composante du vecteur u est €gale a 1 alors que toutes les autres sont nulles :

z,(@,1)= jT h(z,Hue’"dz [10]

Reconnaissant la transformée de Fourier de h par rapport a 7 dans [10], on calcule
celle de zp(a,t) par rapport a t:

Z,(0,0) = H,(a,te""dt=H,(q,0-a) [11]

ou I’indice p signifie « p*™ colonne de ». On constate donc que les colonnes de la
matrice bi-spectre H(a, @ @) sont les réponses spectrales du systéme soumis a e!
sur chacun de ses degrés de liberté. Le calcul de ces réponses spectrales est effectué
en utilisant une méthode spectrale itérative développée par Perret-Liaudet (1996).

4. Applications

On propose ici deux applications sur des systemes discrets a 1 et 2 degrés
de libert¢ permettant de valider I’approche spectrale précédemment décrite. La
validation est obtenue en comparant les DSP de réponse de la méthode spectrale a
celles issues d’une simulation de Monte Carlo temporelle. L’excitation externe
appliquée de ces deux systémes est un processus gaussien, stationnaire, ergodique, a
moyenne nulle, défini par un bruit blanc d’amplitude Sy tronqué sur la gamme [-
40.96 ; 40.96] rad/s.

4.1. Systéeme a un degré de liberté

On s’intéresse ici au systeme a 1 degré de liberté défini par I’équation du
mouvement :

V(1) +20Qy(t) + Q [1+ ug, ()] y(t) = X(t) [12]

ou Q=1rad/s et o« = 0.01 sont respectivement la fréquence naturelle et le
coefficient d’amortissement du systéme. La fonction paramétrique régissant le terme
de raideur est définie par g(t) = cos(at) + cos(3a@t) ou la fréquence interne est @) =
0.2 rad/s. Elle est controlée par le parametre ¢=0.2. La présence d’un terme
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paramétrique dans 1’équation du mouvement [12] pouvant €tre source d’instabilité,
on vérifie, en appliquant la théorie de Floquet, que le systéme est stable sous ces
conditions de fonctionnement. La figure I.a) compare la DSP adimensionnée
(rapportée a I’amplitude du bruit blanc S;) de réponse forcée calculée par la
méthode spectrale avec celle issue d’une simulation de Monte Carlo sur 1000
¢chantillons. Le gain de temps de calcul de la méthode spectrale (35 fois plus rapide
que Monte Carlo) et la trés bonne corrélation des résultats (moins de 10 % d’erreur
sur les résonances) prouvent I’efficacité de la méthode proposée.

S /s S,y /8

0 0.5 1 1.5 2 .
o (rad/s) o (rad/s)

Figure I. DSP de réponse du 1°" ddI des systemes a : a) 1 ddi b) 2ddl .

Trait plein : méthode spectrale, points : simulation de Monte Carlo

4.2. Systeme a deux degreés de liberté

Pour démontrer I’efficacité de la méthode sur un systéme a plusieurs degrés de
liberté, on a considéré ici le cas d’un systtme a 2 degrés de liberté dont les
¢quations du mouvement s’écrivent :

1 o] {yl<t>}+ {yl(nHkl(mkz(t) —Ig(t)} {m(t)}: {0.5x(t)} [13]
0 1 YZ(t) Yz(t) _kz(t) kz(t) yz(t) x(t)

ou les raideurs paramétriques sont : k;(t) = 1+ucos(at) et k,(t) = 1+ucos(ayt+n).
Les valeurs d’amortissement étant proportionnelles aux raideurs, les équations
peuvent étre découplées par une décomposition en modes réels. Pour le calcul en
réponse forcée, les coefficients d’amortissement modal o4 = & = 5 % et les
conditions de fonctionnement = 0.3 et @ = 0.3 rad/s ont été considérés. Une fois
encore la théorie de Floquet a été employée pour s’assurer de la stabilité du systeme.
La figure L.b) trace les DSP adimentionnées de réponse obtenues avec les deux

méthodes (spectrale et Monte Carlo). Une fois encore la trés bonne corrélation des
résultats (moins de 1% d’erreur) et la rapidité de calcul (30 fois plus rapide que la

c,+C, -C
-c, ¢
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simulation de Monte Carlo) prouvent l’intérét d’utiliser la méthode pour des
systemes a plusieurs degrés de liberté.

5. Conclusion

Dans cet article, une approche spectrale originale a été présentée pour le calcul
de la réponse forcée de systémes a coefficients périodiques et a second membre
aléatoire. Cette méthode permet d’obtenir une approximation de la DSP de réponse
directement a partir de la DSP de I’excitation et d’un bi-spectre balayant toutes les
fréquences de I’excitation. L’intérét de 1’approche a été démontrée sur 2 exemples
de systémes discrets. Il serait intéressant de 1’appliquer a des systémes continus.

Remerciements : Nous tenons a remercier Fabrice Poirion pour ses précieux
conseils en matiere de processus aléatoires.
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