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40 rue du Pelvoux 91020 Évry Cedex, France
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RÉSUMÉ. Dans beaucoup de problèmes de mécanique des solides, la prise en compte du contact
avec frottement joue un rôle prépondérant. La bonne prédiction des effets du contact avec frot-
tement devient un enjeu majeur pour les industriels. Dans ce travail, nous proposons une ex-
tension de la méthode du bi-potentiel, proposée par De Saxcé et Feng, pour l’analyse des pro-
blèmes d’impact entre plusieurs corps déformables. Pour cela, nous optons pour un schéma
d’intégration du premier ordre qui permet de ne pas faire intervenir l’accélération, non défi-
nie au moment du choc, dans les calculs. Le modèle ainsi développé combine la méthode du
bi-potentiel pour la résolution du problème du contact et un schéma du premier ordre pour
la discrétisation temporelle. L’application numérique proposée met en évidence la validité et
l’efficacité de la méthode.

ABSTRACT. In many problems of solid mechanics, taking into account the frictional contact plays
an important role. Good prediction of the results of contact with friction becomes then a pre-
vailing element for the industry. In this work, an extension of the bi-potential method, proposed
by De Saxcé & Feng, is presented for the modeling of impact problems involving several de-
formable bodies. To this purpose, we choose a first order time integrator which avoids to take
account for the acceleration which is undefined at the impact instant. The model so devel-
oped combines the bi-potential method to solve contact problems and a first order scheme for
the time integration. The numerical application illustrate clearly the validity and efficiency of
the method.

MOTS-CLÉS : contact, impact, dynamique, méthodes numériques, éléments finis.
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1. Introduction

Pour de nombreux problèmes de mécanique, il est essentiel que la prédiction des
phénomènes de contact avec frottement soit faite avec précision. De nombreuses mé-
thodes ont été mises au point pour traiter cette difficulté par le biais de la méthode
des éléments finis dont le lecteur trouvera un exposé de synthèse dans l’ouvrage de
Wriggers (Wriggers, 2002). Dans ce travail, nous proposons une extension de la mé-
thode du bi-potentiel, proposée par De Saxcé et Feng (De Saxcé et al., 1998) pour le
traitement des problèmes de contact en quasi-statique, pour l’analyse des problèmes
d’impact entre plusieurs corps déformables. Pour cela, nous envisageons tout d’abord
l’utilisation d’un schéma d’intégration classique du second ordre de la famille des
schémas de Newmark. Après analyse du comportement de la méthode ainsi obtenue
et des difficultés qu’elle engendre, nous proposons d’étudier la solution qui consiste
à adopter un schéma du premier ordre. En particulier, ce choix permet de ne pas faire
intervenir l’accélération, non définie au moment du choc, dans les calculs. Le modèle
développé combine ainsi la méthode du bi-potentiel pour la résolution du problème
du contact à un schéma du premier ordre pour la discrétisation temporelle.

2. Schémas d’intégration implicites

Dans notre travail, nous utilisons la méthode du bi-potentiel pour traiter le pro-
blème du contact. Dans cette méthode, les forces de contact sont ajoutées à la formu-
lation discrétisée du problème sans contact comme une seconde forme d’efforts ex-
térieurs, notés Rc(U) et inconnus à priori. Les équations du mouvements s’écrivent
alors sous la forme :

MÜ = (Fint) + (KT ) δU − (Fext) + (Rc(U)) [1]

où δU et Rc(U) sont les deux inconnus du système à résoudre. Nous ne traiterons
pas ici de la méthode du bi-potentiel qui permet de déterminerRc(U) à chaque pas de
temps. Cette dernière a été abondamment détaillée dans le passé pour des problèmes
de contact en statique (De Saxcé et al., 1991, Feng, 1995, De Saxcé et al., 1998).

2.1. Schéma de Newmark

Le schéma d’intégration de Newmark est sans aucun doute le schéma implicite le
plus utilisé pour les problèmes de dynamique. Il est basé sur les hypothèses suivantes :

⎧⎨
⎩

U̇t+Δt = U̇t + Δt
[
(1 − γ) Üt + γÜt+Δt

]
,

Ut+Δt = Ut + ΔtU̇t + (Δt)
2
[(

1
2 − β

)
Üt + βÜt+Δt

]
,

[2]

où γ et β sont des paramètres de l’algorithme desquels dépendent la stabilité et la pré-
cision du schéma d’intégration obtenu. Il a été démontré dans (Goudreau et al., 1972)
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que le schéma est inconditionnellement stable dans le cadre des petites perturbations si
γ ≥ 0, 5 et β ≥ (2γ + 1)2/16. Dans la suite, nous utiliserons le couple de paramètres
(γ = 0, 5; β = 0, 25) équivalent à la règle du trapèze qui est du second ordre.

2.2. Méthode du premier ordre

Dans ses travaux, Jean (Jean, 1999) a développé un schéma d’intégration du pre-
mier ordre à partir d’une formulation du problème en terme de vitesse. En intégrant
l’équation d’équilibre discrétisée sur l’intervalle de temps [t, Δt], il obtient la formu-
lation suivante :∫

t+Δt

t

MdU̇ +

∫
t+Δt

t

Fint dt =

∫
t+Δt

t

Fext dt +

∫
t+Δt

t

Rc(U) dt. [3]

L’algorithme proposé est basé sur les approximations suivantes (θ-méthode) :⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Ut+Δt − Ut = Δt
(
(1 − θ) U̇t + θ U̇t+Δt

)
où 0 ≤ θ ≤ 1.∫

t+Δt

t
M dU̇ = M

(
U̇t+Δt − U̇t

)
,∫

t+Δt

t
F dt = Δt ((1 − ξ)Ft + ξ Ft+Δt) ,∫

t+Δt

t
Rc dt = Δt (Rc)t+Δt.

[4]

où F représente le vecteur global des forces internes ou le vecteur global des forces
externes et 0 ≤ ξ ≤ 1. À la fin de chaque pas de temps, la vitesse est réactualisée par :

U̇t+Δt =
(
1 −

1

θ

)
U̇t +

1

θ Δt
(Ut+Δt − Ut). [5]

En prenant θ =
1

2
, ce schéma correspond à la règle du trapèze implicite, qui est

également analogue à la méthode développée par Tamma et Namburu (Tamma et al.,
1990) dans laquelle l’accélération n’a pas besoin d’être calculée. Simo et Wong (Simo
et al., 1991) ont montré que ce schéma préserve l’énergie totale et l’équilibre pour les
problèmes dynamiques sans contact. Nous utilisons les paramètres ξ = θ = 0, 5 pour
ce schéma d’intégration.

3. Application numérique

Pour tester la méthode obtenue, nous étudions le problème simple de l’impact entre
deux barres élastiques en 2D dont nous connaissons la solution analytique. Les deux
barres sont identiques : longueur des barres L = 10, module de Young E = 1000,
masse volumique : ρ = 0, 001. Nous imposons aux deux barres une vitesse initiale
égale en module et opposée en direction : u̇

(1)
0 = −u̇

(2)
0 = (1, 0; 0, 0). Initiale-

ment, les deux barres sont séparées par un interstice d’une distance égale à 0, 2. La
simulation porte sur une durée totale T = 0, 04 et nous adoptons le pas de temps
Δt = 0, 00001.
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3.1. Schéma de Newmark

Sur la figure 1, nous présentons les résultats obtenus pour le déplacement de l’ex-
trémité de la barre qui entre en contact. Dès que l’impact a lieu, nous observons de
fortes oscillations et le résultat numérique s’écarte très nettement du résultat escompté.
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Figure 1. Déplacement du point d’impact (Newmark)

La figure 2 représente l’évolution de l’énergie totale du système (Et) au cours du
temps. Sur la figure sont également présentées les évolutions des énergies cinétiques
(Ec) et élastique du système (Ee). L’énergie totale croît de manière très importante
pendant le contact. Cette évolution n’est pas acceptable d’un point de vue physique et
explique en grande partie l’échec de la simulation. Dans les problèmes d’impact et de
choc, l’enjeu semble donc être de contrôler l’énergie totale du système afin d’assurer
la convergence du système.
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Figure 2. Évolution de l’énergie (Newmark)
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3.2. Schéma du premier ordre

Sur la figure 3, nous retrouvons les courbes représentant le déplacement du point
d’impact au cours du temps. Nous pouvons estimer que la corrélation entre le résultat
numérique et le résultat théorique est tout à fait remarquable. Les deux courbes sont
quasiment superposées et nous n’observons pas d’oscillations de la position du point
de contact durant le choc.
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Figure 3. Déplacement du point d’impact (premier ordre)

Le bon comportement de la méthode se retrouve sur la courbe représentative de
l’évolution des énergies du système (figure 4). Une nouvelle fois, le résultat est remar-
quable : l’énergie du système reste presque parfaitement constante tout au long de la
simulation.
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Figure 4. Évolution de l’énergie (premier ordre)
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4. Conclusions

Dans cette communication, nous présentons les résultats des travaux effectués pour
étendre le domaine d’application de la méthode du bi-potentiel aux problèmes d’im-
pact. Dans un premier temps, nous avons montré que l’utilisation du schéma de New-
mark dans sa formulation classique n’est pas une solution stable. Il est cependant
intéressant de noter que nombreux travaux ont été menés pour adapter le schéma de
Newmark aux problèmes d’impact (Armero et al., 1998, Laursen et al., 1997) mais
au prix d’un effort de développement important. Dans un second temps, le choix d’un
schéma du premier ordre aboutit à des résultats très encourageants. En particulier,
cette association avec la méthode du bi-potentiel permet de maîtriser l’énergie totale
du système tout au long de la simulation. Il est alors possible, pour un problème d’im-
pact avec frottement, de quantifier de manière précise l’énergie mécanique dissipée
par frottement. Ce point fort de la méthode a été développé dans (Feng et al., 2005).
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