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RÉSUMÉ. Une méthode de résolution est proposée pour le problème de Cauchy associé à
l’équation de Laplace. Elle s’appuie sur un nouveau système d’équations intégrales de fron-
tière. Des simulations numériques prouvent l’efficacité, la précision, la robustesse aux bruits
ainsi que la capacité de la méthode à débruiter les données.

ABSTRACT. A resolution method for a Cauchy problem is proposed. It is based on a new system
of boundary integral equations. Numerical simulations highlight the efficiency, the accuracy,
the robustness to noises on data and the ability to deblur noisy data.

MOTS-CLÉS : Equations intégrales de frontière, méthode des élements de frontière, problème in-
verse, problème de Cauchy, complétion de données.

KEYWORDS: Boundary integral equation, boundary element method, inverse problem, Cauchy
problem, data completion.
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1. Introduction

Les problèmes inverses dits de complétion de données interviennent dans de nom-
breux domaines de la physique, comme par exemple en thermique, en mécanique ou
en électrostatique. Ils trouvent, entre autres, des applications en contrôle non destruc-
tif ou dans le domaine médical.
Nous nous intéressons ici au problème de Cauchy associé à l’équation de Laplace :⎧⎨

⎩
Δu = 0 dans Ω ⊂ R2

u = φd sur Γd

u′ = ψd sur Γd

[1]

où u′ est la dérivée normale de u et Γd est une partie de la frontière Γ = ∂Ω sur la-
quelle des conditions aux limites surabondantes sont prescrites. Le but est de calculer
u et sa dérivée normale u′ sur la partie de frontière complémentaire Γi = Γ \ Γd. Ce
problème (1) admet une et une seule solution lorsque les données φd et ψd sont compa-
tibles. De nombreuses méthodes ont déjà été proposées (Andrieux et al., 2006, Bour-
geois, 2005, Cimetière et al., 2001, Hayashi et al., 2002, Kozlov et al., 1991, Lesnic
et al., 1997, Tikhonov et al., 1977) pour résoudre ce problème.
Dans le but d’améliorer la reconstruction de la dérivée normale u′, nous avons intro-
duit une méthode d’ordre un (Cimetière et al., 2005, Delvare et al., 2007). Elle couple
la détermination de la solution u de (1) à la détermination de deux inconnues auxi-
liaires u1 et u2 qui s’avèrent coïncider avec les deux dérivées partielles de u, lorsque
les données φd et ψd du problème d’ordre zéro (1) sont compatibles. Le problème
d’ordre un fait appel à des données aux limites sur Γd qui doivent être obtenues à
partir des seules données φd et ψd. L’évaluation de ces informations complémentaires
nécessitent de dériver tangentiellement la donnée φd deux fois et la donnée ψd une
fois. Ces dérivées tangentielles sont évaluées numériquement.
Nous proposons ici une méthode de résolution pour le problème de Cauchy (1) qui est
basée sur le principe de la méthode d’ordre un mais qui ne nécessite pas l’évaluation
numérique d’informations complémentaires sur Γd. Cette méthode repose sur l’utili-
sation d’un nouveau système d’équations intégrales de frontière qui couplent les deux
dérivées partielles d’une fonction harmonique, sans faire intervenir leurs dérivées nor-
males.

2. Un système d’équations intégrales pour les dérivées partielles

Soit un domaine Ω ⊂ R2, de frontière Γ supposée régulière pour simplifier l’ex-
posé. L’équation intégrale classique associée à l’équation de Laplace (Bonnet, 1999)
est pour tout x ∈ Γ :

r(u, u′)(x) =
1

2
u(x) +

∫
Γ

∂G(x, y)

∂n
u(y)ds −

∫
Γ

G(x, y)u′(y)ds = 0 [2]

où G est la solution fondamentale de Green usuelle.
Sous l’hypothèse de régularité u ∈ C2(Ω) ∩ C3(Ω), on obtient d’abord :
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Δ(
∂u

∂xi

) =
∂(Δu)

∂xi

= 0 dans Ω, pour i =1,2 [3]

puis, par prolongement sur le bord Γ de l’équation Δu = 0, on obtient :
∂

∂n

∂u

∂x2

=
∂

∂s

∂u

∂x1

∀x ∈ Γ [4]

∂

∂n

∂u

∂x1

= −
∂

∂s

∂u

∂x2

∀x ∈ Γ [5]

Ces relations sont introduites dans l’équation intégrale (2). Nous obtenons ainsi, après
intégration par parties, deux équations intégrales couplant uniquement les valeurs sur
la frontière des deux dérivées partielles de u (6 -7).

R1(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

)(x) =
1

2

∂u

∂x1

(x) +

∫
Γ

∂G(x, y)

∂n

∂u

∂x1

(y)ds

−

∫
Γ

∂G(x, y)

∂s

∂u

∂x2

(y)ds = 0 ∀x ∈ Γ

[6]

R2(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

)(x) =
1

2

∂u

∂x2

(x) +

∫
Γ

∂G(x, y)

∂n

∂u

∂x2

(y)ds

+

∫
Γ

∂G(x, y)

∂s

∂u

∂x1

(y)ds = 0 ∀x ∈ Γ

[7]

3. Application à la régularisation du problème de Cauchy

Nous introduisons le problème (8) suivant :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

r(u, n1u1 + n2u2) = 0 sur Γ (a)∫
Γ

(n1u1 + n2u2)ds = 0 (b)
u = φd sur Γd (c)
n1u1 + n2u2 = ψd sur Γd (d)
R1(u1, u2) = 0 sur Γ (e)
R2(u1, u2) = 0 sur Γ (f)

[8]

Comme dans (Cimetière et al., 2005), nous distinguons les informations certaines (re-
lations caractérisant l’équilibre (8a et 8b) des données incertaines (conditions aux li-
mites (8c et 8d). Nous introduisons un algorithme itératif à effet régularisant évanes-
cent (9) où les relations intégrales reliant les dérivées partielles (8e et 8f) sont utilisées
comme un terme de contrôle :⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

Soient c > 0 , α > 0 et U0 ∈ H(Γ)

Trouver U
k+1 = (uk+1, uk+1

1 , uk+1

2 ) ∈ H(Γ) tel que
Jk

c
(Uk+1) ≤ Jk

c
(V) ∀V ∈ H(Γ) avec :

Jk
c
(V) = ||v − φd||

2
Γd

+ ||(v1n1 + v2n2) − ψd||
2
Γd

+ c ||v − uk||2Γ
+α ||R1(v1, v2)||

2
Γ + α ||R2(v1, v2)||

2
Γ

[9]

où H(Γ) est l’espace des traces de fonctions vérifiant les données fiables (8a et 8b).
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4. Discrétisation par la méthode des éléments de frontière

4.1. Représentation discrète de l’espace H(Γ)

L’équation intégrale (8a) est écrite sous forme discrétisée. Si on considère que la
frontière Γ est approximée par N éléments de frontière et que l’équation intégrale est
écrite au milieu de chaque élément, nous obtenons alors un système linéaire de N

équations de la forme :

AU + B1U1 + B2U2 = 0 [10]

où A, B1 et B2 sont des matrices qui dépendent seulement de la géométrie de la fron-
tière et les vecteurs U , U1 et U2 sont respectivement constitués des valeurs discrètes
de la fonction et de ses deux dérivées partielles supposées constantes sur chaque élé-
ment de frontière. La discrétisation de la relation (8b), caractérisant aussi l’équilibre,
conduit à une relation scalaire reliant les composantes de U1 et U2.

L’espace H(Γ) peut donc être caractérisé de manière discrète par le système li-
néaire (11) de N + 1 équations avec 3N inconnues :{

AU + B1U1 + B2U2 = 0
NT

1 U1 + NT
2 U2 = 0

[11]

4.2. Représentation discrète des relations intégrales (6) et (7)

Considérant à nouveau la discrétisation du paragraphe 4.1, la relation intégrale (6)
s’écrit sous la forme d’un système linéaire de N équations :

AU1 − CU2 = 0 [12]

et la relation intégrale (7) sous la forme d’un système linéaire de N équations :

CU1 + AU2 = 0 [13]

4.3. Discrétisation de l’algorithme itératif

La formulation discrète du processus itératif (9) conduit à chaque pas à un pro-
blème d’optimisation sous contraintes égalités :⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

Trouver Ψk+1 = (Uk+1, Uk+1
1 , Uk+1

2 ) ∈ R3N tel que
Jk(Ψk+1) ≤ Jk(Ψ) ∀Ψ ∈ R3N

sous les contraintes égalités :
AU + B1U1 + B2U2 = 0
NT

1 U1 + NT
2 U2 = 0

[14]

Nous introduisons un vecteur composé de N + 1 multiplicateurs de Lagrange pour
prendre en compte les N + 1 contraintes égalités et aboutissons à la résolution d’un
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système linéaire de 4N + 1 équations à 4N + 1 inconnues. Dans (Cimetière et al.,
2005), le système était composé de 9N + 1 équations à 9N + 1 inconnues.

5. Simulations numériques

Les simulations numériques ont pour but de présenter les potentialités de la mé-
thode, en particulier dans le cas d’un niveau de bruit important entachant les données.
Dans le premier cas, le domaine considéré est un carré (figure 1) et la fonction à re-
construire est :

u(x1, x2) = cosx1 coshx2 + sin x1 sinh x2 [15]

Les données φd et ψd sont entachées d’un bruit de mesure de 10%. La reconstruction
de u est parfaite. La figure 2 donne la reconstruction de la dérivée normale.
Dans le second cas, le domaine considéré ainsi que le support des données sont préci-
sés sur la figure 3. La fonction à reconstruire est :

u(x1, x2) =
x2

(x1 −
1

2
)
2

+ x2
2

[16]

La figure 4 (respectivement figure 5) donne la reconstruction de la dérivée normale
lorsque les données sont exactes (respectivement entachées d’un bruit de mesure de
10%). Dans ce cas, les reconstructions de u sont excellentes.
On constate dans tous les cas que les reconstructions sont précises lorsque le domaine
est à frontière non régulière. Elles montrent aussi que la méthode fournit des résultats
très précis, même en présence de niveaux de bruits importants.
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Figure 1. Domaine d’étude
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Figure 2. Reconstruction de u′, bruit
sur u et u′ de 10%
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Figure 3. Domaine d’étude
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Figure 4. Reconstruction de u′, don-
nées non bruitées
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Figure 5. Reconstruction de u′, bruit
sur u et u′ de 10%
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