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RÉSUMÉ. On propose une approche multi-échelle pour la simulation numérique des écoulements
dans les milieux poreux fissuré. A l’échelle d’une fissure, l’écoulement est supposé unidimensio-
nel. Le couplage est ensuite assuré avec l’écoulement dans le réseau poreux grâce aux termes
d’interfaces apparaissant dans l’écriture d’une formulation faible en présence d’une interface
de discontinuité. Pour prendre en compte de tels phénomènes indépendemment d’un maillage
pré-existant, la méthode de Partition de l’Unité est ensuite utilisée afin d’enrichir les champs
de déplacement et de pression.

ABSTRACT. A multi-scale approach of the fluid flow in fractured porous media is proposed. A
weak formulation enables the coupling between the flow in the bulk and the 1D flow inside a
crack. For a mesh independent description, the Partition of Unity method is used to enrich the
displacement as well as the pressure interpolation.

MOTS-CLÉS : mileux poreux, écoulements, simulations multi-échelles, fissuration.

KEYWORDS: porous medium, fluid flow, multi-scale modelling, fracture.
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1. Introduction

Depuis les travaux de Terzaghi (Terzaghi, 1943) et Biot (Biot, 1965), l’écoulement
des fluides dans les milieux poreux déformables est un sujet d’étude en ingénierie.
En effet, ce sujet est crucial dans la compréhension de nombreux systèmes. On men-
tionnera la géotechnique, l’ingénierie pétrolière comme les exemples d’applications
les plus classiques. Mais, le fait que beaucoup de tissus humains sont en fait des mi-
lieux poreux, et doivent être étudiés comme tels, donnent de nouvelles perspectives à
l’étude des écoulements au sein des milieux poreux.

De plus, la présence d’endommagement comme les fissures, les failles, les bandes
de cisaillements modifient grandement les caractéristiques des écoulements. En effet,
la physique qui les gouvernent à l’intérieure de telles discontinuités est très différente
de celle des écoulements intersticiels dans un milieu poreux déformable. Ces diffé-
rences affectent donc l’allure des écoulements et des déformations à proximité de la
discontinuité.

Dans cette contribution, nous développons un modèle numérique général pour
l’étude des écoulements de fluides dans les milieux poreux fracturés. En s’appuyant
sur de précédents travaux dans lesquels nous avons élaboré une méthode numérique
pour la propagation de rupture dans les milieux poreux saturés (Réthoré et al., 2006a),
(de Borst et al., 2006), nous étendons cette étude pour inclure les écoulements à
l’intérieur des cavités crées par la présence de fissures. Pour ce faire, on adopte une
modélisation à deux échelles. Ensuite, les propriétés de partition de l’unité des fonc-
tions de formes éléments finis (Babuska et al., 1997) sont exploitées afin d’enrichir
l’interpolation des champs de déplacement et de pression au voisinage des disconti-
nuités.

2. Écoulement au sein d’une cavité

A l’échelle fine, l’écoulement à l’intérieur de la cavité de la fissure ouvrante est
modélisé en utilisant l’équation de de conservation suivante :

μ∇ · ∇v = ∇p [1]

où μ est la viscosité du fluide, v sa vitesse et p sa pression. Comme l’ouverture de
cette cavité peut, dans un premier temps, être négligé par rapport à sa longueur. on
obtient les simplifications suivantes :

0 =
∂p

∂y
; μ

∂2v

∂y2
=

∂p

∂x
[2]

dans la direction normale nΓd
et dans la direction tangentielle à la fissure tΓd

. x, y

repère la position d’un point matériel dans la cavité. v est la vitesse du fluide dans la
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direction tΓd
. La pression p est donc constante à travers la cavité. En intégrant deux

fois l’équation [2b] on obtient le profil de vitesse suivant :

v(y) =
1

2μ

∂p

∂x
(y2 − h2) + vf [3]

où v = vf = vf · tΓd
a été utilisé comme condition à la paroi en y = −h et y = h.

De façon analogue, et sous les mêmes hypothèses, on peut obtenir l’équation de
conservation de la masse :

∂v

∂x
+

∂w

∂y
= 0 [4]

où w = vm · nΓd
. Pour relier cet écoulement à l’échelle “micro” (échelle de la fis-

sure), avec l’écoulement dans le réseau poreux environnant, on intègre l’équation de
conservation de la masse à travers la cavité :

∫ h

−h

∂v

∂x
dy +

∫ h

−h

∂w

∂y
dy = 0 [5]

Après quelques manipulations, on obtient :

�w� = w(h) − w(−h) =
2

3μ

∂

∂x

(
∂p

∂x
h3

)
− 2h

∂vf

∂x
[6]

3. Écoulement principal

On choisit de décrire la physique dans le réseau poreux par le champ de déplace-
ment de la phase solide et le champ de pression dans le fluide. En se plaçant dans le
cadre de l’hypothèse des petites perturbations et des petites variations de concentra-
tion, on obtient finalement en négligeant les termes convectifs :

Dtan∇sus −∇p = 0 [7]

pour la conservation de la quantité de mouvement (σσσ est le tenseur des contraintes de
Cauchy,Dtan la matrice de comportement élastique de la phase solide) et

α∇ · vs − kf∇∇p +
1

Q

∂p

∂t
= 0 [8]

pour la conservation de la masse (kf est le coefficient de perméabilité introduit par
l’adoption de la loi de Darcy nf (vf − vs) = −kf∇p et Q le module de Biot).

On élabore ensuite une formulation faible en présence d’une discontinuité Γd. Il
en découle les équations suivantes :

∫
Ω

(∇ · ηηη) · σσσ dΩ +

∫
Γd

�ηηη ·σσσ� · nΓd
dΩ =

∫
Γ

ηηη · tp dΩ [9]
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et

−
∫

Ω

αζ∇ · vs dΩ +

∫
Ω

kf∇ζ · ∇p dΩ −
∫

Ω

ζQ−1ṗ dΩ

+

∫
Γd

nΓd
· �ζ nf (vf − v)� dΓ =

∫
Γ

ζnΓ · qp dΓ

[10]

ηηη et ζ sont les fonctions tests pour le déplacement solide et la pression fluide. Pour
l’équation [9], les conditions aux limites suivantes ont été utilisées sur des parties
complémentaires ∂Ωt et ∂Ωu de la frontière :

nΓ · σσσ = tp , u = up [11]

tp étant les efforts extérieurs imposés et up les déplacement imposés. Pour l’équa-
tion [10], on applique sur des parties complémentaires ∂Ωp et ∂Ωp de la frontière les
conditions aux limites suivantes :

nf (vf − vs) · nΓ = qp · nΓ , p = pp [12]

qp · nΓ et pp étant respectivement le flux et la pression imposés.

4. Couplage entre les écoulements

La présence d’un terme d’intégrale sur l’interface de discontinuité permet de cou-
pler l’écoulement dans la cavité à l’écoulement dans le réseau poreux. Le couplage
mécanique provient des efforts appliqués par le fluide dans la cavité sur les faces de
celle-ci :

σσσ · nΓd
= −pnΓd

on Γd [13]

Le couplage par transfert de masse se simplifie alors (les champs p et donc ζ étant
continus à l’interface) et le terme nfnΓd

· � vf −vs� est obtenu à partir des équations
moyennées de l’écoulement dans la cavité :

nΓd
· � vf − vs� = nf

(
2

3μ

∂

∂x

(
∂p

∂x
h3

)
− 2h

∂vf

∂x
− 2

∂h

∂t

)
[14]

avec h = �us� · nΓd
l’ouverture de fissure due au terme de transfert de quantité de

mouvement et vf tel que vf =
(
vs − kf

nf
∇p

)
· tΓd

5. Discrétisation

D’après les résultats obtenus précédemment, les champs de déplacement et de
pression doivent pouvoir décrire une certaine “cinématique”. En effet, le déplacement
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de la phase solide est discontinu à travers l’interface et il présente une forme parti-
culière en

√
r au voisinage de la pointe de la fissure. Pour le champ de pression, le

couplage introduit par l’équation [14] impose une discontinuité de la composante de
la vitesse relative du fluide, soit en utilisant la loi de Darcy, une discontinuité de la
composante normale du gradient de la pression. On choisit d’utiliser la méthode de
partition de l’unité (Babuska et al., 1997) pour enrichir une interpolation éléments fi-
nis classique de manière à satisfaire ces conditions. Le déplacement est décomposé
comme suit :

us =
∑
i∈N

Niūi +
∑

i∈Ncut

NiHΓd
ûi +

∑
i∈Ntip

∑
j∈[1,4]

NiΨj ũij [15]

où Ni sont les fonctions de forme éléments finis classiques supportées par l’ensemble
de nœuds N discrétisant le domaine Ω. Les nœuds du sous-ensemble Ncut ont leur
support complètement coupé par la fissure. Ils portent des degrés de liberté enrichis ûi

associés à la fonction discontinueHΓd
définie par :

HΓd
(x) =

x · nΓd

‖x · nΓd
‖ [16]

Ntip contient les nœuds dont le support contient un front de la fissure. Quatre fonctions
Ψj et leur degrés de liberté correspondant ũij sont supportés par les nœuds de cet
ensemble. Les fonctions singulières sont :

{Ψj}j∈�1,4� =

{√
r cos

θ

2
,
√

r cos
θ

2
sin θ,

√
r sin

θ

2
,
√

r sin
θ

2
sin θ

}
[17]

où r, θ sont les coordonnées polaires dans le repère lié au front de la fissure (voir
(Moës et al., 1999)).

Pour la pression, on utilise la décomposition suivante :

p =
∑
i∈N

Hip̄i +
∑

i∈Npres

HiDΓd
p̂i [18]

où Hi sont des fonctions de forme standards et DΓd
la fonction distance à l’interface.

Cette fonction dont la composante normale du gradient est discontinue, est utilisée
comme enrichissement pour tous les nœuds dont le support est coupé par la fissure
(Npres). Le système non-linéaire obtenu est ensuite résolu par un algorithme itératif
de Newton modifié.

6. Résultats

La figure 1 présente les résultats obtenus pour la simulation de l’écoulement forcé
à travers un massif avec une fissure à 30o. On observe effectivement la discontinuité
de la composante normale du gradient de la pression. Cette discontinuité est dictée
par la modélisation à deux échelles adoptée plus haut. Pour plus de résultats et de
détails concernant l’implémentation de cette technique, le lecteur intéressé est prié
de se référer à (Réthoré et al., 2006b). Une application à la propagation de fissures
cohésives dans les milieux poreux est aussi proposée dans (Réthoré et al., 2006c).
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Figure 1. Composante normale du gradient de pression pour une fissure inclinée à
30o.
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