
HAL Id: hal-01508752
https://hal.science/hal-01508752v1

Submitted on 14 May 2024

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

A new discrete impulse response Gramian and its
application to model reduction

Stéphane Azou, Pascale Bréhonnet, Pierre Vilbé, Léon-Claude Calvez

To cite this version:
Stéphane Azou, Pascale Bréhonnet, Pierre Vilbé, Léon-Claude Calvez. A new discrete impulse re-
sponse Gramian and its application to model reduction. IEEE Transactions on Automatic Control,
2000, 45 (3), pp.533 - 537. �10.1109/9.847738�. �hal-01508752�

https://hal.science/hal-01508752v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


� ��� ����	�
� ������ 	������� �	����� ��� �
� �������
���

� ����� 	���
���

�� ����� �� 	
������ �� ����� �� �� �� ������

����������� 	
����������� �� �������� 	� ���������������� � ��� ���� ����

� !"# �� $��%���&' ()* + ,*,(- &���� ��	�.�/�!���

���� ��� ����

���
	��


���� �������
�� �	���	
��� �� � ��� ������ 	������� �	����� ��	 �����	 
����

����	���
 �����
�
������ �
���� ����	�
� ���� ���
��� �	� ��	���� �� 
��� ��
�� ����

�	����� �� � ���
�������	���
 ��� ��� �� ���� �� ������� � ������� ���
���� ���

������
��� ��
� �
����	� ���
	��������
� ����	������
� ��� �	��� �	������ �� �	�����

��� �����!����� �� 
���� 	���
� �� �������	��	 	���
��� �� ��������
�� ��
� �� �"�

����
 �	����	��

#� ��
	���
���

�������  ������ !
����� "� !# ���� ��� ��
���$�� �% �
��
�� �� �&����'��� �� ��
���  �(

��$�� )
��
 *����� " )*# +�
 ����
 ����(���
��� ��%������$���% ������ $������� ,�- �
 ���$
���

,.- ���) �%������ /��+����� �+ ����� !
����� ��� ���� ��� ���0 � �%���� �����1$���� �����(

$�����

� � ! $����� ������� 0��$� �
� ��
 �
���$�� �+ +�$���� &��� �� ��$$������ ��
�������� �


����%� �+ ��� ������� 
������ � $������� $��� �� ���$
��� $��� 
����$�����%� �� $� �� �������

�% �����& ��� �%����� �2����� +�
 ��� $��
���������% $���$�� 
��������� �+ ��� �%�����

� ,�- ��� ���
��$� �� ����� � ���$��& ��� 1
�� � *�
'�� ��
�����
� �� ��� ��
��� �+ ��� � !�

3�� �
�$���
� ��� ��� �4����� �� ���$
��� $��� � ,5- 0��
� ��� 
������ �� ��� �(*�
'�� ����


������ �� ���$����� ,6- ,7- ,8- � 3��� ������% %����� &��� ���
�4������� �� ��&� +
�2��$���� ��� �

��
&� �

�
 � ��� �����% ����� ��������
 �� ���$��� � ���
���� ��0(+
�2��$% ���
�4������ ��

�$������ +�
 ���$
��� �%����� � ,�9- �% ���$��& ���� ������ ����(������ �� ��0(+
�2��$% ��0�


�



������� ��
 $������� �%������ ���� �
�0��$' ��� ��� ���
$��� 0��� � 
�$��
�$�� �
��+�
�����

,:- ,;- �� �
���
�� ��� 1
�� � ����(������ �� �� � ��
��� �+ ��� !
�� ���
�4 ,�- � �����
  )*

������& �
�$���
�� ���� ����� � ��� $������� $��� ,��- �� � ��� ���$
��� $��� ,.- � �� �����

� ��� ���
�4������ �+ � ��
&% $
���
�� �% � ���&��������� �� � ��
�$� �
�$���� �+ ��� � !�

/�� �+ ��� ��&���
 ��
��
����� ��$��2�� �� ��&&����� �+ � &��� ���
�4������ �� ��0 +
�2��$% ��


�2��
��� <��� ���� ��� ������� � ,�- ,.- ,��- ����� ����% �+ ��� � ! �� 0��&���� "=� !#�

3�� ���
��$� � ,.- ��� ��� 
�$���% �4����� �� *�*) �%����� 0��� ��� ��1���� �+ �

>4����� �������  ������ !
����� ">� !# �� � $���
&�$� �
���
�% �� ����$�� 
���������

,�5- ,�6- ��� ��� ������������

?
�@�0�'� �� ��� ���� �
������ � ��4�� ��� �+ ��� 
������ � ,�- �� ,;- �� ��
��� �  )* ���$��&

*�
'�� ��
�����
�� ����(������ �� ������� 
������ ��
&��� ,�7- � �� �� ����� � � &��
������

��1���� �+ ��� � ! �+ �
��
�� �� �&����'��� ���& ��$$������ ��
�������� ��A�
 ���&
��� �+ ���

������� 
������� 3��� ������ �� �B$��� ��� ������� ��% �� $������� ���� �%������

3�� ������ ��������� +�
 ��� �
���� ����
 �� ��� �4����� �+ ���� ���
��$� �� ���$
��� $���� �!�(

�
������ �������  ������ !
���� "!� !# $������� 0��� �$���
 �
���$�� �+ ��$$������ ��C�
�$��

��A�
 ���� �+ ��� ������� 
������ �� ��
���$�� +�
 ����
 ����(���
��� ��%������$���% ������

���$
��� ���) �%������ �� �� 
������ �� �����
� $��
���������%� ����
�������% �� $
��� !
������

�� �� +��� �� �� ��� ������� �� ��� �%����� �2����� +�
 � ��
��$���
 ����� ���$� 
��
���������

�� �� ���� ���0 ���� ��� $��
�$��
����$ ���%����� $� �� ������� ���& ���� ������� ��
&��� $�(

����� � ��� !� !� �����$���� �+ ����� �
���
���� �� ����� 
���$��� �� ��� ������&���� �� �

�B$��� �
�$���
� �� �
������� 3��  )* �� �����
���� � �0� ��@�
 ����� D � 
���$�� $��
�$��
����$

���%����� �� 1
�� $������� �� ��� ���� *�
'�� ��
�����
� ��A�
 ����(������ �
� 
�������

3�� ��������% �� ��������% �
���
���� �+ ����  )* �
� �������� � ���
�$�� �4����� �� �
������

�� � $����
��� 0��� 0��� '�0 ���$
��� ����� 
���$��� ��$��2��� �� $�

��� ����

$� ��� ����	�
� ����	���%�� ������ &������� �	�����

� ���� ��$��� 0� 1
�� ��1� ��� !� !� �� ��� ���$
��� �
���
���� �+ ���� !
�����

.



��� ��� �� �� �� � ��� �
��
 ������ ����� ���$� 
��������� �+ � ������� ����
� ���$
��� ���) �%����

0��� ������� 
������ ���� � ��&3���

'�!��
��� $�# �0� ��� ���0 ��	�� $�������1�	 2�3���� ���3���� $������ �� 	�4��	 �� 5����6� 7

	^c?n� �� � �
^n�3�� 
^n�3�� ��c�'�c���c?n� � � � ��� �� � � � � 	 "�#

6��0 
f��� ������ ��	


,n���� ��
,�� � ���
,��� � � � �n + 
,3���� ���
"�

,
�

'&


,��
�� � � � �3 ".#

��	 60��� �� �� ��
"�
&'�

 ������� 	������ �0� ����� 3��	�� �5 �6� ����� ���� 5�������  ��� ����#

��$$������ ��C�
�$�� �� ���� �+ ��� ������� 
������ ��1�� � ".# ���� ��� �
�������% ����

�� $�������� +�
 $���
�$��& � ��� �+ ���
�4�����& +�$���� � ,�8- � � ���
����& �
���
�% �+

��$� ���
���
� �� ���� ���% �
���
�� ��� �
�&��� ����� � ��� �(������

���� '�% �
���
���� �+ ��� !� ! �
� �0 $�����
�� � ��� +����0�& 3���
���

����	�� $�#

�8 �0� ��0 ��	�� $2�$ 	^c? �� �� 6������ ��

	^c? � �A
^ 	J�^ � 	^c? � �^	S�A

^ � 	^c? � �^	SJ�^ "5#

60��� 	S 	J 	SJ 	����� ���3���"��� �0� ����	��	 �������������� �����"������� ��	 ���� $������

5�� ��� ������� �����1����� ��� �� ��#

�0� ������� ��^� �^	 ���	 �� �0� ���"� 5�����1������ ��� %�"�� ��

�^ �
�
��� ��^ �� � � � � ��� ��^n?3� �

�
��	 �A

^ �
�
�� ��� ��^�

A
� � � � � �� ��� ��^n?3��A

�
"6#

��8 	^c? �� �0� �������� �� �0� ���3���" ��������

	^c? � ��A	^c?
�� � ��A^ ��^ "7#

60��� � �����^� ��^� �� 	���"�	 5��� ��� �� �� �� �0� ���	����� �����5�������� �^#

���8 �0� �����1����� � �����^� ��^� 0�� �0� 5����6��% �������� 9�� ���	��� 6��0 �0� 3��3���	 "�����
5



5�� � ��� ���# 9�88 7

�� �

��������������	

� 	 
 
 
 	 �
�?

� �
# # #

### �
�?3�

	 �
# # # 	

###

###
# # # # # # � �
�2

	 
 
 
 	 � �
�� � �


��������������
"8#

��A^ �

�		� � � � � 	 �� �
3^

� �� 	� � � � � 	 �� �
^n?3�


� � ��^ �

�	� � � ���2���� �� �
3^

���

�� �
�

2� � � � �� �
^n?


� ":#

60��� ���	�'�c2c��� ��� �0� ������������ �5 �0� ������ ��	
�
��

� � � ��� ���3� �
�
�'�c2c���

��� %�"�� ��

������ ����������� �5 �0� ���:�" 3��������� ���	�'�c2c���7

�� � � �� ���3� � � �� � ���3�� � ��

� �
�3��
�'f

�����
�
�� �

�

�
��3� ";#

��	 60��� ;
��<�'�c���c? 	����� �0� 0���������� 3��������� ��=����� 5�� ��� ��#

(	����

�# ���
��& 0��� 
f��� � ���� � �� �� �����% ���0 ���� +�
 �% � � � ��� +�$��� 
,��� ��
���� ���&

�� �+ ��� �
��+�
������ � ".# $� �� �4�
����� �� 
,��� � � ��� ��, �&3�� � ��&3� ��� ��, ��

=
���& ��$� ��
 �
���$� �
^n�3�� 
^n�3�� �����
�& � "�# � ��
�� �+ ��� ��� �� �� ���
�$�� ���

%����� ��
�$��% ��� 
������� � "5#� �� � �� ������� �� �� ��%������$���% ������ "��� � �#� ���

���
�4 ��� �� �� ���&���
 ,��- � 3���� ��� �4����$� �+ ��^� �^	 �� ���
�� �� ��$���� ��� �	 ��

$��
�������� �^ �� ���&���
�

��# 3�� ����
�������% !
���� +�

�
��� ��^

�
�� &��� �% �A

^ 	J�^� 0��$� �� ��� �� �� ��� ��� �
��


!� ! +�
 ���� � ���0 �+ "5#�

���# ��� � � 	 �� 
���� �
�?

�'f 
���
?3� �� ��� $��
�$��
����$ ���%����� +�
 ��� ��� �� �� 0��� '�0

���� � ������
��% �
��+�
����� ���& ��� �����
� $��
���������% ���
�4 %����� � ����� ���
�4 ���


$������ +�
� D

�3��� � ��� �

�
�

�?3�
��

�
� � �

�
� �� � � � �?3��

�
6



0��
� �A � ��?� ���� ��� �� ���� �
�?

�'f ���
?3� �� ��� $��
�$��
����$ ���%����� �+ ��

3�� �� +����0� ����

�3�f ��� ���f � ���� ��
�

�

�
�

�?3�
���

�
0��
� �f �

�
� ��� ��� � � � ��� ��?3��

�
�� ��A � �
�?� ���� 
����

3�� 0� &�� "8#� �� ��� ��C�
�$�� �� ���� � ".# �
���
�� ��� �
�&��� ������ ��� ����� ���
�4 ��

��� ���� +�
 � � �� � �� � � � � 	� 3�� �
��+ �+ ":# �� ��
��&��+�
0�
� �� �� ��������

&���	) # !�
�
��� ��^

�
�� �����"���� �� 5����6� 5��� 9-8 �0�� 	^c? �� 3�����"� 	�4���� ��	 �0� ��0

��	�� $2�$ 	^c, �� 3�����"� 	�4���� 5�� ��� � � �#

3�� +����0�& ����
�� ���0� ���� ��� $��
�$��
����$ ���%����� $� �� �4�
�$��� +
�� ��� !� !�

����	�� $�$ ��� ���� �
�?

�'f ���
?3� 9�f � �8 �� �0� 0���������� 3��������� 5�� ��� �������

�����1����� ��� �� �� �5 �0� ������# ��� �0� �����3��	��% ��� ���0 ��	�� $2�$ �� 3����������	 ��

	^c?n� �

���	 	^c? �^c?n�

�A
^c?n� 
^c?n�


���
6��0 	^c? �0� ��0 ��	�� $2�$ �^c?n� � �?f� ��	 
^c?n� � �# �0�� �0� 5����6��% �������� 0��	�7

�� � � �	^c?�
3��^c?n� "�#

60��� ��A � �
�?� � � � � 
��� ��	
�?

�'f 
���
?3� � ��� � ���

(	���� 	% ��1���� �^c?n� �� &��� ��

�^c?n� �
"�
&'�

�
^���� ���� 
^n?3�����
A 
^n?��� 0��� 
^n?��� � ��&3� ��� ��^n? � "�9#

��� 
���� �
�?

�'f 
���
?3� �� ��� $��
�$��
����$ ���%����� +�
 ��� ��� 3�� +
�� ��� ��%��%(

E������ ����
�� 0� &��

��� ��^n? � �
?�

�'�


�� ��� ��^n?3� �� 
^n?��� � �
?�

�'�


��
^n?3���� "��#

�����%� ����������& "��# ��� "�9# %����� ��� 
������ "�#�

/��+����� �+ ����� 
������ � ����� �
��
 
���$��� �� ���0 � ��� �4� ��$����
7



*� +���� �	��	 &���
���

��� �� $�����
 � ��� �
��
 �
�&��� ����� ���$
���� �% ��� ������ �
���
 �
��+�
 +�$��� ���� �

�E5�

(E5�
0��� � ������ 
��������� ���� � �� � ����� � ����� � ���� � �����	�

3�� ��@�$���� �+ ����� 
���$��� �� �� 1� � ����� ���$� 
��������� ����� � �� � �o����� � �o���� �

����� � �o�����	 0��� ����� � �of� �� � � �� ��$� ���� �� ���
�4������ � �� $���� �� �������� +�
 ���

���������� ������

��� 	^con� �� �	^con� �� ��� �� � ���� �
��
 !� ! +�
 ��� �
�&��� �� 
���$��(�
��
 �����


����$�����%� 0��� ��� � ��
�����
 $����� � ��� ��� ��� � �� ���� 		�

� �B$��� !� !(����� ����� 
���$��� ��$��2�� 0��� �� �
������ � ��� +����0�&� 3��� ��$�(

�2�� $� �� ��� �� � �4����� �� ���$
��� �%����� �+ ��� ���
��$� $�����
�� � ,�7- � �� $������

� � ���
�4������ �+ ���� ������� 
������ ��
&��� �% 1
�� 1��& � 
���$��(�
��
 $��
�$��
����$

���%����� ��^��� �� ��� ���$��& ���� *�
'�� ��
�����
� ��A�
 ����(�������

��� ��� !
����� 	^con� �� �	^con� �� ��
������� ��

	^con� �

�
	^co �^con�

�A
^con� 
^con�

�
� �	^con� �

�
�	^co ��^con�

��A
^con� �
^con�

�
"�.#

������� ���� �	^co ���$��� ��� �
�&��� ��� �
��
 !� !D �	^co � 	^co�

=� 0��� �0 $��$����� � ��� ��&
�� ���%����� ��^��� ��$� ���� ���^con� ��^con��22 �� �������� D

�
�� 3���
�� .�. ��^con� � �	^co��^� 0��
� ��
A

^ �
�
��o� � � � � ���

�
�� ��^��� �

�o

�'f ����
o3� � ��^�� � ���

E�$�� ��^con� ���$��� �^con� �+

��^ � � �	^co�
3��^con�� "�5#

�� 	^co �� �������� ��1���� ��� ���&���
��% �� ���
�� " ���
' �#� )$� ��^ ��� ��� $��������

� 
���$��(�
��
 ����� ���
�4 ���^ 0��� � +�
� ��'� "8# �� 
�����% �������F �� 
����� �� $����� ����

�� ������ ��$��
� ����^����^� �� &�� ��
  )*�
�
�� 3���
�� .�� 0� '�0 ���� ��� ��� �
��
 !� ! +�
 ���  )* ������ ��� �%����� �2�����

�	^co � ���A

^
�	^co

���^ � ���A^ ���^ "�6#

0��
�
����^����^� ���� � +�
� ��'� ":#�

3�� ���
�$��
����^�

���^� �
� '�0 ������& ���� � $��
�$��
����$ ���%����� +�
 ���  )* ��� ���

8



$������� ���& "�5#� 3��� "�6# ��&&���� ���� ���^ ��% �� $����� �� ���� ���� �+ ��� ����(������
��A�
 *�
'��(�%�� ��
�����
� ";# �+ ��� �
�&��� ����� �
� ���$����

3�� ��� ����� ������� � ��
 
���$��� �
�$���
� �
� ��� �����
���� ��D

���3 �# !��� � ��� �
��
 �
�&��� ����� ��� �� ��� $����� �% � � ��� � �� ���� 		 0��� � � � ��

��� ����
��� ��� ��
��$���
 
��������� � �����^� ��^� ���& ��� ������
��% �
��+�
����� �^ � "6#�

���3 ,# ����� ��� �%����� �2����� "7# �� ����
��� ��� ��� �
��
 !� ! 	^c?�

���3 ># ��
����� ��� �� � ���� �
��
 �
�&��� !� ! �� "�.# �� ����� "�5# �� ����� � ��� ��&
��

$��
�$��
����$ ���%����� �

���3 ?# ��
� ��� 
���$�� 
��������� ����^�
���^����^�D ��� ����� ���
�4 ���^ +����0� +
�� ���� 5 0��� �

��
�$��
� �� � �2� "8# ��
����^����^� ���$��� ��� 1
�� � ��
��� �+ ���^� ��^��

3�� $������ �� �
���
�� ��� ������ ��������% �� &��� �% ��� �4� ����
��D

����	�� *�# ��� ����^�
���^����^� �� �0� ��0 ��	�� �@� �5 ��� ����3�������� ������ ������� ������

��� �� �� 	���"�	 ����% ��� $2�$�����	 ��%����0� 7 ��^��� ����� 0�"� ��� 1���� �����	� �0� ����

����# /���0������ 3��"�	�	
����^����^� �� �����"���� �0� �@� �� ����3�������� ������#

(	���� �
�� 3���
�� .�� �� �� '�0 ���� ��� ��� �
��
 �
�&��� !� ! 	^c? �� ��� ������� �� ���

�%����� �2����� 	^c? � ��A	^c?
�� � ��^ 0��� ��^ � ��A^ ��^� �� 0��
� � �����^� ��^� �� ������� +
��

�% 
��������� ��� �� �� ���& ��� ������
��% �
��+�
����� �^ ��1�� � "6#� �� �� ��� ���� ��� ���

�
��
 �
�&��� !� ! ������ ��� +����0�& �2����� D

	^co � ���A

^ 	^co
���^ � ��^�� � �� � � �� � ���n

^ "�7#

0��� ���n

^ �

�
� �
� �

�
� � � 
^con� �	^con��� � � � � � �� � � ����^ "�8#

�� 0��
� ��� ����$
����& ������ �
�
� � �� �

�

� �
�
�
����� +�
 ��� ������
�4 0��� 
�0� ���� ��

$����� �
�

���
�

�+ ���
�4 � �

��^ �� � �������� ������1��� ���
�4� 3��
�+�
�� ��^�� � �� � � �� �� �������� ������1����

3� &�� ��� 
�2��
�� 
����� 0� ����� �0 ���0 ���� ���n

^ �� ���� � �������� ������1��� ���
�4�
:



�� �� ��� +
�� "�5# ���� ��� +����0�& �2����� ����� D

	^con��� � � � � � �� � � ����^ � � �
^no� 
^no� "�:#

0��
� �
^no��� �� ��� �2(������� ���
�4������ �+ ��� +�$��� 
^no��� 0��� ��� ��� �
^n�3����	 �

�
^no��� � �
o�

�'�

���
^no3���� "�;#

E�$� 0� ���� ��� +����0�& �4�
����� +�
 ��� ���� ���&��� ��
% �+ ���n

^ D

� � �
^no� 
^no� � � �
^no� 
^no� "��#

�
�� ��� ���0�%������� 3����3�� 0� '�0 ���� ��� �

�
  ��� ��
^no���� �
^no��� �� �
���&��� �� ���

���
�4�����& +�$����D � � 
^no3�� � 	 � � � �� � � � � �� 3��� ������� ���� ��� ��$�� �$���
 �
���$�

� "��# �� ��� ��
&% �+ ��� ���
�4����� +�$���D

� �
^no� 
^no� � � �
^no� �
^no� ".9#

� '�0 �
���
�% ��
���� +
�� ��� �
���&�����% �
�$���� �� ���� ��� +����0�& ��2�����% ����� D

� �
^no� �
^no� � �
^no� 
^no� ".�#

E�$�� �� �� ��� +
�� "�8# ���� ��� ��% �(��
� ��
% �+ ���n

^ �� ��������� 0��$� ������� ���� ��� 
�&��(

��� ���� �+ ��� �%����� �2����� "�7# �� � �������� ������1��� ���
�4� 3�� ��� $��
�$��
����$

���%����� �+ ���^ $��� ���� �% ��
�� ������� ��� ��� $�
$�� �� ��
����
� �+
����^����^� �� ����
���������^ �� ��%������$���% �������

&���	) $ '���5 �5 �0����� >#� ��"���� �� ��3������ 	�A����� ���6��� �0� 	������ ��� ��	 �0�

��������� ��� ����	���	 �� ,�7-  60��� $������� ��� 	�4��	 ����% �3�������
� |

"

��	B�� _
_|

# C��� 

�0� ��%0� 0��	 ��	� �5 �0� ���3���" �������� 9�-8 �0�� ���"�� �0� ��0 ��	�� 3����3�� ��������� �5

�0� ���%���� $2�$ �� ��� ���� ��3���	 5��� �0� 3��������� �� ��	B�� �
�

� �5 �0� ���%���� �����1�����

�� 9D8 	�� �� �0� �		������� ���� ���n

^ #

3�� $��
���������% �+ ��� �������  )* �� �0 ����������� � ��� +����0�& ����
���

����	�� *�$ '��"�	�	 �0�� ��^��� �� 	 �0� ��0 ��	�� �@� ����^�
���^����^� �� �����������#

(	���� ��� ��^��� �� ��� $��
�$��
����$ ���%����� +�
 ��� ����� ���
�4
���^ �� ��^��� �

�o

�'f ����
o3� �

;



��^�� � ��� ��$� ���^ ��� ��� ���� ��
�$��
� �� � �2� "8#� �� �� $���
 ����
����^ � �

�
�� � $������

���
�4� <�0 �� �� ��� ����

��
�
�
�����^ � �

�
����^�� �

�
��
3^

o �+ � ���
����3^non���

3^

o �+ � ���

0��
� ���	 ������ ��� �����
� $��
���������% ���
�4� ��$� �
�����^ � �

�
����^� �� �

����^�
���^� ����

��� ���� 
�'� ��� $��
���������% ���
�4 +�
 ��
  )* 
��������� �� �+ +��� 
�' �
������ ���� ��o �� 	�

<���& ���� ��o � ��^��� �$������ ��� �
��+�

�����%� ������&
����^����^� �� ����
����� %����� ��� ��%������$ ��������% "��� 3���
�� 5��#� 0��$�

������� ��^��� �� 	 �� ���
�+�
� $��
���������%F � ���� $��� ���  )* �� �������

�����:�7

�# �� ���  )* ���$��� ��� ��� *�
'��(�%�� ��
�����
� ��

� � ";#� �� ���� ���$��� ��� ��� *�
'��

��
�����
��

.# �� �� 0��� '�0 ���� ��� ��&� +
�2��$% ��������
 �� 
������ �� *�
'�� ��
�����
� 0���� ���

��0 +
�2��$% �� �� 
������ �� ����(������� 3��
�+�
�� � !� ! 0��� �  	 �� �4��$��� �� &���

� �����
 ���
�4������ �� ��&� +
�2��$��� ��� � !� ! 0��� �  �� � �� <��� ���� ��� �
�&���

G�(&�� �� �
���
��� +�
 � �� 	�

5# 3�� �
���� ��&�
���� �� ��
% ���% �� �������� ���& � �����
� ���
�$�� ��+�0�
� "��&� ���

������ �$
��� �� �� ���� ��& �� �� ��������� ��� 
�2���� �� ��� �����
�#�

,� -.�����

<���
��� �4������ ���� ��� ������� � ,�:- �� ��
�+% ��� �������% �+ �
������ 
�������

������
 �0 ��� ��� �
��
 �
��+�
 +�$��� �+ � ����
���$ @�� �&�� ���� �
������ �% ������

� ,�;- D

���� �
��	����S � �������D � �����e � �������� � ������2 � ����	�� � 	�����

�. � �����S � ������D � ������e � �����	�� � ������2 � 	������ � 	����	

=��� ���� ������ ��� $��
�$��
����$� �+ �% �
��
 
���$��� ��$��2�� �� $���
�% ��&���&���� �%

$����
�& ���  )* +
�2��$% 
������ 0��� ��� �
�&��� 
������ 0��$� �� $��
�$��
���� �% ���'�

�� �����$� +
�2��$����

/��& ��
 !� !(����� ��$��2�� �+ ��� �
������ ��$��� 0��� � � �� 0� &�� ��� +����0�& 1��(�
��

�



����� "!� !7#

����� �
��	����e � ��	����� � �������2 � �����	� � 	���		

�D � �����	�e � �������� � 	����	�2 � 	������ � 	�����

3� �����
� ��� ���
�4�������� $�����
 ��� �

�
 $
���
�� �� � � �22 �  ��� � ���� � �����	 0��
�

���� �� ����� �
� ��� 
������� �+ ��� �
�&��� �� 
���$��(�
��
 ������ 
����$�����%� ��
 �������


�������� ��� $
���
�� �� ������% �
�������D �� � �! ���22�

3���� � $����
�� !� !7 0��� ������ ��
���� ��
��&� ����$�� 
��������� "	 7� ��� ,�5- #�

=��&���� �������  ������ !
���� "=� !7� ��� ,.- # �� �����(�2��
�� 0��� �$���& "��7�7�

��� ,�;- #D

��	��� ������� >

�
 "H# ���� >

�
 G�(!�� >

�
 "H#
$2�$- ���� 	����� 	
&�- ���� � ����
E2�$- ���� � �����
��-�- ���� 	�	��� 	

3���� �� >

�
� +�
 ��� 
���$�� �
��
 ������

*����� 	 7 �� =� !7 &��� ��� ���� ���
�4������� +
�� ��� ���� �+ ���0 �+ ��� �������


������� ��� ����
 ���� 
������� �
� �� �$$�������� *���� ��7�7 �
������ � 
�������� �������


������ �� � $���� ���
�4������ �+ ��� �
�&��� ���� 
������� *���� ��
���� �% !� ! �4������ �

��
% &��� ��������
 � ���� ������� �� ���� 
������� "��� G�(&�� �� 
������#� 3�� 	��� �����

�+ ��� �
�&��� �� 
���$��(�
��
 ������ "=� !7� ��7�7� !� !7# �
� ���0 � ��&� � �� .� ��
%

����� 
���$��� �

�
� �
� ������� 0��� ����� !� !7 �� ��&� +
�2��$��� �� ��0 +
�2��$���� ��

0��� �� ������ +
�2��$����

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

−2

0

2

4

6

8

10

12

Frequency (rad/sec)

M
ag

ni
tu

de
 (

dB
)

____ Original

−−−− GIRG5

......... LS5S5

−.−.− WIRG5

��&� � ( 	��� ����� "��&�����#
10

−3
10

−2
10

−1
10

0
10

1
−200

−150

−100

−50

0

50

Frequency (rad/sec)

P
ha

se
 (

de
g)

____ Original

−−−− GIRG5

......... LS5S5

−.−.− WIRG5

��&� . ( 	��� ����� "�����#

�9



/� 0��������

� �0 ������� 
������ !
���� ��� ��� ��
���$�� +�
 ����
 ����(���
��� ��%������$���% ������

���$
��� ���) �%������ �� �� �����% ������� �% �����& � �%����� �2����� +�
 � ��
��$���
 
���������

�� �� $��$��� �� �����
� !
������ �� ��� ��� +�
���
 ���0 ���� �� $����� �+�
�����

����� ��� $��
�$��
����$ ���%������ � ����� 
���$��� ������ ����� � ����� �
���
���� ��� ���

�
������� 3�� ��� �
��
  )* �� $����� � � ��� �+ � ��������D ��� ����� �
� 1
�� $�������

��
��&� � ���������� �+ � �2 �

�
 $
���
�� �� ��� 0� ���$� ���� *�
'�� ��
�����
� ��A�


����(������� 3���  )* $��� ���� �% ����� ������� ��� ��� $�
$�� �� �� ��%������$���% ������

�� ������ �
������ �� �� ����
������ 3��� ������ $� ���
� � $���� ���
�4������ +�
 � &���

+
�2��$% 
�&�� �� ���0 �% ��� ���
�$�� �4������ ��� �
������ ������� $����
�� 0��� 0���

����� ������� 0��� ����
 ��$��2����

&���	�����

,�- �� �&����'��� �� �� �
��
��� I�����1$���� �� ����� 
���$��� +
�� ������� 
������ �����I 2��#

F# ������� ��#� ���� .�� �� ;� ��� �76�(�77.� ���9�

,.- �� �
��
�� �� �� �&����'���� I*���� 
���$��� �+ ����
 ���$
��� �%����� ��� 0��&���� �������


������ !
������I 2��# F# �����#� ���� 75� �� �� ��� �.�(�66� �����

,5- �� �
��
�� �� �� �&����'���� GG��$
��� �%���� 
���$��� ��� ������� 
������ !
����� �� ���


������ �� 2(*�
'�� $���
��G 2��� �����# !������# �����#� ���� 5:� �� 7� ��� 875(87;� ���.�

,6- G� �� =�&�� ��  � >� �'����� I� �
�@�$��� ���
��$� �� $���
��$� �2������� 
����������I 2���

�����# !������# �����#� ���� ��(5�� ��� ���6(��.9� ��;8�

,7- 	� G� )� ���
�� ��  � >� �'����� I3�� &��
���� �+ ��� ��*�
'�� $���
��$� �2������� 
���(
��������I 2��� �����# ������� ����#� ���� ���(57� ��� 5:7(5;6� ��
� ��;;�

,8-  � >� �'���� �� 	� G� )� ���
��� I=��&���� ��*�
'�� $���
��$� �2������� 
�����������I 2��#

F# �����#� ���� 6�� �� 7� ��� �:77(�::�� ��;��

,:- �� �
��
�� �� �� �&����'���� I) ��� �
���
���� �+ !
�� ���
�4�I 2��� �����# ������� ����#� ����

6�� �� 5� ��� .56(.5:� *�
� ���6�

,;- �� �
��
�� �� �� �&����'���� I) ��� $��������� �+ ��� !
�� ���
�4 � ���� ����� �� ���

�����$�����I 2��� �����# !������# �����#� ���� 5;� �� �9� ��� �7�8(�7.9� )$��� ���5�

,�- �� ?� J�� ��  � G� !����� I�����1$���� �+ ����
 �%����� ��
��&� � !
���� ��$��2���I 2��# F#

�����#� ���� �.� ��� 6.�(65�� ��:9�
��



,�9- �� �
��
�� �� �� �&����'���� I3�� ���$
��� ���� 2(*�
'�� $���
 ������ 0��� ���
���� ��0(

+
�2��$% ���
�4�������I 2��� �����# !������# �����#� ���� ��(5�� �� 7� ��� ��9.(��97� ���6�

,��- �� �
��
�� �� �� �&����'���� I*���� 
���$��� �+ ����
 $������� �%����� ���& 0��&���� �������


������ !
������I 2�� '��# G� ���� �69� �� 7� ��� 567(57.� ������ ���5�

,�.- >� J� �&� �� �
��
��� �� =� K� ���� I�����1$����A ���$��� �� � ����$�� 
��������� ��� ���

�4����� ������� 
������ !
�����I 2��� �����# !������# �����#� ���� 69� �� �.� ��� .�75(.�7;�

G�$�� ���7�

,�5- �� ��
��� �� �� *� �����
��� I*���� 
���$��� ��� ����$�� ����� ���$� 
��
���������I 2���

�����# !������# �����#� ���� ��(.:� �� .� ��� 5;.(5;:� ��
�� ��;.�

,�6- �� ����� �� ������ �� �� �� ������� I	���$�� 
��������� ���& � �
���&��������� �
�$���
� ��

������
 ���%����� �
�������$�I F# /���:��� 2���#� ���� 557� �� ;� ��� �79:(�7�;� ���;�

,�7- =� ?
�@�0�'�� �� ����$�%� �� /� ���
�� I*���� 
���$��� �% ���$��& *�
'�� ��
�����
�� ����(

������� �� �������(
������ ��
&����I 2��� �����# !������# �����#� ���� ��(69� �� 7� ���

�6�(�75� *�%� ���7�

,�8- �� 	
������ �� G�

��� �� ������ �� �� �� ������� IK����(������� ����� 
���$��� �+ ���$
���(����

�%������I �������# ����#� ���� 5.� �� �8� ��� �7.�(�7..� ��&�� ���8�

,�:- �� ����� I	���$�� �%����� 
��������� ��� �
���&��������� �+ ���� ���� ( !
������ �� ��(

�
�4�������I �0����� /��� 	
���&� )$$�������� 	
���� �
�$�� G�$� ���:�

,�;-  � J� ������� 3� 3� E�
���%� �� J� �� G� ��
��(!�
$��� I�����(�2��
�� ����� �
��
 
���$���

���$������I 2��� �����# 2�	# ����#� ���� 69� �� 8� ��� 755(76�� ���5�

,��- !� E� !���� �� �� �� �� ���� G*��
�4 $�����������I �0� F�0�� C�3:��� ���"# '����� ��;��

�.


