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Grains de foules

B. Maury

LMO, Université Paris-Sud
& DMA, École Normale Supérieure de Paris

Nous nous proposons de montrer comment
l’élaboration de modèles de mouvements de foules
(destinés à décrire par exemple l’évacuation d’un
bâtiment) conduit à des questions délicates sur
les liens entre la description microscopique (et
nativement lagrangienne) de systèmes de parti-
cules de type sphères dures et la description à
l’échelle macroscopique de tels systèmes. Nous
nous intéresserons plus précisément à la descrip-
tion lagrangienne du mouvement d’une collection
de disques rigides sans recouvrement, en détaillant
la prise en compte de cette contrainte de non recou-
vrement dans l’évolution de la population. Le pen-
dant macroscopique de cette situation consiste à
considérer un continuum de matière (ou de “gens”
dans le cas de foules) décrit par une densité assu-
jettie à rester en dessous d’une valeur maximale
prescrite. A l’échelle macroscopique, le cadre du
transport optimal, et la métrique de Wasserstein
associée, permettent de conserver au moins par-
tiellement le caractère lagrangien de la descrip-
tion et de transposer au niveau macroscopique des
résultats classiques portant sur le système micro-
scopique. Mais cette transposition, si elle permet
d’établir un dictionnaire formel assez complet entre
les deux niveaux de description, cache un certain
nombre de différences profondes, dont certaines ont
des conséquences importantes sur le comportement
des modèles.

Back to seventies

Le processus de raffle, introduit par J.J. Mo-
reau [Mor77] il y a une quarantaine d’année, peut
s’exprimer de façon très générale comme suit : on
considère une famille (K(t))t de sous-ensembles
d’un espace métrique, et l’on cherche à caractériser
le mouvement t 7→ q(t) d’un point obéissant aux
principes suivants :

1. bouger le moins possible,

2. appartenir à K(t) à chaque instant.

Dans le cas étudié initialement par Moreau d’un
espace de Hilbert H et d’une famille de convexes
fermés, cette évolution prend la forme d’une in-
clusion différentielle, que l’on peut obtenir à par-
tir d’une version discrétisée en temps du prin-
cipe d’évolution (algorithme dit de rattrapage, ou
catching-up). On se donne un pas de temps τ > 0,
on note qn une approximation de la position au
temps nτ , et l’on construit une suite de positions
successives en projetant la position courante sur
l’ensemble admissible au pas de temps suivant :

qn+1 = PK((n+1)τ) (q
n) .

La notion de sous-différentiel, qui généralise la no-
tion de gradient pour des fonctions convexes non
lisses, permet d’exprimer cette identité sous la
forme d’une inclusion. Pour toute fonction convexe
Ψ de H dans R ∪ {+∞}, on définit

∂Ψ(q) = {v, Ψ(q) + v · h ≤ Ψ(q + h) ∀h} . (1)

Dans le cas où Ψ est la fonction indicatrice IK d’un
convexe fermé K (qui vaut 0 en tout point dans
K, +∞ à l’extérieur), le sous-différentiel s’identifie
au cône normal sortant à K pour tout point de la
frontière, qui peut s’écrire

∂IK(q) =
{
q′ − q , q = PK

(
q′
)}

.

La figure 1 représente ce cône normal sortant dans
différentes situations : lorsque le point est intérieur,
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Figure 1 – Cône normal sortant d’un convexe
fermé

l’ensemble est réduit au singleton nul ; il est vide
pour tout point n’appartenant pas à K ; pour tout
point de la frontière on obtient la demie droite des
directions normales sortantes dans le cas lisse, et un
cône fermé non trivial dans le cas d’un point angu-
leux. On vérifie ainsi immédiatement que l’étape de
projection ci-dessus est équivalente à la condition

qn+1 − qn

τ
∈ −∂IK((n+1)τ (q

n+1),

qui peut s’interpréter comme la discrétisation en
temps (implicite) de l’inclusion

dq

dt
∈ −∂IK(t)(q).

C’est sous cette forme que le processus de raffle
a été initialement introduit. Une interprétation
imagée, proposée par Moreau lui-même, est la sui-
vante : on identifie le temps à la variable verti-
cale de l’espace physique, on considère que K(t)
correspond à la section variable d’un conduit qui
s’enfonce dans le sol, et q(t) représente la position
(projetée sur le plan horizontal) d’un filet d’eau
qui s’écoule sous l’action de la gravité, en glis-
sant selon la ligne de plus grande pente lorsqu’il
se trouve en contact avec les parois latérales (voir

t

K(t)

Figure 2 – Chute d’un filet d’eau

figure 2). Dans le cas où H est un espace de Hil-
bert général, un petit effort d’imagination permet-
tra de se représenter la famille (K(t)) comme un
puits de spéléologie creusé dans H ×R

+, et la tra-
jectoire recherchée comme un filet d’eau issu d’une
source ponctuelle à l’entrée du puits, en (q(0), 0),
s’écoulant sous l’action de la “gravité” (0H , 1).

De nombreux travaux ont étendu cette démarche
à des situations plus générales. Nous nous
intéresserons ici plus particulièrement à la possi-
bilité de supposer le point q animé d’un mouve-
ment spontané décrit par une vitesse U . L’algo-
rithme de rattrapage s’adapte immédiatement à
cette nouvelle situation dynamique : à chaque étape
une première position est prédite sans tenir compte
des contraintes, puis projetée sur l’ensemble admis-
sible :

{
q̃n+1 = qn + τUn

qn+1 = PK((n+1)τ)

(
q̃n+1

) (2)

C’est à cette généralisation que nous nous
intéresserons par la suite.
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Description microscopique de foules

De façon assez inattendue ce cadre général, mo-
tivé initialement par la modélisation de matériaux
plastiques, et développé ensuite comme sujet de re-
cherche académique à part entière, s’applique as-
sez directement à la modélisation de mouvements
de foules fortement congestionnées. Considérons
un ensemble de N individus représentés par des
disques rigides de rayon r, centrés en des points
q1, . . ., qN du plan. Chaque individu est sup-
posé animé d’une vitesse spontanée Ui. Dans le
cas de l’évacuation d’un bâtiment, on prendra par
exemple pour Ui la vitesse que souhaiterait avoir
l’individu i cherchant à sortir au plus vite, s’il était
seul. La congestion est prise en compte en inter-
disant les chevauchements : l’espace des configura-
tions admissibles est

K =
{
q ∈ R

2N , |qj − qi| ≥ 2r ∀i 6= j
}
.

Nous n’écrirons pas explicitement les contraintes
liées aux murs, obstacles, etc... pour alléger les no-
tations, mais il est bien sûr possible d’inclure ce
type de contraintes dans K, y compris dans le
cas d’une configuration en mouvement (porte qui
s’ouvre ou se ferme, ou véhicule évoluant au sein
d’une foule dense, par exemple).

L’application du cadre de Moreau à cette situa-
tion n’est pas immédiate, car K n’est pas convexe
(si l’on exclut la situation hitchcockienne d’une per-
sonne unique dans une pièce convexe close, situa-
tion d’un intérêt pratique limité). Mais l’algorithme
constructif présenté précédemment ne nécessite
qu’une projection bien définie dans un voisinage de
K. L’approche s’étend à des ensembles pour les-
quels cette projection est localement bien définie,
ensembles appelés prox-réguliers (voir [Thi03]). On
peut vérifier dans le cas présent que tout point q
de R

2N à distance inférieure à un certain η > 0
de K se projette de façon unique sur K. Prenons

l’exemple de 2 disques de rayon r, de centres q1
et q2 dans R

2. Toute configuration avec recouvre-
ment se projette de façon unique sur l’ensemble ad-
missible (sans recouvrement), tant que les centres
ne sont pas confondus. Une configuration avec les
centres confondus est à distance

√
2r de l’ensemble

admissible K. Si l’on restreint la projection à l’en-
semble Kη des configurations dont la distance à K
est inférieure à η <

√
2r (on se tient à distance des

configurations à centres confondus), alors la pro-
jection est bien définie, il s’agit bien d’un ensemble
prox-régulier. On notera que la constante de Lip-
schitz de cette projection tend vers +∞ quand η
tend vers

√
2r. La démonstration est plus technique

lorsque le nombre de disques est quelconque, mais
on peut établir ce caractère de prox-régularité en
toute généralité ([MV11]).

L’algorithme est donc bien défini pour τ suffi-
samment petit, et l’on peut montrer (voir [MV11])
que la suite des trajectoires discrètes converge vers
une solution d’une équation de type

dq

dt
∈ −∂IK(q) + U, (3)

au prix d’une extension de la notion de sous-
différentiel à des fonctions indicatrices d’ensembles
non convexes. On parle alors de sous-différentiel de
Fréchet, en demandant que la condition d’inégalité
dans (1) soit vérifiée à un o(h) près. Précisons que le
η intervenant dans la condition de prox-régularité
(épaisseur du voisinage de K dans lequel la pro-
jection est bien définie) dégénère, c’est-à-dire tend
vers 0, lorsque le nombre de personnes N tend vers
l’infini et leur taille r tend vers 0.

Modélisation macroscopique

Les modèles macroscopiques de mouvements de
foule sont basés sur une densité de personnes par
unité de surface, que nous noterons ρ(x, t). La
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description est donc eulérienne, contrairement au
modèle microscopique précédent qui est lagran-
gien 1. L’ingrédient central, comme dans le cas
microscopique, est la donnée d’un champ de vi-
tesse souhaitée U . Du fait du caractère eulérien de
la description, nous nous limiterons ici au cas de
personnes interchangeables en termes de compor-
tement : le champ U ne dépend que de la position
de la personne. Dans le cas qui nous intéresse de
l’évacuation d’une salle (identifiée à un domaine
Ω du plan), ce champ U pointe vers une sor-
tie, et tend donc à concentrer les personnes. Nous
considérerons que la densité ne peut dépasser une
certaine valeur, que nous prendrons égale à 1. On
suppose de plus la masse totale de personnes égale
à 1, de telle sorte que, pour tout t, ρ(·, t) vit dans
P(Ω), espace des mesures de probabilité sur Ω.
L’ensemble des densités admissibles est alors (en
identifiant la mesure et sa densité associée)

K̂ = {ρ ∈ P(Ω) , 0 ≤ ρ ≤ 1 p.p.} . (4)

L’équivalent macroscopique du modèle décrit dans
la section précédente s’écrit de façon naturelle en
choisissant une vitesse effective de la foule qui mi-
nimise la distance (au sens L2) au champ de vi-
tesse souhaitée, en préservant la contrainte d’ap-
partenance à K̂. Informellement, cette vitesse ne
doit donc pas augmenter la densité lorsque cette
dernière est déjà maximale, i.e. la divergence du
champ de vitesse doit être positive sur la zone sa-
turée (zone sur laquelle on a ρ = 1). Une prise
en compte par dualité 2 de cette contrainte conduit
à un système introduit par Darcy au milieu du

1. La description lagrangienne est basée sur un suivi des
entités dans leur mouvement, ainsi t 7−→ qi(t) correspond à
la position de l’individu i au cours du temps. A contrario,
la description eulérienne (qui fonde l’écriture des équations
aux dérivées partielles classiques), est basée sur l’observation
de l’évolution en temps d’une quantité estimée en un point
fixe de l’espace, comme t 7−→ ρ(x, t) pour x fixé.

XIX eme siècle dans le contexte très différent des
écoulements fluides au travers de milieux poreux,
de type assemblages statiques de grains rigides.

Il serait trompeur d’attribuer cette analogie à la
prise en compte, dans le modèle de Darcy, de cette
“matrice” de grains rigides, qui évoque les assem-
blages introduits précédemment dans la description
du modèle microscopique : le système initialement
introduit par Darcy décrit à l’échelle mésoscopique
l’écoulement d’un fluide visqueux au travers des
pores du réseau de grains, écoulement qui se pro-
duit dans le complémentaire de la phase solide ; il ne
décrit aucunement le mouvement de l’assemblage
de grains, qui reste statique. Ce système s’écrit ici

∣∣∣∣∣
u+∇p = U

−∇ · u ≤ 0
(5)

dans la zone saturée ω ⊂ Ω. La pression ci-dessus
doit être positive (ce qui traduit le fait que les forces
d’interactions ne peuvent être que répulsives), et
nulle sur le bord de la zone saturée. Malgré la
petite difficulté supplémentaire liée au fait que la
contrainte est unilatérale (contrainte d’inégalité sur
la divergence), on peut montrer sans difficulté le ca-
ractère bien posé de ce problème, qui définit sans
ambigüıté la vitesse u à chaque instant comme pro-
jection de la vitesse souhaitée sur le cône des vi-
tesses admissibles. Le problème d’évolution associé
prend la forme d’une équation de conservation qui
exprime le transport de la densité par la vitesse

2. Précisons, pour le lecteur peu familier avec ces notions,
le principe général de l’approche dans le cas plus simple de
contraintes d’égalité. Si u est minimiseur d’une fonction-
nelle régulière J définie sur un espace de Hilbert, sous la
contrainte linéaire Bu = 0, alors la condition d’optimalité
implique ∇J ∈ (kerB)⊥, d’où (si B est à image fermée),
l’existence d’un p dans l’image de B tel que ∇J +B⋆p = 0.
Dans le cas qui nous intéresse ici la fonctionnelle J est sim-
plement 1

2
|v − U |2, et B est l’opérateur v 7→ −∇ · v.
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effective
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu(ρ)) = 0,

mais la dépendance ρ 7→ u(ρ), en plus d’être non
locale, est non lisse. En effet le modèle considéré,
qui fait abstraction de toute tendance sociale à ne
pas s’approcher de ses voisins, appréhende la foule
comme un gaz sans pression : tant que la contrainte
n’est pas saturée, i.e. tant que les gens ne sont pas
en contact les uns avec les autres, ils n’interagissent
pas du tout entre eux. En revanche, dès qu’une
zone saturée se crée, des interactions non locales
apparaissent, au travers de cette zone saturée. Par
ailleurs, la régularité native en espace du champ
de vitesse est L2, ce qui exclut une utilisation di-
recte des outils classiques pour montrer existence
et unicité d’une solution à ce type d’équation.

Montrons que le cadre du transport optimal per-
met de préserver une part de la description lagran-
gienne, inhérente au modèle microscopique, et de
mettre en place un algorithme constructif du type
de (2). Considérons deux mesures de probabilité
sur Ω, supposées admettre des densités µ et ν.
Leur distance de Wasserstein (voir [San15, Vil03]),
W2(µ, ν) est définie par

W2(µ, ν)
2 = inf

T♯µ=ν

∫

Ω
|T (x)− x|2 dµ(x),

où l’infimum est pris sur l’ensemble des applica-
tions mesurables qui poussent µ vers ν, ce qu’on
écrira T♯µ = ν.

On peut établir un lien immédiat entre la des-
cription macroscopique de densités selon cette
métrique et la description lagrangienne d’une col-
lection de disques. À toute collection de N disques
du plan sans recouvrement on peut associer la fonc-
tion caractéristique de l’ensemble associé (réunion
des disques), que l’on suppose être de masse 1.

Si l’on fait subir aux centres des disques un
déplacement δq, on s’est éloigné dans R

2N de la
norme euclidienne de δq. On peut vérifier aisément
que, si le déplacement n’est pas trop grand, la dis-
tance W2 entre la nouvelle densité et l’ancienne
est aussi |δq|. Le T optimal dans l’expression ci-
dessus est de façon évidente l’application qui trans-
late chaque disque vers sa nouvelle position. On no-
tera cependant que cette égalité des distances est
invalidée si le déplacement est trop important. On
peut alors avoir intérêt à appairer différemment les
disques pour optimiser le coût de transport.

L’analogie (pour des petits déplacements) entre
la distance euclidienne sur la description lagran-
gienne suggère une version macroscopique de l’al-
gorithme (2) :

{
ρ̃n+1 = (Id + τU)♯ρ

n

ρn+1 = P
K̂

(
ρ̃n+1

) (6)

où la première étape correspond à un transport
de la densité courante par la vitesse souhaitée, la
projection de la seconde étape étant entendue au
sens de la distance de Wasserstein définie ci-dessus.
Cette approche rentre dans le cadre très général des
algorithmes de prédiction-correction, utilisés pour
la discrétisation en temps de problème d’évolution
sous contrainte. On retrouve ainsi le principe du
schéma dit de projection pour les équations de
Navier-Stokes, basé sur une première étape de
prédiction de la vitesse sans prise en compte de
l’incompressibilité, puis calcul d’une pression dans
une seconde étape, de façon à assurer le caractère
conservatif de la nouvelle vitesse.

Dans le cadre microscopique, la projection sur
l’ensemble admissible K des configurations de
disques rigides sans recouvrement est bien définie
dans un petit voisinage. Mais, comme nous l’avons
indiqué, la taille de ce voisinage tend vers 0 lorsque
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le nombre de grains tend vers l’infini (et leur taille
vers 0), ce qui laisse craindre des difficultés à définir
proprement la projection dans ce contexte macro-
scopique (qui correspond formellement à la limite
d’une infinité de grains infiniment petits). On peut
pourtant se convaincre assez aisément qu’il n’en est

rien : le problème consistant à projeter (pour la dis-
tance de Wasserstein) une mesure quelconque sur
l’ensemble K̂ des mesures de probabilité admettant
une densité par rapport à la mesure de Lebesgue
majorée par 1, s’avère être un problème bien posé.

Avant d’indiquer les grandes lignes de la
démonstration de ce caractère bien posé,
permettons-nous deux remarques sur le caractère
paradoxal de ce résultat.

1) En premier lieu, dans un espace de Hilbert, la
possibilité de définir sans ambigüıté une projection
sur un ensemble donné va de pair avec la possibilité
de “s’éloigner” de cet ensemble à partir du bord.
En particulier, les ensembles sur lesquels la projec-
tion est partout bien définie sont les ensembles tels
que, pour tout point du bord, on peut faire partir
vers l’infini une demi-droite de points qui se pro-
jettent sur le point de départ. Les ensembles prox-
réguliers évoqués précédemment sont des ensembles
dont on peut s’écarter avec l’assurance de revenir
sur ses pas par projection, tant qu’on ne s’éloigne

pas trop. Dans le cas de l’espace de Wasserstein, si
l’on considère une mesure admissible ρ qui sature
partout la contrainte (fonction caractéristique d’un
ensemble mesurable), il est naturel de se deman-
der à quelle distance maximale de K̂ peut se situer
une densité qui réaliserait sa distance à K̂ en ρ. Il
apparâıt immédiatement que cette distance maxi-
male n’est pas minorée. On peut s’en convaincre en
considérant, en dimension 1, une densité ρ qui est la
somme de fonctions caractéristiques de petits inter-
valles de taille ε. La mesure la plus éloignée de K̂,

tout en réalisant la distance en ρ, est la somme des
masses de Dirac pondérées par ε, supportées par les
centres des petits segments. On peut vérifier que la
distance tend vers 0 avec ε, ce qui montre que K̂
n’est pas uniformément η-prox-régulier, aussi pe-
tit que soit η > 0. Une illustration plus parlante
encore de cette non prox-régularité est donnée par
une densité définie comme fonction caractéristique
du complémentaire d’un ouvert dense de mesure
petite : cet densité peut être vue comme saturant
quasiment tout l’espace disponible, pourtant son
support ne contient aucun ouvert, elle n’est donc
la projection sur K̂ que d’elle-même. Ce résultat
négatif est conforme avec la dégénérescence de la
prox-régularité microscopique lorsque la taille des
particules tend vers 0. Mais l’espace de Wasser-
stein se distingue ici très nettement de son cousin
Hilbertien : malgré les considérations précédentes,
nous verrons plus loin que la projection sur K̂ est
bien définie de façon unique, bien qu’un point de
la frontière n’est (en général) projection d’aucun
autre point que lui-même.

2) Une autre différence fondamentale entre
la description microscopique lagrangienne-
euclidienne et la description macroscopique dans
le cadre Wasserstein est plus directement liée à la
géométrie de ces espaces. On considère une mesure
ρ /∈ K̂ (i.e. dont le sup essentiel est strictement
supérieur à 1), et deux densités µ0 et µ1 ∈ K̂
qui réalisent la distance de ρ à K̂. On cherche à
montrer qu’elle sont nécessairement confondues.
La démarche usuelle, dans ce contexte, consisterait
à considérer l’interpolée géodésique (dite de Mc
Cann),

µt = (Id + t(T − Id))♯µ0,

où T est un transport optimal entre µ0 et µ1. Elle
permet de construire une courbe de densités entre
µ0 et µ1, dont on peut vérifier qu’elle est dans K̂.
Mais la démarche est une impasse, car la fonction-
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nelle

µ 7−→ 1

2
W2(ρ, µ)

2,

contrairement au cas Hilbertien, n’est pas

géodésiquement convexe (en dehors de la di-
mension 1). On peut même vérifier que cette
fonctionnelle n’est λ-convexe pour aucun λ, ce
qui signifie qu’aucun ajout de fonctionnelle lisse
convexe ne suffirait à la rendre convexe. Le contre-
exemple proposé dans [AGS08], page 162, est basé
sur des mesures qui sont sommes de 2 masses de
Dirac. La fonction ci-dessus, suivie le long d’une
géodésique, présente un point singulier (dérivées
différentes à droite et à gauche en ce point), et l’on
peut vérifier que ce phénomène correspond à une
permutation de l’appariement entre les masses.

Une astuce permet de corriger le problème
décrit ci-dessus, en considérant un autre type de
géodésiques, dites généralisées, basées sur une in-
terpolation des applications de transport : si l’on
note Ti un transport optimal de ρ vers µi, cette
interpolation est définie par

µt = ((1− t)T0 + tT1)♯ρ.

Dans le cas de l’espace plat (Hilbertien), une telle
interpolée se confond avec la première, mais elle
est différente dans l’espace de Wasserstein, et l’on
peut vérifier que la fonction W2(ρ, ·)2 est stricte-
ment convexe le long de cette courbe, ce qui assure
l’unicité de la projection par l’argument de contra-
diction classique.

Le caractère bien posé de cette projection per-
met de donner un sens précis à l’algorithme (2),
sans limitation sur le pas de temps (contraire-
ment au cas microscopique), et de construire une
suite de trajectoires associées dont on peut mon-
trer, au prix de quelques complications techniques
(voir [MRCSV11]), qu’elles convergent (à sous-

suite extraite près), vers une solution du problème
macroscopique.

Micro 6= macro

Les considérations précédentes éclairent les ana-
logies et différences entre la description micro-
scopique d’une collection de disques sans chevau-
chement et son pendant macroscopique dans le
cadre du transport optimal. Elles peuvent sem-
bler anecdotiques puisque, finalement, on obtient
des résultats théoriques analogues pour les deux
modèles. Nous proposons dans la suite de montrer
que la différence de nature entre les deux descrip-
tions conduit à des comportements profondément
divergents en termes de modélisation. Nous illus-
trerons cette divergence en nous focalisant sur un
opérateur de type laplacien qui est formellement
présent dans les deux modèles, sous-jacent à la
prise en compte de la contrainte de congestion,
mais ce laplacien présente des caractéristiques pa-
thologiques au niveau discret. Comme nous le ver-
rons, ce sont précisément ces caractéristiques pa-
thologiques qui assurent la richesse, et d’une cer-
tain manière la pertinence, du modèle.

Au niveau macroscopique, le laplacien résulte
simplement de l’élimination de la vitesse dans le
problème de Darcy (5), qui définit la vitesse ef-
fective u des personnes à partir du champ de vi-
tesses souhaitées U . Plus précisément, notons ω la
zone saturée (sur laquelle la densité est égale à 1),
et considérons la situation d’un champ de vitesses
souhaitées qui tend à concentrer les personnes, i.e.
∇ · U < 0, sur cette zone saturée. On aura alors
saturation de la contrainte de divergence positive
sur ω, et l’on obtient un problème de Poisson pour
la pression :

−∆p = −∇ · U, (7)

avec conditions de Dirichlet homogènes p = 0 sur le

7



ω

Figure 3 – Bouchon macroscopique (haut) et mi-
croscopique (bas)

bord de la zone saturée ω. Ce problème elliptique
traduit la présence d’effets non locaux au travers de
la zone saturée, de la même manière que dans les
fluides incompressibles l’information se propage à
vitesse infinie. Cette forme particulière prise par le
problème en pression permet de mettre simplement
en évidence une propriété du modèle qui est cru-
ciale sur le plan de la modélisation de phénomènes
d’évacuation. Considérons l’évacuation d’une salle
convexe au travers d’une porte unique. Le caractère
concentrant de la vitesse va augmenter la densité
dans les premiers instants de l’évolution, jusqu’à
former une zone saturée immédiatement en amont
de la sortie. Sur cette zone saturée, la pression est
solution de l’équation de Poisson ci-dessus, avec
un second membre positif, des conditions de Di-
richlet homogènes sur la sortie et en arrière de la
zone, et des conditions de flux nul (conditions de
Neuman homogène) sur les murs latéraux (voir fi-
gure 3, haut). On en déduit immédiatement que
la pression, positive sur la zone saturée par ap-
plication du principe du maximum, a une dérivée
normale sortante ∂p/∂n négative sur la porte. La
vitesse effective des personnes au niveau de la sor-
tie, qui s’écrit comme la vitesse souhaitée corrigée
par le terme −∂p/∂n, est donc supérieure à leur
vitesse souhaitée. Selon ce modèle, les personnes
sur le point de sortir sont poussées par les per-
sonnes derrière elle, de telle sorte que la conges-
tion accélère l’évacuation. Ce comportement est en
contradiction avec la réalité observée, en particulier
avec l’effet dit de Capacity Drop : on observe dans
les faits une diminution du flux de sortie lorsque
la densité en amont de la sortie dépasse une cer-
taine valeur. Il est possible de corriger ce compor-
tement en limitant le flux au travers de la porte,
mais cette modification ne peut qu’être artificielle,
et il faut bien reconnâıtre que ce modèle, dans cette
situation particulière, reproduit un effet contraire
à celui observé expérimentalement.
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Comme nous allons le voir par une étude plus
approfondie du modèle microscopique, ce mauvais
comportement du modèle est lié à la description
macroscopique elle-même, dont nous avons déjà
évoqué certaines des propriétés précédemment. Sur
le plan microscopique, une formulation particulière
de l’équation d’évolution permet en premier lieu de
retrouver un problème de type Darcy, très analogue
formellement au problème de Darcy classique. Le
problème (3) peut se reformuler de façon mixte, en
introduisant une paramétrisation explicite du sous-
différentiel impliqué. Les contraintes définissant
l’ensemble admissible K portent sur les distances
entre les centres, qui doivent rester supérieures au
double du rayon. Les mouvements admissibles sont
donc ceux qui augmentent au sens large toutes les
distances entre grains déjà en contact. On en déduit
assez directement une expression explicite du sous-
différentiel

∂IK(q) =



−

∑

i∼j

pijGij , pij ≥ 0



 ,

où Gij est le gradient de la distance |qj − qi| . Si
l’on note p le vecteur des pressions relatives aux
couples de particules en contact, et B la matrice
dont chaque ligne exprime une contrainte sur la
vitesse relative de deux particules en contact, c’est
à dire−Gij ·u ≤ 0, la matrice transposée B⋆ encode
la somme ci-dessus. On aboutit au système

{
u+B⋆p = U,

Bu ≤ 0,
(8)

avec p ≥ 0 (toutes les pressions d’interaction
sont positives : elles correspondent à des forces
de répulsion entre personnes en contact). La for-
mulation mixte qui relie la vitesse effective des
gens à leur vitesse souhaitée prend ainsi la forme

Figure 4 – Réseaux primal et dual

du problème de Darcy (5), où B est la ver-
sion discrète de l’opérateur de divergence (plus
précisément de son opposé). Poursuivons l’analo-
gie avec le problème macroscopique en considérant
une situation fortement congestionnée où les vi-
tesses souhaitées tendent à pousser les gens les
uns contre les autres, i.e. Gij · U < 0 (ce qui
correspond au cas d’une évacuation au travers
d’une porte étroite vers laquelle tous les indivi-
dus convergent). Si l’on considère l’ensemble des
couples (i, j) de personnes en contact actif (avec
une pression d’interaction strictement positive),
le principe de complémentarité classique pour ces
problèmes de minimisation sous contrainte im-
plique que la contrainte est saturée pour chacun
de ces couples, c’est-à-dire que Bu = 0. On peut
alors, comme dans le cadre macro, éliminer la vi-
tesse pour obtenir un problème de Poisson discret,
qui est le pendant microscopique de (7) :

BB⋆p = BU. (9)

La matrice BB⋆ peut être vue comme un lapla-
cien discret associé à la configuration courante, qui
agit sur les sommets du graphe dual associé au
réseau de grains. C’est un graphe dont les som-
mets sont les points de contacts entre les grains
(représenté à droite de la figure 4) ; on notera qu’il
est génériquement non planaire, contrairement au
graphe primal des contacts (dont les sommets sont
les centres des grains), qui est lui nativement pla-
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naire. La figure 5 présente un champ de pres-
sion calculé au cours de l’évolution d’une collection
d’individus-grains évacuant une salle. La pression
étant définie sur le graphe dual, elle est représentée
sur la figure au niveau de chaque arête reliant deux
personnes en contact (l’épaisseur de l’arête est pro-
portionnelle à cette pression).

La matrice BB⋆ est le pendant discret du la-
placien macroscopique mais présente un certain
nombre de caractéristiques propres au cas micro-
scopique :

1. En dehors de situations très structurées
comme les réseaux périodiques carrés ou tri-
angulaires, elle ne s’annule pas contre les
champ de pression constants.

2. Dans les situations fortement congestionnées
(on pourra penser à un réseau triangulaire de
grains de même taille), le nombre de points
de contacts peut devenir (très) supérieur au
nombre de degrés de libertés (2N). La ma-
trice B⋆ est alors singulière, et admet un
noyau de modes parasites en pression. Une
conséquence en termes de modélisation est
que, dans une telle situation, on ne peut pas
inférer les forces d’interaction entre personnes
à partir de la simple connaissance de la confi-
guration et des vitesses souhaitées.

3. L’opérateur BB⋆ ne vérifie pas le principe du
maximum. On peut plus précisément vérifier
simplement que, si la matrice est à diago-
nale dominante, et de termes diagonaux po-
sitifs, certains termes extra-diagonaux sont
eux-même positifs (il ne s’agit pas de ce que
les numériciens appellent une M -matrice).

L’absence de principe du maximum pour cet
opérateur a une conséquence essentielle en termes
de modélisation. Le principe du maximum vérifié
par le laplacien standard nous avait permis de

montrer au niveau macroscopique que, dans le cas
d’une évacuation congestionnée, les gens sortent
toujours plus vite qu’ils ne le souhaiteraient. Ce
raisonnement n’est plus valide pour le modèle mi-
croscopique. De fait, on peut vérifier par le calcul
numérique que les individus au niveau de la sortie
avancent en général moins vite qu’ils ne le souhaite-
raient, ce qui est conforme à la réalité. En outre, ce
modèle microscopique peut donner lieu à des confi-
gurations complètement bloquées, bouchons sta-
tiques comme celui représenté sur la figure 3 (bas).
Sur cette figure, les flèches noires représentent les
vitesses souhaitées, et les flèches bleues les correc-
tions induites par les forces de contact, de telle
sorte que la vitesse résultante

u = U −B⋆p

est exactement nulle en tout point. On peut vérifier
(voir [FM15]) que ce bouchon est stable, et plus
précisément qu’il est stabilisé par les personnes
en amont qui continuent à pousser vers la sortie.
On retrouve le principe architectural de l’assem-
blage de claveaux sans ciment (appelé arc léger),
qui est stabilisé par le poids même des objets le
constituant. Les remarques précédentes mettent en
évidence le caractère essentiellement microscopique
de cet effet, qui repose sur une collection d’objets
indéformables de taille finie.

Remarques en conclusion

Nous espérons avoir montré comment le cadre du
transport optimal et de la distance de Wasserstein
permet de donner un cadre mathématique sain à
des problèmes d’évolution non lisses portant sur
de la matière en mouvement, en s’affranchissant
de la description purement eulérienne sur laquelle
se fondent les équations aux dérivées partielles. Ce
cadre reproduit une part de la description lagran-
gienne qui est naturelle pour les systèmes microsco-
piques de particules, et permet de transposer cer-
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Figure 5 – Pression granulaire (S. Faure)

tains outils existants au cas macroscopique. Mais
ce caractère lagrangien n’est pas totalement res-
pecté : la distance de Wasserstein est le pendant,
pour les mesures, de la distance euclidienne pour les
systèmes de particules modulo les permutations, ce
qui induit des propriétés géométriques paradoxales
au premier abord de l’espace de Wasserstein.

En termes de modélisation, la grande rigidité
de la description microscopique, fondée sur des
collections de sphères dures, s’oppose à la flui-
dité de la description macroscopique, qui autorise
les déformations conservatives locales, entrâınant
une différence profonde de comportement des deux
modèles. Il n’existe pas à notre connaissance de
cadre macroscopique permettant de retrouver la
richesse de la description microscopique pour les
régimes fortement congestionnés. Un tel cadre ne
saurait être fondé sur la seule prise en compte
d’une densité locale, insuffisante à encoder la com-
plexité des arrangements locaux entre grains, et
l’élaboration de modèles macroscopiques adaptés
aux collections de sphères dures au voisinage de la
densité maximale est un domaine encore largement
ouvert.
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