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RESUME. On présente une méthode de prolongement de données dans un solide a partir de
mesures surabondantes en surface. Ce probléme, dit probleme de Cauchy, est un probleme
inverse mal posée. La méthode est basée sur la minimisation d’une fonctionnelle d’erreur en
énergie dépendant des données manguantes. On présente d’abord la formulation du
probléme, puis deux applications pour illustrer I’efficacité de la méthode. Le premier
exemple concerne un probléme d’indentation tridimensionnel, le second un probléme
d’identification du facteur de concentration de contrainte dans une fissure.

ABSTRACT. In this paper we present a method for expanding data inside a solid by using
overspecified ones measured on a part of the solid boundary. This problem, known as Cauchy
problem, is ill-posed. The method is based on the minimization of an energy error function
depending on the unknown data. First the formulation of the problem is presented, and then
two applications are presented to illustrate the robustness of the method. The first example is
concerned with three-dimensional indentation problem and the second one is concerned with
the identification of stress factor in a crack.

MOTS-CLES: Probleme de Cauchy, Identification, Elasticité, Mécanique de la rupture,
Prolongement de données.

KEYWORDS: Cauchy problems, identification, Elasticity, Linear fracture mechanics, expanding
data.
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1. Introduction

Le probléme de Cauchy recouvre de facon générale la question du prolongement
d’un ensemble de fonctions devant satisfaire a des équations de champ, c¢’est-a-dire
la nullité¢ de I’action d’un opérateur différentiel A, et pour lesquelles sont connues,
sur une variété V de dimension inférieure a 1’espace dans lequel on se place (courbe
en 2D, surface en 3D), les données surabondantes : valeurs du champ et valeurs des
conditions aux limites naturelles associées a 1’opérateur A. Si les problemes de
Cauchy sont bien pos€s pour certains opérateurs et certaines variétés (probléme a
conditions initiales en ¢élastodynamique ou pour I’équation de la chaleur), ils sont en
général mal posés ; tout particulierement pour les opérateurs elliptiques (élasticité,
équation de conduction stationnaire). Ces problemes forment une classe de
problémes inverses intéressante pour de nombreuses applications. On peut ainsi
rechercher a partir des données surabondantes sur une partie du bord d’un solide,
des conditions aux limites sur des bords inaccessibles, sur le bord d’une inclusion
ou d’une surface intérieure connue ; c’est le probleme de complétion des données.
On peut aussi s’intéresser directement au champ dans le solide : contraintes a
I’intérieur d’un solide ¢€lastique dont les conditions aux limites sont inconnues ou
imprécises.

2. Approche variationnelle du probléme de prolongement de données

On s’intéresse ici aux équations de I’¢élastostatique (les problémes de conduction
stationnaires sont abordés dans Andrieux et al., 2005, 2006). On considére un solide
¢lastique £2, dont le bord est séparé en trois parties sans recouvrement :

™

Iy

Figure 1. Géométrie pour les problemes de Cauchy en élasticité

- Sur la premiére, notée I, le vecteur contrainte T" et le champ de
déplacement U™ sont connus : ce seront les données de Cauchy, I’indice m
rappelant que ces données sont en général issues de mesures.

- Sur la deuxiéme partie 7y, on dispose de conditions aux limites usuelles
connues (déplacement ou vecteur contrainte). Sans plus de détail nous
noterons ces conditions de fagon abstraite par : Bu=0b
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- Enfin sur la troisiéme partie, /5, ni les tractions surfaciques ni le champ de
déplacement ne sont donnés.

Le tenseur de rigidité ¢élastique A étant supposé€ connu dans tout le solide, le
probléme de Cauchy est alors le suivant :

Etant donnés : Les champs de vecteur contrainte (tractions surfaciques) T" et
de déplacement U™ sur I et le vecteur b des conditions aux limites sur 7y
Déterminer les champs de traction surfacique T' et de déplacement U' sur 73, tels
qu’il existe un champ de déplacement u dans le solide vérifiant les équations
d’équilibre élastique et les conditions sur 7 et I,

div(A:e(u)) =0 dans Q

A:e)n=T", u=U" surl (]
Bu=>b sur I,
A:eyn=T,u=U"surl

On va construire une formulation énergétique du probléeme de Cauchy (Andrieux
et al., 2005) : sa solution sera cherchée sous la forme de la minimisation d’une
fonctionnelle du couple (T', U'). Pour cela, et afin d’exploiter les données
surabondantes sur le bord 7y, on introduit deux champs de déplacement, u; et Uj,
solutions de problémes ¢lastiques directs bien posés :

div(A:e(u,))=0 dans Q div(A:e(u,))=0 dans Q

u,=U" sur I, A:e(u,)n=T" surl, 0]
Bu,=b sur I, Bu,=b sur 7',
A:c(u)n=r1 sur 7 u,=v sur 7

Le premier est solution d’un probléme dans lequel on utilise I’une des données
surabondantes (U™) sur 77, et un champ de vecteur contrainte quelconque (7) sur 7.
Pour le second probléme, on utilise ’autre donnée surabondante (T™) sur /7, et un
champ de déplacement quelconque (V) sur /;. Le choix de conditions mixtes pour
ces deux problémes assure une solution unique a chacun d’eux (lorsque les
conditions sur 7y ne suffisent pas pour bloquer les déplacements rigidifiants). On
remarque alors que si les champs v et T introduits conduisent au méme champ de
déplacement  v=u;=U,, le probléme de Cauchy est résolu
u=v, T'=7, U =v.On obtient la formulation variationnelle du probléme de
Cauchy en introduisant une fonctionnelle d’écart en énergie D sur les couples de
champs (U; , Uy ) :

(T',U") = Arg min E(7,v) [3]

avec : - E(0,7) =D(u,(7),u,(v)) = %IQA re(U(7) - U, (0) : (U, (7) — U, (V)

- u, =u,(b,u™,7)etu, =u,(b,T™,v) solutions de[2]

Hormis le fait qu’elle conduit directement a une méthode de résolution par
minimisation, I’intérét de cette formulation de probléme de Cauchy réside dans les
propriétés suivantes de la fonctionnelle E.
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a) E est une fonctionnelle positive, convexe et quadratique ;
b) Si un couple de champs (7,0) annule E alors :
1) U,=U;+ R, ou R est un déplacement rigidifiant,
1) U; est la solution du Probléme de Cauchy [1].
c) E prend une forme ne faisant intervenir que des termes de bord :

E(z,0) =% [ (A e(u)n-Tm).U" —uz)dr+% [@=A:e(u)n).(u-v)dr
1_‘m l_‘u

Cette dernicre expression de E est intéressante a deux titres. Sur le plan
mécanique elle montre que mesurer 1’écart en énergie c’est €galement mesurer un
¢cart en terme de travail mécanique sur le bord du domaine. Si I’on compare cette
expression a celle d’une approche aux moindres carrés mixant écart en contrainte et
¢cart en déplacement, on constate qu’ici I’erreur sur les déplacements est pondérée
par Derreur sur les tractions surfaciques : les quantités duales sont traitées de fagon
symétrique et aucune coefficient d’adimensionalisation n’apparait. Sur le plan
pratique, on préférera cette expression qui ne nécessite pas d’intégration sur le
domaine mais uniquement sur une partie de son bord. Par ailleurs, les quantités qui
apparaissent sont assez naturellement disponibles dans un code de calcul aux
¢léments finis (forces nodales et déplacements nodaux). Sur le plan algorithmique,
la minimisation de E est effectuée grace a une méthode de région de confiance pour
pallier au mauvais conditionnement (en général) du Hessien de E, dii au caractere
mal posé du probleme de Cauchy (sensibilité aux données).

La formulation proposée permet de donner une interprétation €nergétique a la
méthode de résolutions alternées de Kozlov et al., 1991. Trés utilisée dans la
littérature, elle s’avere €tre une méthode de minimisation de E par directions
alternées (Andrieux et al, 2006, Baranger et al. 2007) : de ce fait on a convergence
de la méthode utilisée ici, avec de plus, des performances treés supérieures.

3. Applications

Pour illustrer I’efficacité de la méthode, deux exemples sont présentés. Le premier
concerne I’indentation d’un solide (figure I). Les surfaces latérales sont libres de
tout effort, et par raison de symétriec on modélise le quart de la structure. La
frontiére I'; englobe la surface inférieure du massif et la surface supérieure (en
excluant la surface ou les mesures sont prises). Les surfaces latérales constituent la
frontiére Iy, sur laquelle on applique les conditions aux limites de symétrie et celles
de frontiére libre. Les données sur I',, sont extraites a partir des résultats obtenus par
une résolution par éléments finis du probléme direct d’indentation. La figure II
présente le profil du déplacement u, relevé sur les bords 1 et 2. On remarque une
bonne adéquation entre les déplacements identifiés et les valeurs exactes. Les
figures III et IV présentent le profil de la contrainte G,, relevé sur les bords 1 et 2
ainsi que la diagonale. Les contraintes identifiées présentent une bonne adéquation
avec les valeurs exactes obtenues a partir du mod¢le éléments finis
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Le second exemple concerne une plaque avec une fissure voir figure V. On
cherche a identifier le facteur intensité¢ de contrainte. On suppose connu le support
de la fissure et par raison de symétrie, on modélise la moiti¢ de la plaque. Les
données surabondantes sont extraites a partir des résultats d’une modélisation par
¢léments finis du probléme direct.

Deux modéeles du probléme inverse ont ét¢ considérés: le modele 1 consiste a
considérer le domaine constitué par les trois zones et a compléter les données sur la
frontiere I';; (support de la fissure). Le modele 2 consiste a considérer le domaine
constitu¢ des zones 1 et 2 seulement et a compléter les données sur la frontiere I',.
La figure VI présente le champ de déplacements identifié (u;, v;) et le champ exact
(ue, Ve) dans le cas du modele 1. On remarque une bonne corrélation entre les deux
champs. Le tableau I présente les facteurs intensité de contrainte en mode I, évalués
a I’aide du probléme direct et des deux problemes inverses 1 et 2 sur trois contours
différents. On remarque, ici aussi une bonne corrélation avec la valeur analytique.
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Figure V. Géometrie du modele Figure VI. Champs de déplacements
K; évalué sur le contour ; K; (MPa m"?) K, (MPa m'?) K; (MPa m'?)
Probléme direct MEF 57.6901 (0.4%) 57.6805 (0.03%) 57.6606 (0.05%)

PI: Modé¢le 1: zone 1, 2,3 | 58.1109 (0.7%) 58.7746 (1.9%) 58.1745 (0.8%)

PI: Modé¢le 2: zone 1 et 2 54.8813 (4.8%) 57.8499 (0.3%) 55.8745 (3.1%)

Tableau I. Comparaison des facteurs de concentration de contrainte évalue a partir du
probléme direct et du probléme inverse. La solution analytique donne K=57.6633 MPa m'"?

4. Conclusion

La méthode de prolongement par minimisation d’une erreur en €nergie s’avere
trés performante sur des applications 3D ou présentant des singularités. L’extension
a des phénomenes dépendant du temps. Enfin, pour envisager des applications plus
réalistes, il est nécessaire de s’intéresser a la robustesse vis-a-vis du bruit de mesure
et d’étudier les cas a petit nombre de données.
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