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RESUME. Dans ce travail, on propose un estimateur d’erreur pour le probléme d’élasticite li-
néaire en deux dimensions discreétisé par la méthode XFEM (eXtended Finite Element Method).
On définit des estimations a posteriori de I’erreur basées sur la notion de résidu des équations
d’équilibre et on met en exergue les bornes supérieure et inférieure de I’erreur de discrétisation.

ABSTRACT. This work presents an error estimator for the linear elasticity problem in two space
dimensions approximated by the eXtended Finite Element Method (XFEM). A posteriori error
estimations of residual type are defined and upper and lower bounds of the discretization error
are proposed.

MOTS-CLES : Approximation par éléments finis, méthode XFEM, estimateur d’erreur par résidu.
KEYWORDS: Finite element approximation, XFEM method, residual error estimator.




1. Introduction

Dans le contexte du calcul de structures, les méthodes d’¢léments finis classiques
utilisées pour la modélisation des fissures doivent respecter la géométrie de la fissure
¢tudiée. Cette approche n’est pas trés avantageuse dans la mesure ou elle nécessite un
grand nombre de degrés de liberté pour le raffinement en fond de fissure, ainsi qu’un
remaillage lors de la propagation de la fissure. Ceci a motivé I’introduction de la mé-
thode XFEM (eXtended Finite Element Method) par Moés, Dolbow et Belytschko en
1999 ((Moés et al., 1999) et (Moés et al., 2002a)). Cette approche permet de modéliser
des discontinuités de type fissure dans un corps quelle que soit la position de la fissure
par rapport au maillage et également de prendre mieux en compte la singularité en
fond de fissure. La méthode XFEM a depuis €té appliquée et étendue a divers autres
problémes ((Sukumar et al., 2000) et (Moés et al., 2002b) et (Gravouil et al., 2002))
et des variantes visant & améliorer sa convergence ont été¢ proposées et ¢tudiées ((La-
borde et al., 2005) et (Béchet et al., 2005) et (Chahine et al., 2006) et (Chahine et al.,
Soumis)). Ces deux dernicres références établissent, en particulier, que la convergence
de la méthode XFEM est quasi-optimale lorsque les fonctions singulieres en pointe de
fissure ont un support dont la taille est indépendante du parametre de discrétisation.

Par ailleurs, si I’on désigne par u la solution d’un probléme et par u” la solution
approchée donnée par une méthode d’éléments finis, il est souvent utile d’estimer 1’er-
reur exacte ||u — u”|| a I’aide d’une quantité n(u") calculable explicitement, que I’on
appelle estimateur d’erreur a posteriori. Le développement d’estimateurs a posteriori
sert a localiser les zones entachées d’erreur et également a effectuer des procédures
d’adaptation de maillage afin d’optimiser la qualité¢ d’un calcul pour un temps de cal-
cul donné. Dans ce travail nous choisissons d’étudier des estimateurs d’erreur par
résidu ((Babuska et al., 1978) et (Verfiirth, 1996)) afin d’évaluer la qualité d’un calcul
obtenu par la méthode XFEM.

2. Le probleme et sa discrétisation par la méthode XFEM
Soit © un domaine borné fissuré de R?, de bord I" ou I'c C I représente la fissure

rectiligne. Le corps élastique linéaire isotrope homogene est soumis a un encastrement
sur I'p, a des densités de forces surfaciques nulles (pour simplifier) sur I'y et I'c et

a des chargements volumiques f. Soit ¥ = {v € HY(Q); v = OsurI'p}
I’ensemble des champs de déplacements admissibles. On cherche u € ¥ tel que
/ o(u) :e(v) de = / fodr, Yvedd [1]
Q Q

ou o(.) (resp. £(.)) désigne le tenseur des contraintes (resp. déformations). On sup-
pose que f est suffisamment réguliére pour que la solution u du probléme d’¢élasticité
s’écrive comme somme d’une partie singuliére u et d’une partie discontinue réguliere
satisfaisant (voir (Grisvard, 1985)) :

u — (Kyur+ Kourr) =u —us € H2+6(Q),



Figure 1. Le domaine fissur¢ €2

ou K7, Ky sont les facteurs d’intensité de contrainte. Le comportement asymptotique
en fond de fissure est défini par les fonctions u; et uy;, données en coordonnées
polaires par ((Lemaitre et al., 1994)) :

1 2(3 — 4v — cos b
ur = L L(1+V)<COSQ( v cos)>,

EV 2m sin £(3 — 4v — cos 0)

1 [r (1+v) sin 2(6 + 2 + cos 0)
urp = =4/ — v :
= EV2r sin 2(6 — 2 + cos )

(r : distance a la pointe de la fissure, £ : module de Young, v : coefficient de Poisson,
0 = 3 — 4v en contraintes planes). La composante normale (resp. tangentielle) de la
fonction uy (resp. uyr) est discontinue le long de la fissure.

Le principe de la méthode XFEM originale (Moés et al., 1999) est d’utiliser un
espace par ¢léments finis classique enrichi de quelques fonctions. Les nceuds dont la
fonction de base a le support traversé par la fissure sont enrichis par une fonction de
type Heaviside :

H(zx) =41 si(x—2z").n > 0, et —1 ailleurs, [2]

ou x* désigne la pointe de la fissure et n est une normale a la fissure. De plus, les
sommets du triangle contenant la pointe de la fissure sont enrichis par les fonctions
singuliéres suivantes (en coordonnées polaires) :

0 0

{Fj(x)}1<j<a = {\/;sing,ﬁcos i,ﬁsinﬁsin&\/;cosgsine}. [3]

Comme le maillage est indépendant de la géométrie de la fissure, la fonction de Hea-
viside traduit la discontinuité du champ de déplacements le long de la fissure et les



fonctions singuli¢res représentent la singularité en pointe de fissure. Une telle mé-
thode permet de discrétiser le domaine sans remailler les surfaces fissurées.

On approche le probléme par une méthode d’¢léments finis affines définie sur une
triangulation réguli¢re (h désigne le parametre de discrétisation) sur le domaine non
fissuré Q (voir (Ciarlet, 1978)). Les fonctions chapeau sont notées o;, i € I (I :
ensemble des nceuds du maillage). La variante de la méthode XFEM, (Chahine et al.,
2006) consiste a introduire une fonction cut-off notée v de sorte que 1’espace enrichi
devient :

4
Qgh = UhZZM‘Pi"‘ Z bZHQOZ—FZCJFJ’Y:/U?}}'F"Y’U? y [4]
el 1€l 7j=1

ou: a;, b, cj € R2, Iy désigne I’ensemble des nceuds enrichis par la fonction Hea-
viside donnée en (2), I, 7 = 1, .., 4, sont les fonctions singulieres données en (3), v
est une fonction cut-off C? telle qu’il existe 0 < ro < r1 avec y(r) = 1sir < ro,
0<y(r)<lsirg<r<mry, y(r)=0sir <r.

Le probléme discret s’écrit : trouver u” € 9" tel que

/ o(ul) : e(v™) da = / folde, ol e [5]
Q Q

Ce probléme admet une unique solution.
Dans (Chahine et al., 2006) et (Chahine et al., Soumis), I’estimation quasi-optimale
suivante est établie, avec C' indépendante de 2 :

lu — u"[| g1y < Chllu — yus|| g2+e(q)-

3. Un estimateur d’erreur par résidu

Comme les éléments de la triangulation réguliére 7" de Q ne coincident pas avec
la géométrie de 2 sur la fissure, on définit ’ensemble des éléments généralisés G
contenant les ¢léments suivants :

- les triangles 7" dont I’intérieur admet une intersection vide avec la fissure,
- les triangles et quadrangles obtenus en divisant un triangle coupé par la fissure,
- le triangle fissuré contenant la pointe de fissure.
Le résidu d’équilibre est défini sur chaque élément généralisé K € G par
Ri = f+dive(u") = f+dive(yu"), sur K,

ou u" = ul + yu" (conformément aux notations de 4). Comme divo(u;) =

divo(urr) = 0, on déduit que div o(yu?) s’annule sauf sur les éléments (éloignés
de la pointe de la fissure) ayant une intersection non vide avec la couronne ou -y est a
valeurs dans |0, 1].



Definition 3.1 (Estimateur d’erreur) Soit K € G" et T € T" le triangle contenant
K. Les estimateurs d’erreur résiduelle local et global sont définis par

e = BRI Hhr Y () e,
FecFEg
o= D ko
KeGy

ou hr désigne le diamétre de T, E'i est I’ensemble des cOtés de K n’appartenant pas
alp et Jg.,(u") désigne le saut du vecteur contrainte o(u")n (n est une normale
unitaire au cété E) a la traversée de E.

On obtient la majoration suivante de I’erreur de discrétisation :

Theoreme 3.2 Soit u la solution de (1) et »” la solution de (5). Alors on a
||U - uhHHl(Q) < 0777
ou C ne dépend pas de h.

Cette majoration est similaire a celle obtenue pour une méthode par ¢léments finis
classique (sans les fonctions d’enrichissement). Toutefois 1’analyse numérique de 1’es-
timateur pour la méthode XFEM nécessite 1’introduction et I’étude d’opérateurs d’in-
terpolation spécifiques. Les détails sont consignés dans (Lleras, en préparation).

Nous travaillons actuellement sur la minoration locale de I’erreur en vue d’obtenir
une estimation du type suivant : pour tout élément K € G", ona

ik < Cla— ﬁhHHl(wT) ’

ou @ et (resp. @) sont des prolongements spécifiques de u (resp. u') au travers de la
fissure (voir (Evans, 1999)), T € T" est le triangle contenant K et wy désigne I’union
de tous les éléments de 7" ayant une intersection non vide avec 7.

4. Travaux en cours et perspectives

Nous entamons cette étude d’estimateurs d’erreur pour la méthode XFEM en
commengant par chercher un estimateur pour un corps ¢lastique fissuré. Nous avons
choisi un estimateur d’erreur par résidu pour notre €tude tout en gardant a 1’esprit
que d’autres estimateurs, tels les estimateurs en relation de comportement ((Lade-
veze, 1975) et (Ladevéze et al., 1983)) peuvent également étre étudiés. Ensuite nous
envisageons de traiter le cas d’un probléme de contact (avec ou sans frottement) ce
qui compliquera sensiblement 1’analyse numérique. Dans le cas de prise en compte du
frottement de Coulomb, nous comptons utiliser un résultat récent obtenu dans (Renard,
2006) qui établit des conditions d’unicité pour le probléme continu de frottement.
Les simulations numériques utilisant le logiciel GETFEM++ (voir www-gmm.insa-
toulouse.fr/getfem/) sont en cours de réalisation.
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