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RÉSUMÉ. La théorie des méconnaissances répond au problème de la validation des modèles
en mécanique des structures en étendant le concept de coefficient de sécurité. Dans cet ar-
ticle, nous introduisons une description par opérateur de méconnaissances (LOK pour Lack-
Of-Knowledge) pour traiter des problèmes d’élasticité anisotrope.

ABSTRACT. As an extension of safety factors, the Lack-Of-Knowledge (LOK) theory is an an-
swer to model validation problems in structural mechanics. We introduce a LOK operator for
orthotropic elasticity problems. This refined model is illustrated on academic and industrial
examples.

MOTS-CLÉS : mécanique des structures, validation, incertitudes, théorie des méconnaissances
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1. Introduction

La validation de modèles est devenu un domaine clé de la mécanique des structure,
même si certains pensent qu’un modèle ne peut qu’être invalidé, mais jamais validé
(Popper, 2003, Oden et al., 2003, Hemez et al., 2004, Oberkampf et al., 2003, Saltelli
et al., 2004). Le mot "validation", souvent utilisé par les ingénieurs, définit une pro-
cédure assurant que la structure en phase de conception se comportera comme prévu
une fois produite. Lorsque subsiste un manque de connaissance, des coefficients de
sécurité sont introduits afin de rester conservatif. Cependant, dans le contexte de "réa-
lité ingénieur", la validation est un réel problème. Le challenge est d’aller au-delà du
côté philosophique en élaborant des outils pratiques qui puissent être appliqués à des
vrais problèmes industriels (voir (Ladevèze, 2006)). La description des incertitudes
est aujourd’hui au coeur de toute approche de validation. La modélisation probabi-
liste est très répandue (Schuëller, 2001). D’autres approches existent, comme dans
(Ben-Haim, 2001, Klir, 1991, Walley, 1990, Moore, 1979), qui n’utilisent pas de mo-
délisations probabilistes.

2. Le problème de validation de modèles

Nous proposons ici la théorie des méconnaissances (Lack-Of-Knowledge (LOK)
theory en anglais), introduite dans (Ladevèze, 2002b), et dont les premières appli-
cations furent présentées dans (Ladevèze et al., 2006), pour tenter de répondre de
façon pragmatique au problème de validation dans le cadre de la réalité ingénieur.
Elle permet de prendre en compte toutes les sources d’incertitudes, même les erreurs
de modèle, à travers le concept de méconnaissances de base. Cela peut être vu comme
une extension des coefficients de sécurité (Ladevèze, 2002b, Ladevèze et al., 2006).
Nous ne présentons ici que la théorie et les résultats d’une extension permettant de
traiter efficacement des problèmes élastiques anisotropes avec dispersion de rigidité.

2.1. Le concept de méconnaissances de base sur la rigidité, cas anisotrope

Nous considérons ici une famille de structures quasi-identiques dans un environ-
nement indépendant du temps (mais pas très bien connu).

La description adoptée est basée sur la théorie de l’endommagement anisotrope
proposée dans (Ladevèze, Elsevier Science Publishing Company, 2002a). On défi-
nit pour chaque structure étudiée le tenseur de Hooke K et E(n) (resp. γ(n)) le
module d’Young (resp. le module de déformation volumique) dans la direction n :
1

E(n) = nT
K (nnT )n et 1

γ(n) = Tr[K (nnT )] Réciproquement, il a été montré dans (La-
devèze, Elsevier Science Publishing Company, 2002a) que ces fonctions définissent
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complètement K . Soient E(n) le module d’Young et γ(n) la déformation volumique
du modèle EF. Nous introduisons deux méconnaissances mE et mγ :

mE(n) =
E(n)−E(n)

E(n)
[1a]

mγ(n) =
γ(n)− γ(n)

γ(n)
[1b]

où E et γ sont les valeurs de la structure réelle étudiée. La description avec des mécon-
naissances isotropes détaillée précédemment revient à prendre mE(n) = mγ(n) = mE
sur chaque sous-structure E. Nous proposons ici une approximation au premier ordre
pour la fonction 1

1−mE (n) , et une approximation d’ordre zéro pour mγ(n) :

1
1−mE(n)

= nT [I−ME ]−1n [2a]

1
1−mγ(n)

=
1

1−mγ
[2b]

où ME est un opérateur linéaire symétrique. La loi de comportement est alors :

ε =
1
E

[MEσD]D +
1−2ν

E
.

1
1−mγ

[Tr[σ]Id−σ] [3]

où la notation [.]D correspond au déviateur du tenseur considéré, et ME = 3[I −
ME ]−1 − 1

2Tr[[I −ME ]−1]I . Pour une structure 2D orthotrope, dans la base d’or-

thotropie, l’opérateur de méconnaissances ME est diagonal : ME =

(
mE1 0
0 mE2

)
L’opérateur de Hooke s’exprime alors :

K̂ = E(1−mE1)

⎛
⎝ 3

2 0 0
1
2 0 0
0 0 1

⎞
⎠ +E(1−mE2)

⎛
⎝ 0 1

2 0
0 3

2 0
0 0 0

⎞
⎠ +

2E
1−2ν

(1−mγ)

⎛
⎝

Cette description des méconnaissances utilisant des opérateurs de méconnais-
sances permet une modélisation plus fine des incertitudes d’une famille de structures
considérées : le niveau de méconnaissance peut être différent d’un paramètre à l’autre.

2.2. Méconnaissance effective sur une quantité d’intérêt

Soit x la solution de l’équation Kx = F où K est la matrice de rigidité et F l’effort
généralisé. Soit m l’ensemble de toutes les méconnaissances de base, associées à la
rigidité et aux efforts appliqués. A chaque valeur de m on peut associer des rigidités
et efforts . Les ensembles correspondants K m et F m sont paramètrés par m.

Dans cette nouvelle approche de modélisation de familles de structures, on défi-
nit une enveloppe de la réponse de la structure étudiée. Cette enveloppe est associée à
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Figure 1. La plaque étudiée.

l’équationK(θ)x = F(θ), oùK(θ)∈ K m(θ) et F(θ)∈ F m(θ). Pour une quantité d’intérêt
α(θ) (de valeur EF α), par exemple une contrainte locale, on calcule la méconnais-
sance effective :

−Δα−(θ) ≤ α(θ)−α ≤ Δα+(θ) [4]

La quantité d’intérêt α est une fonction de K et f : α = L(K, f ), de valeur EF α =

L(K, f ). On a donc :

Δα+(θ) = sup
K(θ)∈K m(θ)

F(θ)∈F m(θ)

[L(K, f )−α] [5a]

Δα−(θ) = − inf
K(θ)∈K m(θ)

F(θ)∈F m(θ)

[L(K, f )−α] [5b]

Si les méconnaissances de base sont suffisamment petites, après linéarisation on
obtient des expressions simples (non détaillées ici) des bornes Δα−(θ) et Δα+(θ) de
méconnaissance effective en fonction de l’opérateur de méconnaissancesm.

3. Un exemple de propagation de méconnaissances anisotropes

3.1. Le modèle associé

Nous appliquons ici la propagation à une plaque orthotrope (voir Figure 1) avec
des méconnaissance anisotropes sur les rigidités. La plaque étudiée est en matériau
NIDA : il est constitué d’un coeur et de 7 plis de matériau composite (voir Table 1
pour les paramètres matériau).

La structure étudiée est soumise à un effort quasi-statique F (voir figure 1). La
description des méconnaissances sur les rigidités adoptée est anisotrope. L’opérateur
de méconnaissances est supposé diagonal.
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Tableau 1. Composition de la plaque.
Partie E1 E2 G12 ν12 ρ
coeur 215 GPa 7.5 GPa 2.88 GPa 0.30 1400 kg/m3

plis 0.1 GPa 0.07 GPa 90 MPa 0.40 140 kg/m3

3.2. Résultats de la propagation

La propagation est menée sous CAST3M. La quantité d’intérêt est ici la contrainte
EF locale σxx moyennée sur un élément. La description des méconnaissances adoptée
pour les plis est la même que pour le coeur : mE1(θ) = mE10 (θ), mE2(θ) = mE20 (θ) and
mγ(θ) = mγ0(θ). Ces méconnaissances sur la rigidité suivent des lois gaussiennes. Les
résultats de propagation de ce modèle avec (mE1(θ),mE2(θ),mγ(θ)) sur la contrainte
moyenne sur l’élément 55 (voir Figure 1) sont présentés dans le Tableau 2.

Tableau 2. Modèle avec opérateur de méconnaissances (bornes à 99%).
bornes [−m−

E1 ,m
+
E1 ] bornes [−m−

E2 ,m
+
E2 ] bornes [−m−

γ ,m+
γ ] bornes [-Δσ−

xxmod ,Δσ+
xx

± 7 % ± 7 % ± 7 % [−3,9%;+4,4%] σ5
x

± 7 % aucune aucune [−3,9%;+4,4%] σ5
x

aucune ± 7 % aucune [−0,1%;+1%] σ55
xx

aucune aucune ± 7 % [−0,002%;+0,2%] σ
± 7 % ± 15 % aucune [−3,9%;+4,4%] σ5

x

Avant tout, il est intéressant de noter que l’ordre de grandeur de dispersion de
la quantité d’intérêt est le même que celui de la valeur de méconnaissance de base.
L’effet d’une méconnaissance mγ(θ) est insignifiant comparé à celui d’une mécon-
naissance mE1(θ) ou mE2(θ) : il ne modifie que le coefficient de Poisson et le module
de distorsion de la structure, qui sont peu influents dans ce cas de chargement. L’effet
de mE2(θ) est aussi moins important que celui de mE1(θ), ce qui signifie que, dans ce
cas de chargement, et pour cette quantité d’intérêt, le module d’Young E1 a un rôle
majeur dans la rigidité de la structure. Dans ce cas, il n’est pas grave d’avoir une forte
valeur de méconnaissance mE2(θ).

Tableau 3. Modèle avec méconnaissances scalaires sur la rigidité pour la plaque
orthotrope (bornes à 99%).

bornes [−m−
E ,m

+
E ] bornes [-Δσ−

xxmod ,Δσ+
xxmod]

± 7 % sur chaque élément ±85% σ55
xx

Le Tableau 3 présente les résultats de la propagation d’un modèle avec mécon-
naissances sur la rigidité de chacun des 800 éléments pour la plaque orthotrope .
L’encadrement obtenu est plus large. Dans ce cas, la modélisation avec opérateur de
méconnaissances offre alors de meilleurs résultats (voir Tableau 2).
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4. Conclusion

Dans cet article, nous avons introduit une définition orthotrope des méconnais-
sances sur les rigidités. La propagation d’un tel modèle a été menée à bien sur une
plaque orthotrope, permettant de montrer l’intérêt d’une telle définition.
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