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RESUME. Deux types de méthodes sont couramment utilisés pour identifier les parameétres
constitutifs d'une loi de comportement élastique a partir de mesures cinématiques disponibles
sur la totalité du volume d'un solide: les méthodes basées sur le recalage des parameétres
d'entrée d'un calcul numérique de type éléments finis (méthodes FEMU), et la méthode des
champs virtuels (MCV). Dans cette étude, on montre que, quelque soit la méthode FEMU
utilisée, le systeme d'équations final a inverser peut aussi étre obtenu par l'application de la
MCV avec un choix judicieux de champs virtuels. Ces champs virtuels sont donnés pour
formuler trois algorithmes pour chacune des trois méthodes FEMU les plus couramment
utilisées. Ces algorithmes sont finalement appliqués sur un exemple.

ABSTRACT. Two main types of approaches are available in the literature for identifying
material parameters from full-field measurements: Finite Element Model Updating (FEMU)
methods and the Virtual Fields Method (VFM). In this study, it is proved that using particular
virtual fields, the application of the VFM onto measured displacement fields provides the
same results as applying a FEMU method. According to this property of the VEM, three
FEMU algorithms have been derived and validated.

MOTS-CLES : identification, élasticité linéaire, éléments finis, méthode des champs virtuels,
recalage, estimation d’incertitude.

KEYWORDS: material identification, linear elasticity, finite element model, virtual fields
method, finite element updating, uncertainty estimation.
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1. Introduction

La caractérisation mécanique des matériaux est essentielle pour le calcul des
structures. Bien que des essais normalis€és existent pour la caractérisation de
matériaux isotropes et macroscopiquement homogenes, ils s’avérent souvent
inadaptés pour des matériaux anisotropes et/ou macroscopiquement hétérogenes
(Aramitsu et al., 1994) car ils sont basés sur ’utilisation de quelques points de
mesures seulement alors que des mesures de champs seraient requises. L’ utilisation
de mesures de champs en mécanique est justement en pleine expansion, mais leur
application reste limitée a la visualisation et I’analyse qualitative de mécanismes de
déformation. Une utilisation quantitative a des fins d’identification est toutefois en
voie de développement. Deux approches existent dans la littérature :

- une approche de type recalage, basée essentiellement sur des calculs
¢léments finis (Molimard et al., 2005, Genovese et al., 2005, Geymonat et
al., 2002).

- une approche basée sur les équations d’équilibre, soit écrites de manicre
forte (Claire et al., 2002), soit de maniere faible via la méthode des champs
virtuels (Grédiac et al., 2007).

L’objectif de ce papier est de montrer que, lorsqu’un champ de mesures est
disponible, toutes les techniques d’identification conduisent au méme type
d’équations que celles générées par la méthode des champs virtuels (MCV).

2. Présentation du probléme

Considérons un solide de volume @ sur lequel le déplacement engendré par un
chargement est mesuré sur une grille réguliere de points (x;,);,z;). La mesure est
notée i(x;)y;,zx). A partir de cette mesure, le champ de déplacement est reconstruit
sur une base de fonctions linéaires par morceaux, comme dans la méthode des
¢léments finis (Avril et al, 2007). Pour cela, le volume £ est partitionné en
¢léments finis comportant un nombre N de nceuds au total. On peut écrire le champ
de déplacements reconstruit a partir des données ainsi :

N
06, 002) = ) G (53,2) [1]

m=1

Les coefficients a,, sont obtenus par régression au sens des moindres carrés sur
les mesures i(x;,),z;). Ils constituent le vecteur des degrés de libertés nodaux pour la
partition en éléments finis considérée. Ce vecteur est noté {a}. Il ne représente pas
la valeur exacte des degrés de libertés nodaux di au chargement appliqué, notée
{a}. 1l est entaché d’une erreur, notée {a.}, provenant des erreurs existant dans les
mesures #(x;,);,zx), tel que :
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{a}={aj+iae 2]

On ne connait pas les composantes de {a.} mais on fait ’hypothese, comme cela
est décrit dans (Avril ef al, 2007), que c’est un vecteur aléatoire de moyenne nulle
et de matrice de covariance connue notée [R].

La loi de comportement du solide sur £ est supposée linéaire ¢lastique,
dépendant d’un nombre fini D de paramétres constitutifs, notés p,, formant un
vecteur noté {p}. Soit [4(p)] la matrice de raideur associée a cette partition ¢léments
finis pour la loi de comportement considérée avec un choix de parametres {p}. On
peut décomposer [4(p)] en une combinaison linéaire de matrices, notées [4,], qui ne
dépendent plus des parametres constitutifs inconnus :

D
[A(p)]= D palA,] [3]

Soit {b} le vecteur des forces nodales associ¢ au chargement appliqué pour la
partition en éléments finis considérée. Notons { p } le vecteur composé de la valeur
exacte de I’ensemble des parametres inconnus. A 1’équilibre, 1’équation suivante est
vérifiée :

D D
D balaHat=1o}=> " b4, ac} [4]
n=1 n=1

Si on retire de {b} les forces nodales inconnues (car sur la frontiére on ne sait
mesurer qu'une résultante d’effort, mais pas sa distribution), on garde seulement un
vecteur réduit, noté {F}. On peut alors réécrire I’équation précédente ainsi :

D D D
D balK Wit D pulL, W H={F D pulK, Hue }+ZV o Hvel [5]
n=1 n=1 n=1

Ou {u} et {¥} sont extraits de {a} tandis que [K}] et [L;] sont extraites de [4,] et
{u.} et {v.} sont extraits de {a,} selon le principe décrit dans (Avril et al., 2007).

Notons maintenant [Q(u,v)] toute matrice de dimension NxD, dont chaque colonne
est égale a [K, {u}+[L,{v}, n variant de 1 a D, o {u} est un vecteur de méme
dimension que {ii} et {v} est un vecteur de méme dimension que {v}. On a ainsi :

[0, V)N p}={F}+[O0(ue.ve NP} [6]

Dans la réalité, on ne connait [Q(u,,v,] que de maniére statistique, ce qui ne permet
pas de retrouver directement { p }. L objectif des méthodes d’identification a partir
de mesures de champs est donc de trouver un estimateur de { p }, noté {q } par la
suite, en utilisant au mieux les informations disponibles au sujet de [O(u,,v,].
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2. Méthode des champs virtuels et obtention de la solution au maximum de
vraisemblance

Dans la MCV, I’équation [6] est multipliée par une matrice rectangle, notée [M],
de dimension DxN. Chaque ligne de la matrice [M] est composée des degrés de
liberté nodaux d’un champ virtuel différent. On obtient alors un systéme inversible
de D équations a D inconnues dont { ¢ } est la solution :

[MI[QG, " )g}=[MI{F} [7]

Le choix de la matrice [M], c’est-a-dire des champs virtuels, a une influence
importante sur le résultat final (Grediac et al, 2007). En effet, le vecteur {q }
identifi¢ est aléatoire. Pour minimiser la variance des composantes de ce vecteur, on
montre qu’il faut utiliser une matrice [M] telle que :

(M1 =[K; 1 [RI[K ;][O 9)] 8]
Ou {u; } estun vecteur tel que [Q(ué,\N/]{(}}z{F}, soit :
g =LK 215} [9]

C’est la solution au maximum de vraisemblance. On remarque que cette
définition est implicite car elle fait intervenir la solution { g }. La résolution est faite
en choisissant une valeur initiale de paramétres puis en itérant la procédure donnée
par les équations [7], [8] et [9]. Deés la deuxiéme itération, la convergence au
premier ordre est atteinte lorsque le bruit de mesure est d’un ordre de grandeur
inférieur aux mesures elles-mémes (Avril et al., 2007).

3. Autres solutions obtenues par recalage

Dans les méthodes de recalage, les paramétres identifiés sont obtenus par
minimisation de fonctions cofits telles que :

1. Décart en déplacement (Molimard et al., 2005, Genovese et al., 2005) :

RN T [10]
2. Derreur en relation de comportement (Geymonat ef al., 2002) :
02(q.11g) =ty i1 [K g Yoty =it [11]

3. Décart en effort ou « a I’équilibre », équivalente a I’utilisation directe de la
formulation forte des équations d’équilibre (Claire et al., 2002) :

os(qo1t) =y — TV IK K W, ) [12]

Cette minimisation se fait sous la contrainte suivante :
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[0y g} ={F} & W, = 1K, 17HF -1, 157} [13]

Il apparait que lorsqu’on cherche a annuler le gradient des lagrangiens construits
a partir des fonctions cofits précédentes, on retombe sur des €quations similaires a
I’équation [7], mais avec des matrices [M] différentes de celle donnée dans [8] :

1. pour I’écart en déplacement :

[M] =[K;12[Ou;,)] [14]
2. pour I’erreur en relation de comportement :

(MY =[K; 17 [0y, M]+[K ;17 0@, V)] [15]
3. pour I’écart en effort :

[M] =[O0, V)] [16]

La définition de [M] est implicite dans les cas 1 et 2, ce qui nécessite une
résolution itérative, comme pour la MCV. On montre toutefois que dés la deuxieme
itération, la convergence au premier ordre est atteinte lorsque le bruit de mesure est
d’un ordre de grandeur inférieur aux mesures elles-mémes (Avril et al., 2007).

Chacune des approches conduit donc a une solution différente du maximum de
vraisemblance obtenu avec la MCV. Néanmoins, I’écart en déplacement est trés
proche, puisque la seule différence est la présence de la matrice [R] dans la formule.
Concernant I’erreur en relation de comportement et 1’écart en effort, on remarque
qu’en plus d’étre différente de la solution au maximum de vraisemblance, la matrice
[M] fait intervenir le champ réel {i} dans sa définition, ce qui lui donne un
caractere aléatoire. Son injection dans I’équation [7] donne donc des solutions dont
I’espérance est biaisée par rapport a la valeur exacte des parameétres a identifier.

4. Application a des données expérimentales et conclusion

Les trois techniques de recalage et la MCV avec maximum de vraisemblance ont
¢té testées sur les champs de déplacements mesurés lors de quatre essais de
flexion/cisaillement réalisés sur des éprouvettes en verre époxyde. Les champs
générés par cet essai permettent d’identifier les quatre composantes de la matrice de
rigidité plane orthotrope du matériau : Q,, O,, O,, et Q. Cet essai est décrit dans
(Avril et al., 2007).

Les résultats sont reportés dans le tableau 1. Pour chaque parametre et méthode,
on donne d’abord la moyenne des valeurs identifiées en GPa, puis son coefficient de
variation en %. Ces résultats illustrent bien les conclusions tirées dans la partie
précédente. En effet, on remarque le biais dans les valeurs obtenues par la
minimisation de I’erreur en relation de comportement et de I’écart a I’équilibre.
Quant a la minimisation de 1’écart en déplacement, elle permet d’obtenir des valeurs
tres proches de celles obtenues par la MCV. Les valeurs identifiées pour ces deux
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techniques sont en accord avec les valeurs de référence du matériau. Le parametre
0, a le coefficient de variation le plus €élevé, ce qui signifie que c’est en fonction de
ce parametre que les champs mesurés ont la sensibilit¢ la plus faible. Des
modifications de I’essai ont été¢ envisagées pour rendre ce coefficient de variation

équivalent a celui des autres paramétres (Grédiac et al., 2007).

L’extension des théories et développements présentés dans ce papier pour des
lois de comportement ¢élasto-plastiques est en cours.

Tableau 1. Comparaison des valeurs identifiées en utilisant différentes techniques
sur les données de 1’essai décrit dans (Avril et al., 2007).

MCV Recalage 1 Recalage 2 Recalage 3 Référence
Or 42 1,4% | 42,5 | 1,1% | 38,5 | 2.2% | 35 34% | 449 | 0,7%
O,y 13 6,5% 12,2 | 52% | 6,7 18% | 6,5 14% | 12,2 | 2,8%
Oy 33 13% 3,5 16% | 2,5 82% | 1,8 24% | 3,9 2,4%
Oys 3,61 |0,7% | 3,61 | 0,7% | 3,61 |0,7% | 3,61 |0,7% | 3,7 8,6%
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