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RÉSUMÉ. Ce travail porte sur la modélisation éléments finis de problèmes de vibroacous-
tique interne avec interfaces dissipatives. L’objectif est de faire le lien entre une modélisa-
tion du matériau absorbant par impédance de paroi et une modélisation de type poroélastique
s’appuyant sur la théorie de Biot. L’approche proposée consiste à déterminer les paramètres
de l’impédance de paroi à partir de caractéristiques intrinsèques du milieu poreux. Cette im-
pédance est ensuite introduite dans la formulation éléments finis du problème vibroacoustique
pour tenir compte de l’aspect dissipatif à l’interface fluide-structure.

ABSTRACT. This work concerns finite elements modeling of vibroacoustic internal problems with
dissipative interfaces. The main purpose is to establish the link between absorbing material
models by wall acoustic impedance and by poroelastic model based on the Biot theory. The
proposed approach consists in determining the acoustic impedance parameters starting from
intrinsic characteristics of the porous medium. This impedance is then introduced into the
vibroacoustic finite elements formulation to take into account the dissipative aspect of the fluid-
structure interface.

MOTS-CLÉS : Elastoacoustique, réduction du bruit, milieu poreux, impédance acoustique de pa-
roi, éléments finis.

KEYWORDS: Elastoacoustic, noise reduction, porous medium, wall acoustic impedance, finite
elements.
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1. Introduction

Dans le cadre général de la lutte contre les nuisances sonores et vibratoires, ce
travail porte sur la modélisation éléments finis de problèmes de vibroacoustique in-
terne avec interfaces dissipatives. L’objectif est de faire le lien entre une modélisation
du matériau absorbant par impédance de paroi (Deü et al., 2006, Larbi et al., 2006)
et une modélisation de type poroélastique s’appuyant sur la théorie de Biot-Allard
(Allard, 1993) (cf. figure 1).
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Figure 1. Problème vibroacoustique avec interface absorbante modélisée par : (a) milieu po-
reux, (b) impédance de paroi.

L’approche proposée consiste à déterminer les paramètres de l’impédance de paroi
à partir des caractéristiques intrinsèques du milieu poreux. Cette impédance est ensuite
introduite dans une formulation éléments finis originale du problème vibroacoustique
pour tenir compte de l’aspect dissipatif à l’interface fluide-structure.

2. Modélisation poroélastique de milieux absorbants en théorie de Biot-Allard

On considère dans ce paragraphe un matériau poreux décrit par le modèle géné-
ralisé de Biot-Allard à cinq paramètres (Allard, 1993). On rappelle ici les équations
locales homogénéisées du milieu poreux en fonction du déplacement de la phase so-
lide u

s et de la pression de la phase fluide pf . A ce stade, il est important de souligner
que les petits mouvements du fluide ne sont pas irrotationnels et que les effets de dis-
sipation se traduisent par des quantités complexes qui dépendent de la pulsation ω (cf.
signe "~" dans les équations suivantes). En régime harmonique, les équations locales
du milieu poreux en (us, pf ) s’écrivent sous la forme :

divσ
s(us) + ω2ρ̃us + γ̃∇pf = 0 [1a]

Δpf + ω2
ρ̃22

R̃
pf

− ω2
ρ̃22

φ2
γ̃divus = 0 [1b]

avec ρ̃ = ρ̃11 − ρ̃2
12/ρ̃22, γ̃ = φ(ρ̃12/ρ̃22 − Q̃/R̃), Q̃ = (1 − φ)K̃e, R̃ = φK̃e, et

où φ est la porosité du matériau ; K̃e est le module de compressibilité équivalent de la
phase fluide ; et les ρ̃ij sont des masses volumiques qui caractérisent le milieu poreux.
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Détermination de l’impédance acoustique de paroi sous incidence normale

On considère une couche unidimensionnelle de matériau poreux d’épaisseur L =
0.1 m dont les propriétés mécaniques sont données dans (Davidson, 2004). La couche
est excitée par une pression unitaire à incidence normale sur la paroi x = −L et
encastrée sur la paroi x = 0. Les équations [1] permettent de déterminer analytique-
ment une relation locale entre la pression imposée et la vitesse de la paroi x = −L
et d’accéder ainsi à une courbe d’impédance dont les parties réelle et imaginaire sont
représentées sur la figure 2a.
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(a) Impédance acoustique de paroi calculée à partir de la
formulation (us, pf ) en théorie de Biot-Allard.

(b) Identification des paramètres kI et dI de l’impé-
dance de paroi sur une plage de fréquence [0 - 300 Hz].

Figure 2. Parties réelle et imaginaire de l’impédance acoustique de paroi.

En se plaçant sur la plage de fréquence [0 - 300 Hz], l’impédance de paroi peut être
approchée par un modèle d’amortissement de type Kelvin-Voigt, c’est-à-dire comme
la somme d’une partie réelle constante et d’une partie imaginaire inversement propor-
tionnelle à la fréquence : Z(ω) = dI + ikI/ω. Les paramètres kI et dI , qui carac-
térisent respectivement l’aspect élastique et visqueux de la couche absorbante, sont
calculés par une méthode des moindres carrés à partir de l’impédance obtenue avec le
modèle de milieu poreux décrit ci-dessus (cf. figure 2b).

3. Problème élastoacoustique avec paroi absorbante

3.1. Formulation éléments finis 3D de l’interface poroélastique

Il existe de nombreuses formulations éléments finis des équations poroélastique de
Biot-Allard (Göransson, 1998, Atalla et al., 1998). A titre d’exemple, on rappelle ici
la formulation en (us, pf ) développée par Atalla qui conduit au système suivant :

(
K −C̃

0 H̃

) (
Us

Pf

)
− ω2

(
M̃ 0

C̃
T

G̃

) (
Us

Pf

)
=

(
Fs

Ff

)
[2]
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où les sous-matrices, complexes et fonction de ω, sont définies par :∫
Ωp

σ
s(us) : ε

s(δus) dv ⇒ δUT
s KUs ;

∫
Ωp

ρ̃us
· δus dv ⇒ δUT

s M̃Us

∫
Ωp

γ̃∇pf
· δus dv ⇒ δUT

s C̃Pf ;

∫
Ωp

γ̃u
s
· ∇δpf dv ⇒ δPT

f C̃
T
Us

∫
Ωp

φ2

ρ̃22

∇pf
· ∇pf dv ⇒ δPT

f H̃Pf ;

∫
Ωp

φ2

R̃
pf δpf dv ⇒ δPT

f G̃Pf

et où Us, Pf sont les vecteurs des degrés de liberté relatifs au déplacement de la
phase solide et à la pression de la phase fluide ; K et M̃ (respectivement H̃ et G̃)
sont les matrices de rigidité et de masse de la phase solide (respectivement fluide) ; C̃
est la matrice de couplage ; et enfin Fs et Ff sont les vecteurs des efforts extérieurs
appliqués à la phase solide et à la phase fluide du matériau poreux.

Dans le traitement éléments finis du problème d’élastoacoustique interne avec ma-
tériau absorbant, la modélisation de ce dernier à partir de la formulation 3D précé-
dente conduit donc à l’ajout de degrés de liberté des phases solide (déplacement us)
et fluide (pression pf ) du milieu poreux aux degrés de liberté relatifs aux domaines
solide (déplacement u) et fluide (pression p) du système couplé. Ceci constitue un
inconvénient majeur d’un point de vue coût de résolution. Pour remédier à ce pro-
blème, les recherches s’orientent vers l’utilisation de modèles d’ordre réduit ou de
type impédanciel.

3.2. Formulation du problème élastoacoustique avec impédance de paroi

L’approche simplifiée utilisée ici consiste à modéliser le matériau absorbant par
une impédance acoustique de paroi Z(ω). La formulation éléments finis du problème
couplé structure élastique - interface dissipative - fluide interne (voir figure 1b) s’écrit
sous la forme (Larbi, 2006) :[(

Ku −Cup

0 Kp

)
− i

ω

Z(ω)

(
0 0

0 Dp

)
− ω2

(
Mu 0

C
T
up Mp

)] (
U

P

)
=

(
F

0

)
[3]

où Ku et Mu (respectivement Kp et Mp) sont les matrices de rigidité et de masse
de la structure (respectivement du fluide) ; Cup est la matrice de couplage ; Dp est
la matrice d’amortissement ; et F est le vecteur des efforts extérieurs appliqués à la
structure. Il faut noter que ces sous-matrices sont réelles et indépendantes de ω.

La formulation précédente, qui est non-symétrique, ne peut être écrite que dans
le domaine fréquentiel et conduit à un système non-linéaire (ni même quadratique)
en fonction de la pulsation ω à cause de l’expression de Z(ω) (fraction rationnelle
complexe). Pour remédier à ce problème, une nouvelle formulation, qui consiste à
introduire le déplacement normal du fluide à l’interface dissipative comme variable
additionnelle, a été récemment développée par les auteurs (Deü et al., 2006, Larbi et
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al., 2006). Dans ce cas, en considérant que l’impédance de paroi Z(ω) peut être re-
présentée par un modèle d’amortissement de type Kelvin-Voigt, le problème éléments
finis peut alors s’écrire à la fois dans les domaines fréquentiel et temporel :

⎛
⎝Mu 0 0

0 0 0

0 C
T
ηp Mp

⎞
⎠

⎛
⎝Ü

Ḧ

P̈

⎞
⎠ +

⎛
⎝ dI

Du −dI
Duη 0

−dI
D

T
uη dI

Dη 0

0 0 0

⎞
⎠

⎛
⎝U̇

Ḣ

Ṗ

⎞
⎠

+

⎛
⎝Ku + kI

Du −kI
Duη 0

−kI
D

T
uη kI

Dη −Cηp

0 0 Kp

⎞
⎠

⎛
⎝U

H

P

⎞
⎠ =

⎛
⎝F

0

0

⎞
⎠ [4]

où H est le vecteur de degrés de liberté relatif au déplacement normal du fluide à l’in-
terface dissipative, Du et Dη sont des matrices d’amortissement et enfin Duη et Cηp

sont des matrices de couplage. La symétrisation de cette formulation peut être obtenue
par l’introduction d’un potentiel de déplacement fluide comme variable additionnelle
(Morand et al., 1995).

3.3. Réponse transitoire d’un tube acoustique avec matériau absorbant

Dans cet exemple, on considère un tube rigide rempli d’air dont l’une des extrémi-
tés est couverte par le matériau absorbant décrit précédemment (kI

≈ 1.1× 106 Pa/m
et dI

≈ 1290 Pa.s/m) et l’autre soumise à une force de pression donnée (figure 3).

0.5 m
ΓR

ΩF
ΓA

5 m

Paroi absorbante

Μ

Figure 3. Tube acoustique avec pression imposée et paroi absorbante

Sur la figure 4, on présente la réponse en fréquence du système au point
M (2.5m,0.4m) du fluide calculée avec la formulation éléments finis [4]. On observe
la diminution des pics de pression dûe à l’effet dissipatif de la paroi absorbante.

4. Conclusion

Cette étude, qui concerne la modélisation éléments finis de problèmes d’élastoa-
coustique interne avec interface dissipative, a permis de faire le lien entre une modé-
lisation des matériaux absorbants basée sur la théorie de Biot-Allard et une modéli-
sation simplifiée par impédance acoustique de paroi. La technique proposée consiste
à déterminer les paramètres de l’impédance à partir de ceux du milieu poreux, dans
le cas d’une excitation à incidence normale et sur une plage de fréquence limitée.
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Figure 4. Réponse du tube acoustique au point M (2.5m,0.4m) à une pression donnée.

Cette approche, combinée à une formulation éléments finis originale développée par
les auteurs, a été testée sur un tube acoustique avec paroi absorbante. Il est impor-
tant de noter que l’approche par impédance localisée reste une approximation (il fau-
drait introduire un opérateur d’impédance non local). Néanmoins, des études récentes
(Bermúdez et al., Accepted) ont montré que cette approximation est acceptable dans
des configurations plus complexes que celle envisagée ici.
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