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RESUME. L’enjeu de ce travail est de proposer une nouvelle méthodologie, basée sur la
méthode des éléments finis étendue (X-FEM), pour I’étude de structures fissurées lorsque des
conditions de contact (sans frottement, ou avec frottement adhérant) sont prises en compte
sur les levres de la fissure. L’utilisation de X-FEM nous a conduit a formuler le probléme de
contact de maniére continue, puis a le discrétiser au sens éléments finis. Un Lagrangien
Augmenté est utilisée pour le traitement des équations de contact frottement. Afin de résoudre
des problemes de stabilité liés a la satisfaction de la condition LBB, un algorithme de
construction de I’espace des multiplicateurs de Lagrange est également proposé. Un exemple
numérique traité par Code_Aster vient illustrer I’emploi de cette approche pour résoudre un
probléme tridimensionnel de contact avec frottement.

ABSTRACT. This work presents a new method, based on the extended finite element method (X-
FEM), for the survey of frictional contact cracks. Because of X-FEM, a continuum mechanics
formulation of contact is used, with an Augmented Lagrangian method. In order to satisfy the
LBB condition, we propose an algorithm for building an appropriate Lagrange multiplier
space. A detailed numerical example with the finite element software Code_Aster illustrates
this approach while solving a three-dimensional frictional contact problem.

MOTS-CLES : X-FEM, contact frottant, 3D, condition LBB.
KEYWORDS: X-FEM, frictional contact, 3D, LBB condition.
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1. Introduction

Générer un maillage 3D d’une structure industrielle fissurée demeure une tache
délicate, notamment pour des géométries de fissures complexes. De plus, I’étude de
la propagation d’une fissure nécessite soit un remaillage (opération longue et
coliteuse), soit de connaitre a priori le trajet de fissuration (utilisation de
« déboutonnage » ou d’¢éléments joints par exemple). Dans ce travail, nous nous
intéressons a la méthode des ¢éléments finis étendus (X-FEM) qui évite de devoir
mailler la fissure (Moés et al., 1999) ou de connaitre a priori le trajet de fissuration.
Afin de prendre en compte des conditions de contact avec frottement sur les levres
de la fissure, plusieurs travaux ont été réalisés, reposant principalement sur une
pénalisation des conditions de contact frottement (Dolbow et al., 2001) (Khoei et
al., 2006). Cependant, les approches par pénalisation posent le probléme des
parametres de régularisation, dont le choix optimal n’est pas aisé.

Dans notre travail, nous avons adapté une méthode continue de contact, basée
sur I'utilisation d’un Lagrangien Augmenté¢ (Ben Dhia et al., 2002). Dans cette
formulation mixte déplacements/pressions de contact, le choix des espaces de
discrétisation ¢éléments finis est guidé par le respect de la condition LBB (ou
condition inf-sup). Nous proposons un algorithme visant a construire un champ de
multiplicateurs de Lagrange en adéquation avec le champ de déplacements. La
validation de cette méthodologie est ensuite présentée par une application
numérique 3D d’interface sous contact frottant avec Code_Aster, code libre aux
¢léments finis de mécanique générale développé et utilis¢é par EDF (www.code-

aster.org).

2. Probléme de contact frottant et formulation variationnelle mixte associée

On considére un domaine Q c R* comportant une fissure (ou une interface) I'c.
Un chargement quasi-statique est imposé sur la structure par I’intermédiaire d’une
densité de forces volumiques f et d’une densité de forces surfaciques t sur I',. Nous
nous placons dans le cadre des petits déplacements, en considérant un matériau
¢lastique linéaire. Les équations du contact sur les levres de la fissure sont écrites
sous forme variationnelle, en faisant intervenir des multiplicateurs de Lagrange A.
Les non-linéarités, dues a la non-connaissance de la zone de contact effective, aux
seuils de frottement de Coulomb, sont résolues par imbrication de boucles sur des
points fixes (géométrie et seuils de frottement) permettant de se ramener a un
succession de problémes de Tresca, lors de la résolution des équations d’équilibre
par la méthode de Newton-Raphson. L’adaptation de cette formulation continue
(Ben Dhia et al., 2002) au cadre X-FEM est relativement aisée. La boucle
d’appariement des nceuds en contact a €té supprimeée car en petits déplacements, les
points en contact de la géométrie initiale restent en vis-a-vis. De plus, le saut de
déplacement au travers de la discontinuité s’exprime directement en terme de degrés
de libertés enrichis.
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3. Discrétisations éléments finis et condition LBB

La discrétisation proposée dans (Geniaut et al., 2005) correspondant a des
champ de déplacement et de multiplicateur de Lagrange linéaires par morceau (P1-
P1), n’est pas LBB stable et conduit a des oscillations des multiplicateurs de
Lagrange. D’autres choix d’espaces ¢léments finis ont été proposés par (Mourad et
al., 2007) dans le cadre de I’imposition de conditions de Dirichlet sur une interface
avec X-FEM, mais leur formulation n’est pas stable dans tous les cas (notamment
lorsque D’interface se rapproche du bord des éléments). Une solution plus
convaincante a été proposée par (Moés et al., 2006), qui construit 1’espace des
multiplicateurs de Lagrange avec un algorithme de sélection des nceuds. Partant
d’une approche P1-P1, I’algorithme réduit I’espace des multiplicateurs de Lagrange
en imposant des relations de liaison entre multiplicateurs. Ces relations sont soit des
relations d’égalité, soit des relations linéaires. En adaptant I’algorithme au cas de
I’imposition de conditions de contact, nous avons constaté qu’il avait tendance a
imposer plus de relations d’égalité que de relations linéaires, ce qui appauvrit
fortement I’approximation de départ. Nous avons alors propos¢ une amélioration de
cet algorithme, visant a imposer majoritairement des relations linéaires entre les
multiplicateurs, détaillée dans (Geniaut et al., 2007). Une validation de ce nouvel
algorithme est présentée au chapitre suivant.

4. Validation et exemples numériques

On considére une interface entre deux blocs parallélépipédiques. Des conditions
de contact avec frottement adhérant sont prises en compte sur I’interface, de maniére
a ce que le probleme soit équivalent a celui d’un seul bloc sans interface. Le
chargement est imposé par la biais de conditions de Dirichlet sur toute la bordure de
la structure, afin de représenter un encastrement de la face inférieure et une pression
parabolique p(y) sur la face supérieure. Deux types de maillages réguliers sont
utilisés : un avec des hexacdres et 1’autre avec des pentacdres (voir Figure 1). On
utilise X-FEM de telle sorte que I’interface traverse les éléments finis. La taille des
¢léments est notée h, 1/h représentant le nombre d’éléments suivant y et z (pour le
maillage de pentaedres, le nombre d’éléments selon y est 2/h). Avec les hexaedres,
I’espace des multiplicateurs de Lagrange sur I’interface est similaire a celui obtenu
en considérant une interface coincidente avec le bord des hexaedres. Dans ce cas, la
combinaison des approximations des déplacements et des multiplicateurs ne conduit
pas a des oscillations de la pression de contact et celle-ci est bien parabolique
comme attendu. Cependant, avec des pentaédres, plus de multiplicateurs sont
introduits. Ceux sur les arétes diagonales rendent le systéme sur-contraint et
pressions de contact présentent de fortes oscillations. Afin de valider la prise en
compte de Dalgorithme, on étudie 1’évolution de la pression de contact sur
I’interface a mesure que 1’on raffine le maillage, c’est-a-dire lorsque 1/h augmente.
La Figure 2 montre que la réduction des oscillations des pressions de contact est
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efficace, et que la solution trouvée tend vers la solution recherchée a mesure que 1/h
augmente.
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Figure 2. Reduction des oscillations des pressions de contact.

La vérification analytique du respect de la condition LBB (ou condition inf-sup)
¢tant impossible dans la plupart des cas, un test numérique (Chapelle et al., 1993)
permet de donner une indication sur le fait qu’un certain choix d’approximations
remplit la condition LBB ou pas. Une formulation a deux champs (U,A) peut s’écrire
sous la forme d’un systéme matriciel :
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K AT|(U) (R
A Cc|\1) \F
et I’écriture sous forme matricielle de la condition inf-sup revient alors a la

résolution d’un probléme aux valeurs propres :

—%(AK‘AT)U = 1/°CU [1]

Soit By, la plus petite valeur propre non-nulle W,;,. La mise en place du test inf-
sup numérique nécessite une succession de maillages de plus en plus fins et la
résolution des problémes successifs permet de connaitre 1’évolution de B, en
fonction de la taille du maillage h. Si le paramétre 3, décroit et a tendance a tendre
vers 0 lorsque h diminue, alors la condition inf-sup n’est pas vérifiée. Par contre, si
la valeur de 3, reste stable, ou est toujours supérieure a une certaine valeur positive
B, la condition inf-sup est vérifiée. En pratique, 4 ou 5 maillages de tailles
différentes suffisent a obtenir la tendance générale de 1’évolution du paramétre [3,
(Chapelle et al., 1993).

Dans I’exemple présenté, la résolution du probléme aux valeurs propres [1] est
effectu¢e a ’aide du logiciel Matlab. Une série de 5 maillages de plus en plus fins
est utilisée. Avec des pentaédres, si aucun algorithme n’est utilisé, le parametre [3,
tend vers 0 lorsque la taille des ¢léments h diminue (voir Figure 3). Dans ce cas, la
condition inf-sup n’est pas vérifiée. Par contre, avec des hexaédres, ou avec des
pentaedres et 1’utilisation d’un algorithme de restriction des espaces des
multiplicateurs de Lagrange, le paramétre B, ne tend pas vers 0 lorsque la taille des
¢léments h diminue (voir Figure 3), et il est toujours supérieur a une valeur
strictement positive (dans notre cas = 1). La condition inf-sup est respectée.
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Figure 3. Verification numérique de la condition LBB.
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5. Conclusion

Une méthode originale de prise en compte du contact sur les levres de la fissure
dans le cadre de X-FEM en 3D a été présentée. Celle-ci s’appuie sur une
formulation variationnelle mixte du probléme de contact frottant. Le choix des
espaces d’approximation est guidé par la condition LBB. Celle-ci est vérifiée a
I’aide d’un test numérique, permettant de valider la stabilisation de notre
formulation du contact avec X-FEM.

Actuellement, notre algorithme n’est pas capable de simuler des problemes ou
plusieurs états de contact coexistent (décollement, contact glissant et contact
adhérant). Des travaux sont donc en cours afin de généraliser notre approche a ces
situations.
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