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RÉSUMÉ. Nous nous intéressons à l’utilisation d’une méthode d’éléments finis étendue XFEM
lorsque la singularité du problème n’est pas connue ou bien encore est très compliquée (par
exemple, dans le cas d’une fissure interfaciale). Dans ce cas, l’idée d’utiliser la singularité pour
enrichir la base éléments finis est inexploitable ou au moins très coûteuse. On considère une
variante de XFEM qui consiste à enrichir les éléments finis sur un maillage donné par des
solutions pré-calculées sur un maillage raffiné. Un résultat mathématique de convergence est
donné et illustré par quelques simulations numériques.

ABSTRACT. The extended finite element method XFEM is very efficient to solve problems where
the nonsmooth behavior of the solution is known and numerically workable (e.g. a fracture in
an isotopic material). In order to consider others situations (interfacial fractures, for instance),
we study a variant of XFEM where the finite element basis is enriched with some pre-computed
finite element solutions on a refined mesh. An optimal error estimate is given and corroborated
by numerical tests.

MOTS-CLÉS : Méthode des éléments finis étendue, enrichissement pré-calculé

KEYWORDS: Extended finite element method, pre-computed enrichment functions
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1. Introduction

La méthode XFEM s’est révélée efficace pour la modélisation des fissures, notam-
ment quand la singularité est connue et relativement facile à implémenter. Ceci est le
cas lorsque la fissuration se produit dans un matériau homogène isotrope. Depuis les
travaux introductifs (Moës et al., 1999), plusieurs auteurs ont dévellopé diverses appli-
cations numériques en 2D ou en 3D . De plus, des variantes ont été présentées (Béchet
et al., 2005), (Laborde et al., 2005). Récemment, on a démontré une estimation d’er-
reur optimale à propos d’une nouvelle approche XFEM en apportant une validation
numérique (Chahine et al., 2006) (Chahine et al., 2007b). Cependant, dans des situa-
tions comme le cas d’une fissure interfaciale (fissure située à l’interface entre deux
matériaux différents), la singularité peut être très compliquée et la méthode XFEM
devient très coûteuse (Sukumar et al., 2004).

Ces dernières années, des travaux menés dans des contextes différents ont consisté
à adjoindre à la base éléments finis des fonctions obtenues par le calcul ; citons (Strou-
boulis et al., 2003) dans le cadre de la méthode des éléments finis généralisés GFEM,
ou bien (Maday et al., 2002) pour la méthode de la base réduite. Dans le présent tra-
vail, on exploite l’idée en enrichissant les éléments finis sur un maillage donné par
des solutions pré-calculées sur un maillage raffiné. Ces fonctions numériques d’enri-
chissement sont obtenues une fois pour toutes et sont utilisées dans l’enrichissement
à la place de la singularité exacte. Le but de cette stratégie est de réduire le temps de
calcul quand l’implémentation de la singularité est coûteuse, ou bien tout simplement
de pouvoir être utilisée quand on ignore l’expression de la singularite exacte. On éta-
blit une propriété de convergence optimale sous une certaine condition impliquant le
pas du maillage du pré-calcul et celui du problème éléments finis complet. Ce résultat
théorique est illustré numériquement.

2. La méthode de la base réduite

Soit Ω un domaine fissuré du plan, la fissure ΓC étant supposée rectiligne et dé-
bouchante pour simplifier ; x∗ désignera la pointe de la fissure. On sait que la solution
exacte u du problème de l’élasticité linéaire isotrope formulé sur un tel domaine fis-
suré s’exprime comme la somme d’un champ régulier dans Ω et d’un champ singulier
u∗ au voisinage de x∗ de la forme :

u∗ = KI uI + KII uII . [1]

On a noté uI et uII les modes I et II, les constantes KI et KII désignant les facteurs
d’intensité de contrainte du problème (Lemaitre et al., 1985) (Grisvard, 1992).

On considère une méthode d’éléments finis indépendante de la fissure, c’est-à-dire
définie à partir d’une triangulation régulière du domaine non fissuré Ω̄ (l’adhérence
de Ω). On supposera le domaine polygonal pour simplifier. On note ϕi (i = 1, ...N)
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la base des fonctions éléments finis (à valeurs) vectorielles de degré donné. Le dépla-
cement approché est alors cherché sous la forme :

uh =
∑

1≤i≤N

aiϕi +
∑

j∈IH

bjHϕj +
∑

k∈K

ck wk χ [2]

où h est le paramètre de la triangulation et les ai, bj, ck sont des scalaires.

Dans cette expression, la discontinuité du déplacement le long de la fissure est
traitée selon la méthode XFEM classique, c’est-à-dire en utilisant une fonction de
type Heaviside H et prenant pour partition de l’unité locale (au voisinage de la fis-
sure) les fonctions de base éléments finis dont le support est entièrement coupé par la
fissure. Pour approcher la singularité du déplacement solution en fond de fissure, on
dispose d’un jeu de fonctions données vectorielles wk (k ∈ K) et d’une fonction de
localisation χ égale à 1 au voisinage du fond de fissure et nulle au loin.

La méthode XFEM avec zone d’enrichissement fixe consiste à enrichir toute une
région autour du fond de fissure x∗ indépendante du maillage, disons pour fixer les
idées la boule B (x∗, R) de rayon R indépendant du pas h (Béchet et al., 2005) (La-
borde et al., 2005). L’ensemble {wk : k ∈ K} dans [2] est alors constitué des fonc-
tions dont les composantes sont égales à

Fj ψi, j = 1, ...4, i ∈ IF (R) . [3]

On a noté F1, ..., F4 les fonctions scalaires qui engendrent la singularité exacte u∗

(Moës et al., 1999). Les ψi, i ∈ IF (R), désignent les fonctions de base éléments finis
linéaires (scalaires) associées aux noeuds dans B (x∗, R). Pour obtenir la forme [2],
la fonction χ peut être prise telle que χ =

∑
IF (R) ψi, autrement dit elle est continue

affine par morceaux, égale à 1 sur les triangles dansB (x∗, R) et à zéro sur les triangles
à l’extérieur.

Compte-tenu de la forme de la singularité exacte [1], on peut aussi envisager une
solution de la forme [2] dans laquelle la partie singulière s’écrit

u∗
h′ = (c1w1 + c2w2)χ [4]

avec deux fonctions d’enrichissement singulier w1 et w2 définies respectivement
comme les solutions éléments finis du problème en mode I ou II pré-calculées sur
un maillage raffiné de pas h′ (Figure 2).

Considérons maintenant un milieu constitué de deux matériaux collés et présen-
tant une fissure à l’interface entre ces deux matériaux (Dupeux, 2004). Le nombre de
fonctions qui engendrent la singularité en fond de fissure pour le bi-matériau augmente
significativement par rapport au cas homogène, voir (Grisvard, 1992) pour le cas où
l’un des matériaux est rigide et l’autre élastique. Dans (Sukumar et al., 2004), la mé-
thode XFEM a été implémentée avec toutes les singularités de la fissure interfaciale
et se révèle très coûteuse. Si l’on reprend l’idée précédente, on peut aussi considérer
un enrichissement singulier de la forme [4] où cette fois-ci les fonctionsw1 et w2 cor-
respondent à un pré-calcul sur le bi-matériau. Cette stratégie que nous étudions dans
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Précalcul

Problème éléments finis

Fissure

Figure 1. Enrichissement en fond de fissure par une solution éléments finis pré-
calculée sur un maillage raffiné

la suite réduit significativement le nombre de fonctions d’enrichissement dans le cas
de la fissure interfaciale. Naturellement, on pourrait envisager un jeu plus important
de pré-calculs.

3. Une estimation d’erreur

Le problème de l’élasticité plane linéaire isotrope sur le domaine fissuré Ω s’écrit

u ∈ V, a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V, [5]

dans l’espace des déplacements admissibles :

V = {v : v ∈ H1(Ω), v = 0 on ΓD}

où a(u, v) et L(v) désignent respectivement la forme bilinéaire de l’élasticité et la
forme linéaire des efforts extérieurs. Les espaces fonctionnels pour les fonctions à
valeurs vectorielles sont écrits en caractères gras : H s(Ω) = Hs(Ω;R2).

On sait qu’il existe un unique déplacement u solution de [5] sous les hypothèses
classiques de l’élasticité linéaire . Si les données vérifient des conditions supplémen-
taires de régularité, la solution u se décompose en la somme d’un champ u∗ dans
H3/2−ε(Ω) (ε > 0) de la forme [1] et d’une partie régulière (Grisvard, 1992) :

u − u∗ ∈ H2+ε(Ω). [6]

Avec les notations de la section précédente, le problème discret s’écrit

uh ∈ Vh, a(uh, vh) = L(vh) ∀vh ∈ Vh, [7]

où Vh est l’espace vectoriel des champs de déplacement de la forme [2] [4] :

vh =
∑

1≤i≤N

aiϕi +
∑

j∈IH

bjHϕj + (c1w1 + c2w2)χ. [8]
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La fonction cutoff χ est telle que χ(x) = χ0 (|x − x∗|) où χ0 est une fonction C2

satisfaisant (les paramètres R0 et R1 étant donnés tels que 0 < R0 < R1) :

χ0(r) = 1 si r < R0, 0 < χ0(r) < 1 si R0 < r < R1, χ0(r) = 0 si R1 > r.

Les fonctions d’enrichissement pré-calculéesw1 etw2 doivent vérifier une certaine
condition d’indépendance entre elles exprimée dans l’espace engendré par les modes
uI et uII exacts. Alors, sous l’hypothèse de régularité [6] et pour des éléments finis
linéaires, on montre alors l’estimation d’erreur suivante :

‖u − uh‖1,Ω ≤ Ch + C′ (h′)
1/2 [9]

où C et C′ sont des constantes indépendentes du pas h du maillage actuel et du para-
mètre de discrétisation h′ du pré-calcul (Chahine et al., 2007a).

En particulier, si h′ ≤ C (h)
2, alors ‖u − uh‖1,Ω ≤ C h, ce qui représente l’op-

timalité (à comparer avec la vitesse de convergence de 1/2 pour une méthode d’élé-
ments finis classique de degré un sur un milieu fissuré).

4. Résultats numériques

Pour une validation numérique de la méthode, on considère le cas-test suivant : on
se propose de résoudre le problème d’élasticité linéaire sur un domaine carré fissuré
Ω =] − 0.5, 0.5[×] − 0.5, 0.5[\ΓC , où ΓC représente la fissure située tout au long
du segment [−0.5; 0]. Le matériau considéré est homogène isotrope et l’on impose la
solution exacte du mode I de fissuration comme condition de Dirichlet non homogène
au bord.

On dispose d’un pré-calcul sur un maillage raffiné en fond de fissure. Il est utilisé
pour enrichir la base éléments finis classique du problème actuel dans le cadre de
la méthode XFEM avec base réduite . La singularité pour ce type de problème est
connue, d’où le choix de ce cas-test pour pouvoir comparer les résultats avec ceux de
quelques variantes en Figure 2.

D’autres tests numériques sont à l’étude (Chahine et al., 2007a)
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