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RESUME. Des estimateurs d’erreurs locaux dits en quantités d’intérét permettent d’obtenir
directement I’erreur de discrétisation commise sur une quantité ayant un sens physique, dans
une zone définie. On construit un tel estimateur a partir de I’erreur sur la solution du
probléme primal, celle du probléme dual et un estimateur d’erreur basé sur les résidus
explicites. Des exemples numériques traités par Code_Aster permettent de valider cet
estimateur mais aussi d’illustrer son utilisation sur des structures industrielles.

ABSTRACT. Local error estimators known as in quantities of interest enable to obtain
directly the error of discretization committed on a quantity with a physical meaning, in a
definite zone. Such an estimator is build starting from of the error on the solution of the
primal problem, the one of the dual problem and an error estimator based on the explicit
residual. Some numerical examples performed by Code_Aster allow to validate this estimator
but also to illustrate its use in industrial cases.

MOTS-CLES : erreur a posteriori, quantités d’intérét, méthode des résidus, estimateurs
explicites, élasticité linéaire, Code_Aster, structures industrielles.

KEYWORDS: a posteriori error, quantities of interest, residual method, explicit estimators,
linear elasticity, Code_Aster, industrial structures.
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1. Introduction

Electricité de France développe, pour ses besoins d'ingénierie lie a ses
installations nucl€aires, un code de calcul de mécanique par éléments finis,
Code_Aster (Code Aster, 2007). Les besoins d'évaluation des erreurs de
discrétisation et d'adaptation de maillages lors des simulations sont importants. Pour
les problemes linéaires, on distingue différentes démarches pour estimer la qualité
de la solution éléments finis (Ladevéze, 1975), (Babuska et al., 1978), (Zienkiewicz
etal., 1987). Elles conduisent toutes a I'estimation d'une erreur globale (norme L2,
H' ou semi-H' ou encore norme en énergie du déplacement). Le choix d'une
précision globale fondée sur une norme du déplacement est souvent délicat car il n'y
a pas de lien direct quantitatif avec une erreur sur des quantités mécaniques locales
(contraintes sur une ligne ou sur une surface, maximum des contraintes, etc.). Pour y
remédier, des estimateurs d’erreurs locaux dits en quantités d’intérét, permettant
d’accéder directement a I’erreur commise sur une quantit¢é mécanique précise, ont
¢été développés et implémentés dans Code_Aster. On présente des tests numériques
en 2D et 3D permettant de valider cet estimateur ainsi qu’une application a une
¢tude industrielle.

2. Probléme modele et notations

On considére un solide qui occupe un domaine Q € R* de frontiére réguliére 4Q
de normale sortante n. Le contour est I’'union de deux parties disjointes I'y et I'r. Sur
le contour I'y on impose un déplacement uq et sur le contour I'r, une densité d’effort
surfacique F. Le solide est élastique linéaire et isotrope, sa loi de comportement est
donnée par ¢ =Cg, ou C est le tenseur de Hooke et ¢ la partie symétrique du
gradient de u.

Iy

Iy Nl‘

Figure 1. Probleme d’élasticité linéaire.

Soient a(-,-) une forme bilinéaire et I(.) une forme linéaire. La formulation
variationnelle de ce probléme d’¢lasticité est donnée par :

a(uv)=1(v) VveVv [1]
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La norme en énergie et la norme L? associée a I’espace V sont respectivement
définies de la manicre suivante :

2
L'(Q)

HVHE :IQ o(v):e(v)dv et |v

:Iﬂv-vdv [2]

Soit . une partition de Q en N éléments. On construit un espace €¢léments
finis V"<V a partir de fonctions continues, polynomiales par morceaux, et de
degré p sur chaque élément E. Le probleme discrétisé s’écrit de la maniere
suivante :

a(u" v")=1(v") Vv'eV' [3]

3. Estimateurs d’erreur basés sur les résidus d’équilibre

Dans la méthode des ¢léments finis, I’approximation principale porte sur les
¢quations d’équilibre. Ces défauts d’équilibre sont représentés par les résidus qui
mesurent la non-vérification de certaines propriétés des €quations du probleme. Le

résidu global, noté R'(v)=1(v)- a( u" ,V), est constitu¢ du résidu intérieur (noté r.,
il mesure la non vérification des équations d’équilibre intérieur) et du résidu de bord
(noté t., il représente la non vérification de 1’équilibre de bord). Enfin on montre

qu’une estimation de I’erreur, définie par e=u—Uu" ou eeV , dans la norme en

énergie s’écrit
2
“(”n [4]

1
: < C[Z héHrE iZ(E) + Z[Ezlrutr 2|_2(r) T ZITHtT
E E TaTl, rcr,

ou C est une constante qui dépend du type d’élément et des données du
probléme, E est I’élément courant et h. et |. sont des longueurs caractéristiques de

e

I’élément.

4. Erreur en quantité d’intérét

Le principal objectif de I’estimation d’erreur a posteriori est d’évaluer une
mesure de ’erreur telle que la norme en énergie par exemple. Mais bien souvent il
est difficile de trouver un lien entre cette mesure et une quantité ayant un sens
physique, appelée quantité d’intérét. Cette quantit¢ d’intérét peut €tre représentée
par une fonctionnelle Q(-) linéaire définie sur I’espace des fonctions tests. Deux
exemples sont présentes ; ces fonctionnelles lin€aires représentent la moyenne d’une
composante du déplacement et la moyenne d’une composante des contraintes sur un
sous-domaine (zone d’intérét) :
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Q(v J'v dQ Q(v ja dQ [5]

= fal) = fold

On définit le probléme dual comme le probleéme d’élasticité linéaire dont la
solution @ est appelée fonction d’influence et dont Q() est le chargement. Le

probléeme primal et le probleme dual peuvent s’€crire de la maniere suivante :

{ a(uv)=1(v)
(v.0)=Q(v)

On définit ’erreur primale telle que e=u—-u, et l'erreur duale telle que

YveV [6]

& =®— ®, . On montre (Prudhomme et al., 1999) que I’on peut trouver une relation

entre I’erreur primale, 1’erreur duale et le résidu du probléme primal. Ceci fournit
une expression pour I’erreur en quantité d’intérét :

Q(e)=a(e.e) [7]

Il existe différentes stratégies pour 1’estimation d’erreur en quantité d’intérét
basée sur la norme en ¢énergie. En considérant 1’expression précédente et le
théoreme de Cauchy-Schwartz, on montre que D’erreur en quantité d’intérét est
bornée par la norme en énergie de I’erreur primale pondérée par la norme en énergie
de I’erreur duale. En général, ce genre d’estimateur d’erreur est trop pessimiste et
surestime [’erreur. Pour accéder a des bornes plus fines, la relation du
parallélogramme a ¢té introduite (Prudhomme et al., 1999) :

Qle)=alee)=

[8]

lel,
el

Un estimateur bas¢ sur la relation précédente et sur la méthode des résidus
explicite a été implémenté dans Code_Aster, permettant ainsi d’accéder a une
estimation de I’erreur en quantité d’intérét.

ou S est un scalaire choisi tel que S =

5. Validation de I’estimateur en quantité d’intérét

Pour juger de la qualité d’un estimateur, on calcule un indice d’efficacité y qui
caractérise un bon estimateur d’erreur s’il est proche de un. L’indice d’efficacité est
défini comme le rapport entre 1’erreur estimée et 1’erreur vraie (obtenue par une
approximation éléments finis sur un maillage tres fin) :

€.stime
_ estimée 9
r = [9]

vraie
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De tels calculs ont été effectués sur un croisillon en traction bi-directionnelle
pour les quantités d’intérét « composante du déplacement » et « composante des
contraintes », fournissant des résultats satisfaisants.
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Figure 2a et 2b. Carte d’erreur pour la quantité d’intérét « moyenne de la
composante u, du déplacement » aprés un raffinement (a gauche) et quelques
resultats d’indice d’efficacité pour différentes quantite d’interét en 2D (a droite).

6. Application a une étude industrielle

Un exemple de I'utilisation d’estimateurs d’erreurs en quantités d’intérét sur une
¢tude industrielle permet d’illustrer les développements réalisés dans Code_Aster.

S

1

Figure 3a et 3b. C.A.O. d’un douziéme du caisson a bornes (a gauche) et détail de
la borne de sortie (a droite).

Il s’agit d’un caisson de sortie de bornes d’alternateur dont on veut connaitre le
comportement en terme de contraintes équivalentes.
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Figure 4a et 4b. Cartes d’erreur pour la quantité d’intérét « moyenne de la
composante oy, des contraintes » (a gauche) et valeur absolue de I’erreur pour la
méme quantité d’intérét (a droite).

7. Conclusions et perspectives

Un estimateur d’erreur local dit en quantités d’intérét a été implémenté dans
Code_Aster. Les bonnes performances de cette approche ont été montrées par le
calcul d’indices d’efficacité¢ en 2D et en 3D. Enfin on montre les résultats obtenus
lors d’une étude sur une structure industrielle.

Une ¢tude de tels estimateurs en présence de singularité est envisagée ainsi que
leur utilisation dans un processus de remaillage.
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