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RÉSUMÉ. A. Jaubert et J.-J. Marigo proposent une nouvelle approche variationnelle de la fatigue
basée sur un principe de moindre énergie. On se propose ici de régulariser l’énergie totale
du solide (somme de l’énergie potentielle et de l’énergie de surface du solide élastique) par
des modèles d’endommagement non-locaux dont on discutera le bien fondé mathématique et
numérique. Cette méthode s’applique aussi bien à la rupture fragile qu’à la fatigue.

ABSTRACT. A. Jaubert and J.-J. Marigo proposed a new formulation for fatigue based on a prin-
ciple of least energy. We proposed to regularize the total energy of the body (sum of its elastic
energy and its surface energy) by non-local damage models. In this work, a theoretical and
numerical analysis is carried out for a bar. This method can be applied to brittle fracture and
to fatigue as well.

MOTS-CLÉS : approche énergétique, méthode variationnelle, modèles d’endommagement non lo-
caux, fatigue.

KEYWORDS: energetic approach, variational method, non-local damage models, fatigue.
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1. Les modèles variationnels de rupture fragile et de fatigue

Dans (Francfort et al., 1998) G. Francfort et J.-J. Marigo proposent une nouvelle ap-
proche variationnelle de la rupture fragile basée sur un principe de moindre énergie.
Les fissures apparaissent et se propagent dans un solide élastique de telle façon que
l’énergie totale du solide soit minimale à chaque pas de temps du chargement.

1.1. Le modèle de rupture fragile

Dans le cas de Griffith, l’énergie totale (somme de l’énergie potentielle et de l’énergie
de surface du solide élastique) s’écrit :

G0(u, Γ) =

∫
Ω\Γ

1

2
A0ε(u) · ε(u)dx + GcH

n−1(Γ) [1]

où ε(u) est le tenseur des déformations, A0 le tenseur de rigidité, Gc la ténacité et
Hn−1 la mesure de Hausdorff de dimension n − 1.
Si cette approche est suffisante pour rendre compte de la rupture sous chargement
monotone croissant, elle est en revanche inapte à prédire le phénomène de fatigue.

1.2. Le modèle de fatigue

A. Jaubert et J.-J. Marigo proposent dans (Jaubert et al., 2006), une autre formulation
variationnelle. Cette dernière est obtenue en conservant un principe de moindre éner-
gie, mais en remplaçant l’énergie de surface de type Griffith par une énergie dépendant
du saut de déplacement sur les lèvres de la fissure et en introduisant une condition d’ir-
réversibilité. Par passage à la limite, lorsque la longueur interne du modèle est petite
devant les dimensions de la structure, une loi de type Paris est obtenue. En retour, cette
loi limite peut s’écrire sous forme variationnelle et cela revient à minimiser l’énergie :

F0(u, Γ) =

∫
Ω\Γ

1

2
A0ε(u) · ε(u)dx + ΔTGcD

(
1

ΔT
Hn−1(Γ\Γi)

)
[2]

où Γi est la fissure créée à la fin du ième cycle et ΔT un petit paramètre réel positif.
On voit que [2] ne diffère de [1], i.e. de celle de Griffith, que par la fonction D qui
joue le rôle du potentiel de dissipation (fonction positive et convexe de la nouvelle
surface de fissuration créée).

2. Régularisation par des modèles d’endommagement non-locaux

L’énergie totale est régularisée en utilisant des modèles d’endommagement non-
locaux (i.e. ceux dont l’énergie contient des termes avec gradient d’endommagement).
Cela consiste à remplacer la surface de discontinuité du champ de déplacement (la fis-
sure) par des zones de petites tailles dans lesquelles le gradient de déplacement est
grand (zones endommagées).
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2.1. Le modèle de rupture fragile régularisé

L’énergie s’écrit alors :

G�(u, α) =

∫
Ω

(
1

2
A(α)ε(u) · ε(u) + Gc

w(α)

�
+ Gc�∇α · ∇α

)
dx [3]

où α est le champ d’endommagement du solide Ω, A(α) le tenseur de rigidité affecté
par l’endommagement,Gcw(α)/� est la densité volumique d’énergie dissipée et � est
un paramètre qui a la dimension d’une longueur. Cette longueur a un intérêt purement
numérique si l’on utilise le modèle comme régularisation du problème de rupture [1],
mais devient une longueur caractéristique du matériau si on l’utilise comme un au-
thentique modèle d’endommagement.

2.2. Le modèle de fatigue régularisé

Dans le cas de la fatigue, par un procédé identique aux précédents, l’énergie régulari-
sée s’écrit alors :

F�(u, α) =

∫
Ω

1

2
A(α)ε(u) · ε(u)dx + ΔTGcD

(
S(α) − S(αi−1)

ΔT

)
[4]

où
S(α) =

∫
Ω

(
�∇α · ∇α +

w(α)

�

)
dx.

2.3. Choix des modèles d’endommagement

Par Γ-convergence, il est possible de prouver que, lorsque le paramètre � tend vers
0, le minimum global de la fonctionnelle régularisée [3] converge vers celui de [1] à
condition que les fonctions A(α) et w(α) vérifient certaines propriétés particulières
(cf. (Braides, 1998)). Cependant, ce résultat de convergence ne s’applique pas forcé-
ment aux minima locaux et un des objectifs de ce travail est de comparer différents
modèles d’endommagement non-locaux. On considère la famille de modèles adoucis-
sants suivant, vérifiant tous les propriétés requises pour la Γ-convergence :

Modèles 1 : A(α) = E0(1 − α)p et w(α) = (
3

8
)2(1 −

√
A(α)

E0

), p > 0

Modèle 2 : A(α) = E0(1 − α)2 et w(α) =
α2

4
La première famille de modèles (indexée par p) a été construite de sorte que tous (quel
que soit p) donnent la même réponse contrainte-dèformation. Le deuxième modèle
possède un intérêt numérique dont on discutera.

L’étude analytique et numérique qui suit va montrer que ces modèles d’endomma-
gement non-locaux se comportent sensiblement différemment en termes de minima
locaux.
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3. Etude d’une barre en traction

3.1. Le problème d’évolution

On considère une barre Ω = (0, L) fixée à une extrémité (u(0) = 0) et soumise à
un déplacement contrôlé croissant à l’autre extrémité (u(L) = εL avec ε ≥ 0), la
déformation moyenne imposée ε jouant le rôle du temps. L’énergie totale s’écrit

G�(u, α) =

∫ L

0

(
1

2
A(α)u′2 + Gc

w(α)

�
+ Gc�α

′2)dx. [5]

Le problème quasistatique d’évolution consiste à chercher à chaque instant ε, les
champs de déplacement u ∈ Cε et d’endommagementα ∈ D verifiant :

G′
�(u, α)(v − u̇, β − α̇) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ C1 ×D [6]

où le point désigne la dérivée par rapport au “temps” ε, G′
�(u, α)(v̂, β̂) désigne la déri-

vée Gâteaux de G� à (u, α) dans la direction (v̂, β̂). Cε et D désignent respectivement
les champs des déplacements cinématiquement admissibles et le cône convexe des
endommagements admissibles :

Cε = {v ∈ H1(0, L) : v(0) = 0, v(L) = εL} et D = {β ∈ H1(0, L) : β(x) ≥ 0}.

En prenant β = α̇ et v = u̇ + w avec w ∈ H1(0, L) dans [6], l’équilibre exige que la
contrainte σ soit uniforme dans la barre. En injectant ce résultat dans [6], on obtient
la loi d’évolution de α suivante :

E1 Condition d’irréversibilité α̇ ≥ 0

E2 Si α̇ = 0 alors σ2

2

A′(α)

A(α)2
+ Gc

w′(α)

�
− 2Gc�α

′′ ≥ 0

E3 Si α̇ �= 0 alors σ2

2

A′(α)

A(α)2
+ Gc

w′(α)

�
− 2Gc�α

′′ = 0

E4 Conditions aux limites α′(0) = 0 et α′(L) = 0

3.2. Unicité et Stabilité

Le problème d’évolution est mal posé car il peut admettre une infinité de solutions, cf
(Benallal et al., 2007). En effet, au début, la réponse est élastique. Puis à un instant εc

tous les points de la barre atteignent le seuil d’endommagement et donc sont suscep-
tibles de s’endommager. A partir de cet instant, on peut envisager différentes solutions
comme par exemple la solution uniforme ou encore une solution avec localisation de
l’endommagement. On introduit un critère de sélection de solution basé sur la notion
de stabilité. Plus précisément, on dira que la barre est stable au temps ε dans son état
(u, α) si et seulement si (u, α) est un minimum local unilatéral de l’énergie totale G�

sur Cε × D, i.e. si on ne peut pas trouver dans un voisinage de (u, α) un état (v, β)
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admissible avec β ≥ α ayant une énergie plus petite.
D’un point de vue pratique, la stabilité des états homogènes est essentielle pour
l’identification expérimentale de la loi de comportement. On se propose donc d’étu-
dier la stabilité de l’état homogène caractérisé par un champ de déplacement linéaire
(u(x) = εx) et un champ d’endommagement uniforme (α(x) = α) à l’instant ε où le
critère d’endommagement est atteint en tout point de la barre :

ε2 ≥ ε2
c = −2Gc

w′(0)

�A′(0)
,

1

2
A′(α)ε2 + Gc

w′(α)

�
= 0. [7]

En utilisant l’équilibre de la barre, la dérivée seconde de l’énergie en l’état (u, α) dans
la direction (v, β) ∈ C0 × D peut s’écrire :

G′′
� (εx, α)(v, β) =

∫ L

0

(
A(α)v′2 +

(
Gc

�
w′′(α) +

ε2

2
A′′(α)

)
β2

)
dx

+

∫ L

0

(
2εA′(α)v′β + 2Gc�β

′2
)
dx. [8]

Cet état est stable si G′′
� (εx, α)(v, β) > 0 pour toute direction (v, β) ∈ C0 ×D non

nulle.

Onmontre que la stabilité de l’état dépend de la longueur de la barre. Plus précisément,
il existe une valeur critique Lc(ε) telle que si L < Lc(ε), alors l’état homogène est
stable, tandis qu’il est instable si L > Lc(ε). En reprenant la première famille de
modèle introduit précédemment, on obtient que la valeur de longueur critique de la
barre en fonction de la déformation ε est donnée par :

Lc(ε) =

√
cLc

4

p
−1

ε ε−
4

p
+1, cL =

2π2E0

p2(3

8
)2 Gc

�
(3

4
)3

, cε = (
3

8
)2

Gc

E0�
. [9]

On peut remarquer que, bien que tous ces modèles donnent la même réponse
contrainte-déformation, leurs propriétés de stabilité diffèrent. En effet, pour p > 4,
la longueur critique croît avec la déformation, alors que pour p < 4 la longueur cri-
tique décroît avec la déformation (cf. figure 1).

instable

stable

εεc

Lc

L

ε

instable

L

εc

Lc stable

(a) (b)
Figure 1. Longueur critique vs. déformation moyenne : (a) p<4 , (b) p>4
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3.3. Résultats numériques

On se propose dans cette partie de résoudre le problème d’évolution [6] avec le
deuxième modèle introduit en utilisant la méthode des éléments finis et l’algorithme
de minimisation alternée proposé par B. Bourdin dans (Bourdin et al., 2000).

Pour une barre en traction de longueur égale à 1, les figures 2 et 3 représentent l’évo-
lution du champ d’endommagement et du champ de déplacement avant et après la
charge critique où le champ d’endommagement homogène devient instable. La lon-
gueur interne � est égale à 0.01.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2
L en fonction de ε

ε

L

stable

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
charge = 3.69

 u

α

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5
charge = 4.15

u

α

Figure 2. Réponse numérique de la barre en traction pour E0 = 1
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Figure 3. Réponse numérique de la barre en traction pour E0 = 10
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