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RESUME. Afin de prédire le comportement vibratoire d’un rotor fissuré, on formule les
équations de mouvement qui, sous [’effet du défaut, sont des équations non autonomes de type
Hill. Cet article donne les outils numériques pour résoudre ce type d’équation a travers un
modele a 2 ddls, un rotor horizontal fissuré reposant sur un palier de raideur anisotrope, en
vue d’une géneralisation aux éléments finis. On caractérise dans un premier temps l’effet de
la fissure sur I’équation de mouvement de notre systeme. La théorie de Floquet nous permet
d’affirmer que ce systeme non autonome posséde des modes propres linéaires, complexes, a
spectre de fréquences. On détermine alors, grdce au critere de Hsu, les instabilités
paramétriques de ces modes. En raison des multiples fréquences caractérisant chaque mode,
la réponse forcée du systeme sous poids propre est multi harmonique.

ABSTRACT. The modelling of a cracked rotor leads to a non autonomous equation of motion
which is called Hill’s equation. This paper gives the numerical tools in order to solve this
equation. It shows their efficacy through a 2 dof model of an horizontal cracked rotor lying
on support with anisotropic stiffness. First, the equation of motion is established. The Hill’s
determinant is obtained with the help of Floquet theory. Since its convergence, one can
calculate the linear complex Eigen modes and their frequencies spectrum. Thanks to Hsu'’s
criteria, the parametric instabilities of these modes are obtained. Due to the multiplicity of
the frequencies contained in the Eigen modes, the forced response (under weight) is multi
harmonic.

MOTS-CLES : rotors fissurés, vibration, équations de Hill, instabilités paramétriques, réponse
multi-harmonique.

KEYWORDS: cracked rotor, vibration, Hill’s equations, parametric instabilities, multi-
harmonic response.
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1. Introduction

Un des défauts pouvant étre rencontré sur les systémes tournants est le
phénomene de fissuration du rotor, notamment dans le domaine de I’énergie (turbine
horizontale des générateurs par exemple).

La fissure entraine I’apparition d’une flexibilité locale dans le systeme. Pour un
rotor horizontal (soumis a son poids propre), la fissure est dite respirante. La loi de
comportement associée a cette fissure a été¢ déterminée dans (Andrieux et al., 2005).
En modélisant simplement ce systeme par 2 ddls, (Saber, 2006) nous montre que
I’équation du mouvement est a coefficients périodiques (€quation non autonome)
¢tant donné la raideur variable du systéme.

En s’inspirant des calculs de systémes tournants en coordonnées complexes
(Genta, 2005) et des outils utilisés pour résoudre les équations a coefficients
périodiques, on analyse de facon rigoureuse, avec des outils similaires a la
mécanique vibratoire lin€aire classique (modes propres, fréquences propres, régime
permanent...), la stabilité et la réponse sous poids propre d’un rotor horizontal
fissuré sur des paliers de raideurs anisotropes. On étudie aussi I’influence de
I’amortissement du systéme.

2. Equation du mouvement

Le rotor horizontal fissuré¢ est modélisé de facon simplifiée figure 1. par 2
barres rigides liées en G par une liaison non-linéaire introduite dans (Andrieux et
al., 2005). Le rotor posséde un amortissement interne c, et tourne a vitesse
constante Q autour de I’axe Z (I’axe X est vertical). Le palier est anisotrope de
raideur k,, et k,, et d’amortissement fixe ¢, On pose A, =k, —k,y et c = ¢, + c..

; ; ; ;
: : : :
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Imy2 am

I
¢ (rad)

Figure 1. Rotor fissuré sur palier anisotrope et allure de la fonction raideur
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Sous poids propre (Fy = - m*g), I’équation du mouvement de G s’écrit :
i)+ cile)+ KO - S R OO+ b, o)+ Qe 0) =
mi(0)+ cxile)+ KOO+ K (@)x(e)+ i, (0) - Qe x(0) =0
L

Cette équation est non autonome : k(o) est la fonction raideur périodique du
systeme (figure 1), elle modélise la fissure respirante (k, est la raideur du systeme
sain et A, est sa perte de rigidité¢). On pose les parametres adimensionnels suivants :

— défaut de rotor : €. = A/ky. On choisit ici g, = 0.4.
— défaut de stator : g, = A,/ky. On choisit ici g, = 0.5.

— vitesse de rotation : Q« = Q/w, ou ®, est la pulsation propre du systéme sain.

2.1. Déterminant de Hill

En posant la coordonnée complexe Z(l‘)=x(t)+iy(t) et en appliquant la
théorie de Floquet, on peut écrire le mouvement libre non amorti du systéme

(équation [1] homogene avec ¢ = 0) sous la forme :

:[f:l= Z EDJ_E_.'I:"-':"F.IH:I:_'_ Z ER-fE—fI:O_J+Jﬂ:|f
- I 2]

En remplagant z(t) par son expression et en développant la fonction k() en série
de Fourier, on obtient le déterminant de Hill du syst¢tme dans le domaine

fréquentiel:

— A3 8 g 0 g5 0 - Zp_1

— & B 0 gy 0 &g - Zz,

— gy 0 do e &0 0 - Zpo L _ 101
— 0 g5y 8 By 0 gy - Zro

— g1 0 g5y 0 4 g - Zp1

- 0 &5, 0 ey &8 B - Z71

] ] [3]
ouA;=B;= fct(Qz, Q, ®°, ®, m, ¢, C;, Ko, K, kny) et &4 = fet(e,).

On peut ainsi passer d’un systeme a coefficients périodiques a un systeme a
coefficients constants équivalent dans le domaine fréquentiel mais de dimension
infini! Ce déterminant de Hill converge (Poincaré, 1886) et sa convergence
dépend des parametres (€2« €;). Plus la vitesse de rotation est €levée (ou plus ¢, est
faible) et plus la convergence sera rapide donc plus I’ordre de troncature jax



4  Revue. Volume X — n° x/année

nécessaire a I’obtention de la réponse z(t) sera faible. En effet, les termes diagonaux
comportent des coefficients en Q° qui deviennent prépondérants.

2.2. Modes propres a spectre de fréquences

Pour un ordre de troncature suffisant j = j,..x, On peut considérer que les vecteurs
propres du systeme convergeant [3] sont les modes propres a spectre de
fréquences du systeme (figure 2). Ces modes sont de la forme [2], multi fréquentiel,
de fréquences (o + jQ) données par la figure 3 et ils dépendent des paramétres (€2,
€&, €,). Pour notre systtme a 2 ddls, ces modes sont regroupés en 2 familles
indépendantes convergentes, les modes selon X et les modes selon Y (figure 2.).
Plus la vitesse de rotation est faible et plus leur contenu fréquentiel est important.
Comme dans I’analyse modale classique, la solution de 1’équation de mouvement
[1] peut s’exprimer sur la base de ces modes propres.

1 : 0.6
N 0&r
. XA _
0.5f ’%}’t‘éﬁ‘ 04
0 VR I
: ’i’@‘#l’h | :°
05 \r*'; M ¥ 0.4}
R
“he —0F 0% 02 0 0z 0% 08 -0 05 0 G i
yit) {en m) yit} (en mj)
a Selon X (c =0 N.s/m) b Selon Y (¢ =0 N.s/m)

Figure 2. Visualisation des 2 modes propres pour Q« = 0.35 (juux = 8)

Pour certaines plages de rotation, on observe une confusion des fréquences des
modes, le systeme est alors dynamiquement instable (partie imaginaire de ®
négative figure 3.b).
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a. Partie reelle (pulsation) b. Partie imaginaire (amortissement)
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Figure 3. Evolution des valeurs propres du systeme en fonction de la vitesse de
rotation

3. Diagramme de stabilité

On peut localiser les régions d’instabilité dues a la fissure des modes propres a
spectre de fréquences grace au critére de Hsu (Hsu, 1963) qui régit les instabilités
paramétriques des systémes a plusieurs ddls. On trace sur la figure 4. la partie
imaginaire de la valeur propre en fonction des parametres (g, 2:), c’est le
diagramme de stabilité. Les instabilités paramétriques (amortissement négatif en
zones sombres sur la figure 4.) apparaissent pour des multiples et sous multiples des
pulsations propres du systeme sain oy (selon X) et o, (selon Y).

. T . 0 . ™ . 0.04
DA45F 0.45} ! i
-0.01 .
0.5k —o.nz 0.350 '
n.af [ i | 0.3k
w= 0.25[ . B OO - 02g)
0.2 (| P | -0.04 0.2t —o0n
D.15f _ . 0.5}
P . -0.05
oAt 0t 104
D.osf | -0.06 0.05}
2 3 2
0

[}

1] 05 1 1.5 2 25 0 1

a. Systéme non amorti b. Amortissement tournant seulement

Figure 4. Diagramme de stabilité du systeme pour €, = 0.5 et juu = 2

L’amortissement fixe stabilise le systéme, et ce quel que soit Q-. Par contre, lorsque
Q. > 1, Pamortissement tournant peut déstabiliser le systeme (Genta, 2005). L’effet
déstabilisateur de 1’amortissement tournant peut étre réduit par une anisotropie de
raideur sur le stator. Ceci peut étre le cas des arbres horizontaux de turbine dont les
paliers sont généralement anisotropes en raison du poids propre. Sur la figure 4.b ou
I’amortissement est uniquement tournant, 1’instabilité apparait pour Q« = 3.3. Pour
des raideurs de palier isotropes, I’instabilité due a c, apparaitrait pour Q« =1 !

4. Régime permanent

Lorsque I’arbre est soumis a son poids propre, les modes propres a spectre de
fréquences peuvent étre excités. On observe alors des résonances secondaires aux
sous-multiples des pulsations propres my et ®, du systéme qui sont caractéristiques
des systémes non autonomes (figure 5.a). En régime sous-critique, I’influence des



6 Revue. Volume X — n° x/année

harmoniques ¢€levés est importante, il faut alors un ordre de troncature conséquent
pour obtenir la réponse exacte (figure 5 ou Q« = 0.35). En régime sur critique (cas
du régime nominal par rapport aux premiers modes des arbres de turbine), seul le
premier harmonique est nécessaire (Han, 2005).
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Figure 5. Régime permanent sous poids propre et orbite de G ( Q2+ = 0.35 et ¢, # 0)

5. Conclusions

Cet article a présenté¢ 1’é¢tude numérique des équations du mouvement non
autonomes d’un rotor fissuré horizontal sur palier a raideur anisotrope. La prochaine
¢tape sera d’adapter les méthodes utilisées aux calculs éléments finis afin de pouvoir
traiter, a I’avenir, I’influence des défauts sur le comportement vibratoire de systémes
tournants réels aux géométries complexes.
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