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RÉSUMÉ. Dans ce travail on présente un modèle numérique pour les matériaux hétérogènes. Le
point essentiel de ce travail est l’utilisation de maillages structurés incluant des comportements
de chaque phase non-linéaires. Ceci est rendu possible par l’enrichissement de la base ciné-
matique par la méthode des Modes Incompatibles. Avec un tel modèle nous pouvons introduire
et tenir compte de la variabilité géométrique à une échelle micro-scopique. Le problème sto-
chastique obtenu est résolu par la méthode de Monte Carlo. On en déduit ainsi les paramètres
globaux à une échelle macro-scopique.

ABSTRACT. In this work we discuss the Finite Elements Method using the embedded discontinuity
of strain and displacement fields, which can handle the problem of localized failure in hetero-
geneous materials by using structured (regular) meshes. On the chosen 2D model problem we
develop all the pertinent details of the finite element approximation. With such a modeling in
hand we also presented how to take into account for the variability of the geometrical descrip-
tion at the meso-scale level. In this work we employed the classical Monte-Carlo method in
order to produce the statistical moments of the desired quantities.

MOTS-CLÉS : Discontinuité de déformations, discontinuité de déplacements, méthode des Modes
Incompatibles, méthode de Monte Carlo.

KEYWORDS: Embedded discontinuity, discontinuisty of strain, discontinuity of displacement,
Monte Carlo simulation.
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1. Introduction

Dans ce travail nous nous intéressons à l’analyse du comportement anélastique
des matériaux hétérogènes jusqu’à la rupture. Pour pouvoir modéliser un tel compor-
tement d’une manière plus prédictive, nous proposons une approche multi-échelle où
l’interprétation des mécanismes anélastiques est cherchée à l’échelle micro. Une at-
tention particulière est portée au cas où les échelles restent couplées, soit par manque
de validité des hypothèses classiques concernant la taille du volume élémentaire repré-
sentatif, soit par la nécessité de prendre en compte un couplage avec des phénomènes
autres que la mécanique.

La première partie de ce travail est consacrée aux problèmes de représentation de la
microstructure, en prenant en compte les hétérogénéités. Nous avons exploré l’utilisa-
tion des modèles discrets (Ibrahimbegovic et al., 2004) et des modèles éléments finis
(Ibrahimbegovic et al., 2007) qui sont avantageux par rapport aux modèles XFEM
pour la représentation de la rupture des structures massives. Le problème choisi ici est
un matériau modèle constitué de deux phases, une avec un comportement plastique et
l’autre avec endommagement ou des vides.

Nous présentons finalement une approche stochastique (Colliat et al., n.d.) pour
modéliser la rupture des matériaux quasi fragiles capable de reproduire l’effet
d’échelle avec les modes de rupture appropriés à chaque structure. Cette dernière né-
cessite un modèle adapté représentant à la fois la rupture localisée et diffuse (zone
du processus de rupture) ainsi qu’une description probabiliste de l’hétérogénéité du
matériaux par une longueur de corrélation.

2. Modèle plastique pour les matériaux hétérogènes

2.1. Modèle avec un maillage structuré

Dans le cas bidimensionnel on s’intéresse à un matériau hétérogène avec des
inclusions (rigides ou vides). La position des inclusions est fixée ce que conduit
à des positions connues pour les interfaces. Le figure 1 représente l’élément stan-
dard à trois noeuds avec deux phases. Pour représenter deux comportements diffé-

Figure 1. Elément triangulaire à 3 noeuds avec deux phases.

rents par un seul élément nous introduisons une discontinuité du champ de défor-
mations. Ceci permet de prendre en compte un comportement élasto-plastique (du
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type Drucker-Prager) pour la matrice et un comportement élastique pour les vides (ou
rigide-endommageable pour les inclusions rigides). Pour représenter l’ouverture de
l’interface entre les deux phases ou le glissement d’une phase par rapport à une autre
(Simo et al., 1993), nous introduisons une discontinuité du champ de déplacements.
Ces deux discontinuités sont prises en compte par la Méthode des Modes Incom-
patibles (Wilson et al., 1973), (Ibrahimbegovic et al., 1991) qui conduit aux même
nombre de dégrées de liberté. Les enrichissements sont apportés à l’élément standard
CST (Figure 1). Cet élément est divisé en deux sous-domaines par l’interface dont la
position est définie en utilisant deux paramètres scalaires : θ1, θ2 ∈ (0, 1).

L’introduction de ces discontinuités conduit à un enrichissement de l’interpolation
du champ de déplacements en utilisant les modes incompatibles

u
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La fonction de forme MI du premier mode incompatible (Figure 2a.) correspondant
à la discontinuité du champ de déplacements (Ibrahimbegovic et al., 2003a) peut être
écrite :

MI(x, y) = HΓS
−

X
a∈Ω+

Na [2]

où Na représente les fonctions de formes classiques pour l’élément CST et HΓS
est

la fonction de Heaviside.

Figure 2. Modes incompatibles correspondant à la discontinuité du champ de dépla-
cements a) et de déformations b) de l’élément CST

La fonction de forme MII du deuxième mode incompatible correspondant à la
discontinuité du champ de déformations (voir Figure 2b.) est une fonction linéaire des
deux coordonnées x et y (Ibrahimbegovic et al., 2007)

Finalement, le champ de déformations se réécrit de la façon suivante :
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où B(x, y) est la dérivée des fonctions de formes de l’élément CST, GI(x, y) sont
les dérivées des fonctions de formes de premier mode incompatible et GII(x, y) est
la dérivée de deuxième mode.

2.2. Opérateur tangent pour la rupture à l’interface

Le système des équations d’équilibre contient quatre parties, où l’équation (3a)
reprente l’équilibre global et les équations (3b) à (3d) l’équilibre local. Les équations
(3b) et (3c) sont résolues dans le cas où la discontinuité de déplacement serait activée
dans la direction normale ou tangente.
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[3]

Pour résoudre le système global (3) on utilise la condensation statique (Wilson,
1974). Les trois derniers équations sont résolues au niveau local, ce qui nous amène
au même nombre d’inconnues globales.

3. Aspects probabilistes pour la rupture des matériaux hétérogènes

L’objectif principal de cette partie est de confirmer la robustesse des maillages
structurés. Nous considérons un matériau hétérogène (par exemple une matrice à base
cimentaire) à l’échelle meso. A cette échelle nous supposons que la microstructure
est biphasique avec une phase solide et des vides. La réponse macroscopique est dé-
pendante de la fraction volumique de vide (nombre et tailles des inclusions) ainsi que
de la position des inclusions. Autrement dit les paramètres macroscopiques comme

Figure 3. Structure à l’échelle meso avec les inclusions a) et le maillage correspon-
dant b)

le module de Young ou la limite d’élasticité sont caractérisés à l’échelle meso. En
particulier, la matrice est supposée modélisée par le matériau élastique-parfaitement
plastique avec le critère de Drucker-Prager. Les vides sont purement élastiques et mo-
délisés avec une faible valeur de module de Young.
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3.1. Description de la géométrie à l’échelle meso et Intégration stochastique

Dans cette sous-partie nous présentons la description de la géométrie et les hypo-
thèses principales. La taille du domaine d’étude micro est 3.6 × 1.8 cm2 et les inclu-
sions sont positionnées suivant un processus de Gibbs. Pour des raisons de maillage,
les rayons sont compris dans un intervalle entre 0.01 et 0.3 cm.

Pour caractériser les propriétés mécaniques du matériau on utilise une approche
Bayesienne (Jaynes, 2003) en combinaison avec le principe de maximum d’entropie
(Shannon, 1948). Dans ce cas les deux premiers moments statistiques de chacune des
propriétés doivent être calculés. Le moment statistique d’une variable aléatoire re-
présentant l’intégrale d’une fonctionnelle de cette variable aléatoire dans un espace
probabiliste, nous avons utilisé la méthode de Monte Carlo (Caflisch, 1998) pour ef-
fectuer cette intégration.

3.2. Résultats numériques

Afin de réaliser l’intégration par la méthode de Monte-Carlo, nous avons procédé
à Z = 9999 points d’intégration, chacun correspondant à une réalisation d’une meso-
structure. Ces Z calculs ont été distribués entre 9 processeurs. La Figure 4 montre la
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Figure 4. Histogramme de la fraction volumique a) et 100 réalisations particulières
de calcul b)

répartition fréquentielle de la fraction volumique (le rapport de volume des vides sur
le volume total) obtenue pour les Z réalisations. La Figure 4b présente un échantillon
de 100 réponses macroscopiques.

4. Conclusion

La modélisation par Elément Finis d’une structure hétérogène conduit à des
maillages complexes, avec dans la plupart des cas des éléments distordus. Ceci consuit
à des matrices de raideur mal conditionnées et un temps de calcul important. Dans ce
travail nous avons proposé d’utiliser des maillages structurés avec des éléments bipha-
siques. Pour cela nous nous basons sur l’élément standard CST avec une cinématique
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enrichie en utilisant la Méthode de Modes Incompatibles. Ce type de maillage struc-
turé est ensuite utilisé pour la modélisation d’une structure poreuse à l’échelle meso.
Cette géométrie est obtenue en utilisant un processus de Gibbs modifié. Pour la réso-
lution d’un tel problème et le calcul des moments statistiques nous avons recourt à la
méthode de Monte Carlo en effectuant 9999 réalisations. Ce résultat nous permet de
caractériser les propriétés macroscopiques de notre matériau.
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