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LA COHOMOLOGIE DES ESPACES DE LUBIN-TATE EST
LIBRE

par

Pascal Boyer

Résumé. —  Le résultat principal de ce travail est l’absence de torsion dans la Z;-
cohomologie de la tour de Lubin-Tate. Comme dans [5], la stratégie est globale et repose
sur I’étude du complexe des cycles évanescents de certaines variétés de Shimura de type
Kottwitz-Harris-Taylor. Nous reprenons les constructions de [6] sur les filtrations de stra-
tification d’un faisceau pervers libre et nous montrons, qu’appliquées aux extensions par
zéro des systeémes locaux d’Harris-Taylor ainsi qu’au faisceau pervers des cycles évanescents,
ces constructions sont < !-saturées >, i.e. tous les conoyaux des morphismes d’adjonction
J17* — Id considérés, sont sans torsion.

Abstract (The cohomology of Lubin-Tate spaces is free). — The principal result of
this work is the freeness in the Z;-cohomology of the Lubin-Tate tower. As in [5], the strategy
is of global nature and relies on studying the complexe of nearby cycles of some Shimura
varieties of Kottwitz-Harris-Taylor types. We use the constructions of [6] on the filtrations of
stratification of a free perverse sheaf and we prove that applied to the extension by zero of
Harris-Taylor local systems as well to the perverse sheaf of nearby cycles, these constructions
are < l-saturated >, which means that all the cokernels of the adjunction morphisms jij* — Id
under consideration, are torsion-free.

Introduction

Dans [5], nous avons explicité les groupes de cohomologie a coefficients dans Q; de la
tour de Lubin-Tate en étudiant le faisceau pervers Wz des cycles évanescents d’une tour de
variétés de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor Xz, cf. [9], en une place v de son corps reflex
F. Le passage du global vers le local est fourni par un analogue du théoreme de Serre-Tate
couplé au théoreme de comparaison de Berkovich. Pour étudier ce faisceau pervers, nous
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avons explicité sa filtration de monodromie-poids en décrivant les divers gradués au moyen
des faisceaux pervers dits d’Harris-Taylor obtenus comme l'extension intermédiaire des
systémes locaux du méme nom introduits dans [9]. Plus simplement, on peut considérer la
filtration de Wz par les noyaux itérés de la monodromie et donc la suite spectrale

Ei’j = Hi+jgl"{(j(\111) = HiJrj\IfI
calculant les faisceaux de cohomologie de U7 a partir de ceux de ses gradués.

Fait — (c¢f. [B] §5.8) La suite spectrale Ey7 dégénére en By, i.e. pour tout n, le faisceau
de cohomologie H" W7 admet une filtration dont les gradués sont les H"gri (7).

Cette observation nous fournit une stratégie pour montrer que ces H"W¥z sont sans tor-
sion, cf. la preuve de la proposition [2.4.4] puisqu’il suffit de construire une version entiére,
i.e. a coefficients dans 7Z;, de la filtration de W7 par les noyaux itérés de la monodromie,
puis de montrer que les H"grf (Uz) sont sans torsion.

Une version entiere de la filtration de ¥z par les noyaux itérés de la monodromie est
donnée dans [6] en utilisant des morphismes d’adjonction ji"j="* — Id associés a la
stratification de Newton ;=" : XI:? — X7 de la fibre spéciale géométrique Xz 5 de X7 a la
place v. Nous rappelons au la construction dune telle filtration, dite de stratification,
d’un faisceau pervers libre F' et dont on note grf(F) les gradués.

Cet article se concentre donc sur le deuxieme point qui consiste a montrer que les fais-
ceaux de cohomologie Higrf(¥z) des gradués de la filtration de stratification de Wz, sont
sans torsion. Le résultat repose sur une propriété difficile & contrdler de ces filtrations, a
savoir qu’elles sont !-saturées i.e. que les conoyaux, pris dans la catégorie des faisceaux
p-pervers, des morphismes d’adjonction ji="j="* — Id considérés, sont sans torsion. Ainsi
I’essentiel du travail consiste a montrer 1’énoncé suivant qui résume les propositions [2.3.3

et 243

Proposition Les filtrations de stratification construites a l’aide des morphismes d’ad-
jonction ji =" — 1d pour

— d’une part l’extension par zéro des systémes locaux d’Harris-Taylor, et

— d’autre part pour le faisceau pervers des cycles évanescents U,

sont |-saturées.

A partir de ce résultat, il est relativement aisé d’en déduire, cf. la proposition m que
les fibres des faisceaux de cohomologie des grf(¥z) et donc de W7 sont sans torsion, cf.
le théoreme [2.4.1] Par passage du global au local via le théoréme de Berkovich, nous en
déduisons alors la liberté de la cohomologie de la tour de Lubin-Tate, théoréme [I.1.4]

En ce qui concerne l'organisation du papier, le résultat principal, théoreme [1.1.4] sur
I’absence de torsion dans la cohomologie des espaces de Lubin-Tate, est prouvée au
en admettant les résultats globaux, propositions [2.3.3] et [2.4.3] sur la saturation qui sont
prouvés respectivement aux et §3.3 Les notations sur les représentations sont données
dans 'appendice A. Les résultats des lemmes et propositions de cet article concernant les
7Z,-faisceaux pervers libres sont, d’apreés [5] et [6], déja connus sur Q; : ceux dont nous
avons besoin, sont rappelés en appendice B avec quelques compléments autour de I'effet du
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morphisme j;gl ];f* qui est 'ingrédient clef de cet article, cf. I'introduction du §3| et qui
devrait permettre de simplifier grandement les arguments de [5], cf. les remarques suivant

B.3.3 et [B.3.4

Mentionnons enfin la théese de H. Wang qui, par voie purement locale en se ramenant
aux travaux de Bonnafé et Rouquier [4] sur la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig,
montre la liberté de ’étage modéré de la cohomologie de la tour de Drinfeld. En utilisant le
théoreme de Faltings-Fargues, son résultat correspond au cas des représentations cuspidales

de niveau zéro.
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1. Rappels géométriques

Dans tout ce texte, les lettres p # [ désigneront deux nombres premiers distincts, d un

entier strictement positif et A au choix une extension algébrique de Q; comme par exemple

Q;, 'anneau des entiers d'une telle extension, comme par exemple Z;" ou une extension

algébrique de F;, comme par exemple [F;.
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1.1. Espaces de Lubin-Tate. — On désignera par K une extension finie de Q,, Ok
son anneau des entiers, d’idéal maximal Pk, wx une uniformisante et kK = O /Pk son
corps résiduel de cardinal ¢ = p/. L’extension maximale non ramifiée de K sera notée K™
de complété K " d’anneau des entiers respectif Ognr et Opnr. Soit Xk 4 le Og-module
de Barsotti-Tate formel sur & de hauteur d, cf. [9] §II. On considere la catégorie C' des
O-algebres locales artiniennes de corps résiduel %.

1.1.1. Définition. — Le foncteur qui a un objet R de C' associe I’ensemble des classes
d’isomorphismes des déformations par quasi-isogénies sur R de X ¢ munies d'une struc-
. , , - ik
ture de niveau n est pro-représentable par un schéma formel M7 4, = [liez M(L%dm
i) , | ¢ dos dét . d isosénies d
ou M+, , représente le sous-foncteur pour des déformations par des quasi-isogénies de
hauteur h.

Ti(h . . .
Remarque : chacun des MS;T) an €st non-canoniquement isomorphe au schéma formel

/Q(LO%’M noté Spf Def,,, dans [5]. On notera sans chapeau les fibres génériques de Berko-
vich de ces espaces; ce sont donc des K™ -espaces analytiques au sens de [2] et on note
d/K N +
ML/T,n = MLT’d’n®f(m" K
Le groupe des quasi-isogénies de Xk 4 s’identifie au groupe D;d des unités de 'algebre
a division centrale sur K d’invariant 1/d, lequel, par définition, agit sur M%/TKn Pour tout
n > 1, on a une action naturelle de GL;(Ok/P}) sur les structures de niveau et donc
sur Mi/TI;; cette action se prolonge en une action de GLg(K) sur la limite projective

<l_im/\/lCLl/TKn. Sur cette limite projective on dispose ainsi d’une action de GL4(K) x Dy ; qui
n ’ )

se factorise par (GLd(K ) X Dlxgd) /K> ou K* est plongé diagonalement.

1.1.2. Définition. — Soit Wi, ;,, ~ Hi(j\/l(Lo%’dm@@f(wf, A) le A-module de type fini
associé, via la théorie des cycles évanescents de Berkovich, au morphisme structural

M) 4 — Spt O

i oA 44/ K ; : ;
On notera aussi Uy 5 4, = HZ(ML/TW, A) et on pose Uy 4 = lim Uy » 4,, de sorte que

n

Rn = Ker(GLy(Ox) — GL4(Ok/Pf)) étant pro-p pour tout n > 1, on a Ujc 4, =
(u}(,/\,d)ﬁ"-
1.1.3. Notation. — Considérant U!

K, 7Z;,dn
d’aprés pour T € Rg,(d) :

comme une représentation de Dy ,, on pose,

U, =Uu,

K. Zy,dn,7
ainst que la limite inductive

Ury =T Uz ..
n
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La description de la @,-cohomologie de ces espaces de Lubin-Tate est donnée dans [5]
théoreme 2.3.5. Le résultat principal que nous avons en vue est le suivant.

1.1.4. Théoréme. — Pour tout h > 1 et pour tout 0 < i < h — 1, le Z;-module L{;{Z .
est sans torsion.

1.2. Géométrie de quelques variétés de Shimura unitaires simples. — Soient
E/Q une extension quadratique imaginaire, F*/Q une extension totalement réelle dont on
fixe un plongement réel 7 : F'™ < R; on pose F' = F1tE le corps CM associé.

1.2.1. Notation. — Pour toute place finie w de F', on note F,, le complété de F' en cette
place, O, son anneau des entiers d’idéal mazimal P, et de corps résiduel k(w).

Soit B une algebre a division centrale sur F de dimension d? telle qu’en toute place
x de F', B, est soit décomposée soit une algebre a division et on suppose B munie d’une
involution de seconde espece # telle que | est la conjugaison complexe c¢. Pour § € B*=71,
on note 5 linvolution x — 2% = Ba*B~1 et G/Q le groupe de similitudes, noté G, dans
[9], défini pour toute Q-algebre R par

G(R) ~{(\, g) € R* x (B? ®g R)* tel que gg** = A}
avec B®? = B ®p,. F. Si x est une place de Q décomposée z = yy© dans F alors

G(Q) = (BY)" x Qp = Qg x [1(B)",

ou x =[], z; dans F'".
Dans [9], les auteurs justifient I'existence d’'un G comme ci-dessus tel qu’en outre :
— si x est une place de Q qui n’est pas décomposée dans F alors G(Q,) est quasi-
déployé;
— les invariants de G(R) sont (1,d — 1) pour le plongement 7 et (0, d) pour les autres.

1.2.2. Notation. — On suppose que
— p est décomposée p = uu® dans E et on note vy, vy, -+ ,v,, les places de F' au dessus
de u,

— et qu’il existe au moins une de ces places, mettons vi que [’on notera v, telle que
(BoP)* ~ GLy4(F,).

Pour tout sous-groupe compact U? de G(A*?) et m = (my,--- ,m,) € ZL,, on pose
UP(m) = UP x ) X HKer((’)Evi — (Og,,/P;")")
i=1

1.2.3. Notation. — On note T l’ensemble des sous-groupes compacts ouverts UP(m) tels
qu’il eziste une place x pour laquelle la projection de UP sur G(Q,) ne contienne aucun
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élément d’ordre fini autre que l'identité, cf. [9] bas de la page 90. Pour m comme ci-dessus,
on a une application

m1:I—>N.

1.2.4. Définition. — Pour tout I € Z, on note X; — Spec O, < la variété de Shimura
associée & G > construite dans [9] et X7 = (X[)sez le schéma de Hecke relativement au
groupe G(A>), au sens de [5]

Remarque : les morphismes de restriction du niveau r;; : X; — X sont finis et plats. et
méme étales quand my(J) = my(1).

1.2.5. Notations. — (cf. [5] §1.3) Pour I € Z, on note :
— Xr5 la fibre spéciale de X1 et X;5:= X1 X SpecF, la fibre spéciale géométrique.
— Pour tout 1 < h < d, X,?f; (resp. X7') désigne la strate fermée (resp. ouverte)
de Newton de hauteur h, i.e. le sous-schéma dont la partie connexe du groupe de

Barsotti-Tate en chacun de ses points géométriques est de rang > h (resp. égal a h).

0

. >
— On notera aussi Xy, = Xj.

Remarque : pour tout 1 < h < d, la strate de Newton de hauteur A est de pure dimension
d — h; le systeme projectif associé définit alors un schéma de Hecke XZZ;L (resp. X7%) pour
G = G(A>), cf. [9] 111.4.4, lisse dans le cas de bonne réduction, i.e. quand m; = 0.

1.2.6. Proposition. — (cf. [9] p.116) Pour tout 1 < h < d, les strates X7 sont
géométriqguement induites sous l'action du parabolique Ph,d_h(Ov) au sens ou il existe
un sous-schéma fermé Xlzgﬁ tel que :

=h =h mi
leg = XLg’n XPh,dfh(Ov/lpz”;nl) GLd<O’U/Pq) )
. . > L, .
Pour h =0, on ne dispose que d’une unique strate et XI_(;E désignera encore Xz.

=h__ .
151,

Soit G(h) le groupe de Barsotti-Tate universel sur X
0—G(h)—G(h) — G(h)* =0
ou G(h)¢ (resp. G(h)?) est connexe (resp. étale) de dimension h (resp. d — h). Notons
by (P /Ou) — G(h)[p™]
la structure de niveau universelle. Notant (e;)1<;<q4 la base canonique de (P, ™ /O, ), XI:;E

est alors défini par la propriété que {Lml(ei) 1 <i < h} forme une base de Drinfeld de
G(h)p™].

1. cf. Pappendice |A| pour les notations
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1.2.7. Notation. — Pour tout a € GL4(O,/P")/Pha— h((? JP™), on notera X7, la
strate de XIZQ image par a de X— . Son adhérence dans XI sera notée X]—@a. On dira

d’une telle strate qu’elle est pure en comparaison aux strates de[1.2.9

1,s,a

Remarque : Xféfa peut se définir directement en demandant que {Lml (a.e;): 1 <i<h}
forme une base de Drinfeld de G(h)¢[p™].

Le systéme projectif (Xlzgﬁ) rer définit un schéma de Hecke XIZ,Q,E pour G(A*>") x
Pra-n(K) ou Ppg4p(K) agit a travers le quotient Z x GLg—,(K) de son Levi, via Iap-

plication ( %” ;;t ) (v(det g5), gc"). On dira de I'action de GL,(F,) qu'elle est infi-

v
nitésimale.

Notons W, le groupe de Weil en v lequel agit sur (XI:;LE)

W, — Z ou deg est la composée du caractere non ramifié de W, qui envoie les Frobenius

re7 via son quotient — deg :

géométriques sur les uniformisantes, avec la valuation v de K.

1.2.8. Notations. — Avec la convention que i (resp. j) correspond d une immersion
fermée (resp. une inclusion ouverte), on note

>h = >h h >h
X <—>XIS, XISQ<—>XIS, J .XI,S<—>XIS, XZSE%XZ,S,ﬁ'
, . . >h+1 >h
Etant donnée une inclusion de strate pure XISJg — X545 On note
h<+1 >h+1 >h >h+1
1}“ XIsa (—>XIslh et ]ac XIsa XIsc (_>XIsc

_— . >h L, . .>h
Enfin lorsque a = 15, on utilisera jZ. pour désigner I
Plus généralement on utilisera les notations suivantes.

1.2.9. Notations. — Pour 1 < h < d et A C GL4y(Oy)/Pha—n(Oy,), et pour tout 0 <
0 < d—h, on note X%gjf la réunion des strates X%’;g‘s, pour b € GL4(Oy)/ Prisa—n—s(Oy),
contenues dans X%Q’A. Pour

— 1< hy < hy,

— des entiers h et 0 tels que hy < h et ha < h+ 6,

— AC GLd( v)/Phl,d—hl (OU) et B C GLd(OU)/Ph%d_hQ(OU)

tels que X>h+5 est contenu dans XIZQA, on note

h<+6 >h+6 >h
iig X7sp — XIsa

< > >
Dans le cas particulier o A = B, on notera simplement 1h o : X7 h+6 ngA. Enfin

quand XISA XI>§ est l'ensemble de toutes les strates, on notera z,’ft B+6

Remarque : avec les conventions précédentes, pour g > 1, on a

>h+g . >h+g >h+g >h+g
Ja—c XIsa XIsc (_>XIsa'
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. . >1 . . .
Enfin afin de de n’avoir que des faisceaux sur X7, on utilisera aussi la notation

‘=h .__ :h ->h .—h . -h .>h =h+g _ -h+g >h+g
JThi=ae =t gz =10 gy, g T =1" 0]z,
qui, contrairement aux préconisations précédentes, ne sont pas des inclusions ouvertes. On

. , .=h
renvoie au E pour des compléments sur j_. 9,

1.3. Filtrations de stratification d’aprés [6]. — Soient S le spectre d’un corps fini
et X un schéma de type fini sur S, alors la t-structure usuelle sur D(X, A) := D2(X, A) est
AePDUX A) & Vre X, HFitA=0, Vk > —dim {z}
AePD(X,A) & Ve e X, HF. A =0, Vk < —dim {z}

olt i, : Speck(z) — X et HF(K) désigne le k-iéme faisceau de cohomologie de K.

1.3.1. Notation. — On note PC(X,A), ou simplement PC quand le contexte est clair, le
ceeur de cette t-structure. Les foncteurs cohomologiques associés seront notés PH' ; pour un
foncteur T, on notera PT :=PH° o T.

Remarque : PC(X,A) est une catégorie abélienne noethérienne et A-linéaire. Pour A un
corps, cette t-structure est autoduale pour la dualité de Verdier. Pour A = 7Z;, on peut
munir la catégorie abélienne Z;-linéaire PC(X,7Z;) d’une théorie de torsion (7,F) ou T
(resp. F) est la sous-catégorie pleine des objets de [*°-torsion T" (resp. [-libres F') , i.e. tels
que V17 est nul pour N assez grand (resp. I.1p est un monomorphisme).

1.3.2. Définition. — Soit d’apres [11] la t-structure duale

PDSY(X 7)) = {A e PDSYX, 7)) : PHY(A) e T}

PD2Y(X 7)) = {A € PD=9(X,Z;) : PH(A) € F}
de coeur PTC(X, Z;) muni de sa théorie de torsion (F, T[—1]) < duale > de celle de PC(X, Z;).
Remarque : pour j : U — X <= F : i avec U ouvert de complémentaire F', la t-structure

ainsi définie sur X muni de la théorie de torsion précédente, est obtenue par recollement a
partir de celles sur U et F' selon la recette

PDSYUX A) :={K € D(X,A): j*K € PD=°(U,A) et i* K € PD=(F,A)}
PD2Y(X,A) == {K € D(X,A): j*K € PD=°(U,A) et 'K € PD2°(F, A)}.
ou les théories de torsion sont reliées par

T ={P e"C(X,\): ""P €Tpetj P e Ty}
F:={Pe?C(X,\): Pi'Pe FretjPeFy}

1.3.8. Définition. — (cf. [6] §1.3) Soit
F(X,A) :="C(X,\)NPTC(X,A) = "D=(X,A) N PTD=0(X, A)

la catégorie quasi-abélienne des faisceaux pervers < libres » sur X a coefficients dans A.
On identifiera aussi F(F, A) avec son image dans F (X, A) via le foncteur i, = iy = iy,.



LA COHOMOLOGIE DES ESPACES DE LUBIN-TATE EST LIBRE 9

1.8.4. Lemme. — (cf. [6] lemme 1.3.11) Pour j : U — X un ouvert, on a
PF(UA) C F(X,A) et PLF(UA) © F(X,A).

Remarque : si ji est t-exact alors, cf. [6] proposition 1.3.14, j, = ?j = P*j et donc
H(FU,AN)) € F(X,A). Dapres le lemme [B.3.1] ce sera en particulier le cas pour les
5= du paragraphe précédent.

1.8.5. Lemme. — Soit L € F(X,A) tel que jij*L € F(X,A), alors i,PH%*L est nul
pour tout § # 0,1; pour § =1 c’est un objet de F(X,A\).

Démonstration. — Partons du triangle distingué jj*L — L — 1,4*L ~». En utilisant
la perversité de L et j7*L, la suite exacte longue de cohomologie perverse du triangle
distingué précédent s’écrit

0— i "H "L — P5j*L — L — i,”"H%"L — 0.
La liberté de i,PH~'i* L découle alors de celle, par hypothese, de Pj5*L = 5,5*L. O

Rappelons, cf. [6] §1.3, que tout morphisme f: L — L' de F(X, A) possede :

— un noyau Kerz f qui est le p-noyau de f, i.e. dans PC(X,A);

— un conoyau Cokerr f qui est le p+-conoyau de f, i.e. dans P*C(X, A);

— une image Imz f qui est la p+-image de f;

— une coimage Coimzf qui est la p-image de f;
tels que 0 — Kerr f — L — Coimzrf — 0 et 0 — Imzf — L' — Cokerr — 0
sont des suites strictement exactes de F(X,A), ou le qualificatif strict est rappelé dans la
définition suivante.

1.8.6. Définition. — Un morphisme f : L — L' de F(X,A) est dit strict et on note
f: L - L' sila fleche canonique Coimgf — Imx f est un isomorphisme.

Remarque : un monomorphisme f : L < L' dans PC(X, A) entre faisceaux pervers libres, est
strict si et seulement si son conoyau dans PC(X, A) est libre. Cela revient aussi & demander
que f est un monomorphisme de P*C(X, A).

1.3.7. Définition. — Un bimorphisme de F (X, A) est un monomorphisme qui est aussi
un épimorphisme.

Ezemple : Coimrf — Imz f est un bimorphisme.

1.3.8. Notation. — On notera L — L' un bimorphisme de F(X,A). Si en outre le
noyau dans PTC(X, ) est de dimension strictement plus petite que celle du support de L,
on notera L —», L'.

Remarque : tout morphisme f: L — L' de F(X, A) admet, cf. [6] proposition 1.3.7, une
factorisation canonique L —» Coimgf «—» Imx f —— L'
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1.3.9. Définition. — Pour L un objet de F(X,A), on dira que
L1CL2C"'CL€:L

est une F-filtration si pour tout 1 <i <e—1, L; — L;,; est un monomorphisme strict.

Pour L € F(X,A), on considere le diagramme suivant

L

p+j1j*L e pj!*j*LC—Jr» p+j1*j*LL+9 pj*j*L

ou la ligne du bas est la factorisation canonique de P*j,j*L — ?j,j*L et les fleches can f,
et can, ; données par adjonction.

1.3.10. Définition. — On note Py = i,"H;; i*j.j"L = Ker;(erj!j*L —» pj!*j*L>.

Avec les notations du diagramme ci-dessus, on pose
Fil}, (L) = Imz(can, ;) et Fily (L) = Im;((can!’L)mL).

Remarque : d’apres le lemme 2.1.2 de [6], Fil;; (L) C Fﬂ(()]v!(L) C L est une F-filtration au
sens de , avec L/ Fﬂ?ﬂ(L) ~ YL et P L — Fil%j,(L)/ Fﬂ[}},(L), ce qui d’apres
le lemme 1.3.13 de [6] donne un triangle commutatif

Pjug* Le———= Fily,(L)/ Fil (L)

\7. +£

Pti,5*L.

1.8.11. Définition. — La filtration Fil;}(L) C Fil} (L) C L est dite saturée si cany,
est strict i.e. si Fil;,(L) = Coimgz(cany ).

Soit X un schéma muni

— d’une stratification & = {X = X2 D X=2 > ... D X=¢} et

— de la donnée pour tout 1 < h < e d’un ensemble fini .Z(h) de classes d’isomorphismes
de Q;-faisceaux localement constants irréductibles sur X=" := X="— XZ"*1 tels qu’en
notant j=" = i" 0 j2" avec j2h : X7 s XZh et " X2M s X

VL € Z(h), R"jZ"LC est (6,.%) — constructible

N . . N —h! . 7 7 . .
au sens ol sa restriction a tous les X=" est une extension itérée finie de faisceaux
irréductibles localement constants appartenant a .2 (h’).
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1.3.12. Notation. — On note D} 4(X,Q;) la sous-catégorie pleine de D°(X,Q;)
des complexes dont les faisceaur de cohomologie sont (&,.Z)-constructibles au sens
précédent ainsi que PCs (X, Q) la catégorie abélienne des Q,-faisceaur pervers (&,.%)-
constructibles.

1.3.13. Définition. — Un faisceau pervers P € Cs #(X,Q;) est dit a support dans
XZ=" si h est le plus petit entier 1 < r < d tel que j="*P est un systéme local non nul. Un
faisceau pervers libre P € F(X, A) sera dit & support dans X=" si P&z Q, €?Cs.9(X,Q)
I’est au sens précédent.

Remarque : dans la suite on appliquera ces définitions pour la stratification de Newton de
la fibre spéciale d'une variété de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor avec .Z constitué des
systémes locaux d’Harris-Taylor. La propriété de stabilité de .# par les foncteurs Rj="
découle des résultats de [5]. Dans cette situation on dira que P est a support dans XIZ;L A

h .

s’il est a support dans XZZQ et si pour toute strate XIZ’M, j="*P est un systeme local non

a
nul si et seulement si a € A.

On cherche a présent a construire des filtrations d'un L € F(X,A) tel que L ®7z, Q, €
PCs #(X,Q,), & I'aide de la stratification &.

1.3.14. Définition. — Soit L € F(X,Z;) tel que L&z Q; € *Cs #(X,Q;). On dira d’une
F-filtration
0 = Filgy(L) C Filg (L) C Filg y(L) - - C Filgy (L) C Filg (L) = L,
qu’elle est de type &, si pour tout k et h tel que grg”(L) est a support dans X=", le
morphisme d’adjonction
p+J1:hj:h’*grlé,!!(L) — gr’é’”(L)
est surjectif dans F (X, A).

Dans [6], on donne une construction fonctorielle d'une F-filtration de type &, appelée
filtration de !-stratification ou plus simplement de stratification.

1.3.15. Définition. — Pour1 < h < e, on note X!1Sh ;= X 21 X2htl ot jlsh . X1 <h oy
X=! Pour L € F(X,Z;) soit

Filly (L) == Imy <p+j!1<T PRy - L).

1.3.16. Proposition. — (cf. [6] §2.2) La définition précédente munit fonctoriellement
tout objet L de F(X,A) d’une F-filtration, au sens de dite de stratification
0 = Filg, (L) C Filg,(L) C Filg,(L)--- C Filg,'(L) C Filg,(L) = L.

Remargue : la définition précédente ne requiert pas que L @z Q, € PCs (X, Q) mais la
filtration obtenue ne sera évidemment < efficace > que pour ces derniers.



12 PASCAL BOYER

1.3.17. Définition. — On dira que L est &,-saturé si pour tout 1 < r < e —1 le

morphisme d’adjonction P*j'S"j1<"* [, — L est strict, i.e. si

Fily (L) = Coimyz("*j'<"'<"" L — L).
Autrement dit si pour tout 1 <r <e— 1, %"™1*L est un objet de F(X, A).

Remarque : les filtrations de type &) ne sont, en général, pas assez fines. Au §2.3 de [6],
on définit des filtrations les plus fines possible relativement a & au sens suivant.

1.3.18. Définition. — Un faisceau pervers L € F(X,A) est dit S-adapté s'il existe
1 < h < etel que L ~ i"i"* L et que le morphisme d’adjonction p*j!zhjzh’* (ih’*L> — i L
induit un bimorphisme

PRt L

Une F-filtration sera dite G-adaptée si tous ses gradués le sont.

Dans [6] proposition 2.3.3, en utilisant les Fﬂ(}}!, on construit de fagon fonctorielle la filtra-
tion exhaustive de stratification de tout objet L de F(X,A), G-adaptée au sens précédent

0=Fillgd (L) C Fillgy *'(L) € --- C Fillg,(L) € --- C FillZ, ~'(L) = L.

Décrivons rapidement la construction de loc. cit. :

— on commence par regarder le morphisme d’adjonction ?*5;71j=*L — L dont le co-
noyau (7 donnera des gradués pour des indices strictement positifs alors que le noyau
Py de Pyl =* L — =171 [ donnera des gradués pour des indices strictement
négatifs, le gradué d’indice 0 sera tel que Pjj="*L —, grg,(L).

— On passe alors a la strate suivante X;g pour P et Q1. Pour F' := P, (resp. F :=
Q1), on considere PTj72j=>*F — F. Le conoyau de ce morphisme donnera des
gradués pour les indices —2°72 < k < 0 (resp. 2°72 < k < 2°71), alors que le noyau
de PTj2j=2*F — P5i=25=2*F donnera des gradués pour les indices strictement
inférieurs & —2°72 (resp. 0 < k < 2°72); le gradué d’indice k = —2°72 (resp. k = 2°72)
vérifiant 522~ F —, grg (L)

— On traite ainsi toutes les strates jusqu’a h = e.

1.3.19. Définition. — On dira que L est ezhaustivement &,-saturé (resp. exhaustive-
ment &,-parfait) si dans la construction des Fillg,(L) tous les morphismes d’adjonction
can, considérés sont stricts, cf.|[1.3.11| (resp. surjectifs dans PTC(X, A)).

Remarque : si L et L' a support dans une méme strate de &, sont exhaustivement &,-
parfait, leur somme directe ne 'est plus a priori. Pour que ce soit vrai, il faut et il suffit
que les strates de leurs constituants irréductibles soient les mémes.

Dans la situation des variétés de Shimura du la stratification & sera donnée par
celle de Newton de [I.2.5]; nous ferons alors disparaitre & des notations. On introduit par
ailleurs la notation suivante, cf. aussi la définition [1.3.10]
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1.3.20. Notation. — FEtant donné un faisceau p-pervers F tel que j2"*F est libre loca-
lement constant, on notera Pr le noyau de P*jhj="*F — F soit

Pp =it (PR,
Dans le cas ou F ~ Pj"LC[d — h] pour un systéme local libre L sur X;’g, on le notera Pr.

Remarque : d’apres le lemme [1.3.5] Pp est libre méme si F' ne 'est pas.

2. Preuve du théoréme principal : réduction

2.1. Rappels sur les faisceaux pervers de Hecke. — Soit X7 = (X);ez un schéma
de Hecke pour (G, Z) au sens du §1.2.2 de [5], pour G = G(A*>") x P(F,) ou P(F,) est un
sous-groupe de G(F,) ~ GL4(F,). Rappelons que

— X7 est un systeéme projectif de schémas relativement a des morphismes dits de res-
triction du niveau [1];; : X; — X, finis et plats;

— pour tout g € G et tous J C I tels que g~'Jg C I, on dispose d’'un morphisme fini
(971 : X; — X vérifiant les propriétés suivantes
—pourgeletJCI, [glsr=1ss;

— pour tous ¢g,¢' € G, et tous K C J C I tels que g~ 'Jg C I et (¢)*Kg C J, on
a (991 = [glsrold ks Xk — X; — X1
La catégorie FPHg(Xz; A) (resp. FHg(Xz; A)) des faisceauzr pervers (resp. des faisceaux)
de Hecke sur X7 a coefficients dans A est définie comme la catégorie dont :

— les objets sont les systémes (Fr)rez ou Fr est un faisceau pervers (resp. faisceau) sur
X; a coefficients dans A, tels que pour tout ¢ € G et J C I tel que g~'Jg C I, on
dispose d’un morphisme de faisceaux sur Xy, uyr(g) : Fr — [g]s1.Fs soumis a la
condition de cocycle uk 1(¢'g) = [glsr(ur.s(9")) ousr(g);

— Les fleches sont les systemes (f; : F; — F7)rer avec des diagrammes commutatifs :

ug,1(9)

Fr o [g]J,I,*(FJ)

lf} J{[Q]J,I,*(fJ)
uy,7(g)

F} [g]J,I,*(F})

Remarque : par rapport a [5] §1.3.7, on a supprimé les conditions (ii) et (iii). Les proposi-
tions 6.1 et 6.2 de loc. cit. sont encore valables, i.e. FPHg(X7; A) et FHg(Xz; A) sont des
catégories abéliennes munies de foncteurs j,, i (vesp. Rj,, i., resp. j., Ri') qui sont t-exacts
a droite (resp. t-exacts, resp. t exacts a gauche) avec les propriétés d’adjonction habituelles,
de sorte que 'on se retrouve a nouveau dans une situation de recollement.

Pour A = Z;, comme les [g];;. sont t-exacts, les théories de torsion a chaque étage
munissent FPHg (Xz; A) d'un < systéme > de théories de torsion et donc d’un < systéme > de
t-structure p+, i.e. a chaque étage.
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2.1.1. Notation. — On notera F(Xz,7Z;) la catégorie quasi-abélienne des faisceauz per-
vers < libres > de Hecke, i.e. le systéme de Hecke des F(Xy,7Z;) pour I € T.

2.2. Cycles évanescents et systemes locaux d’Harris-Taylor entiers. —

2.2.1. Définition. — Pour tout I € 7, le faisceaux pervers des cycles évanescents
RV, ;(Ald — 1])(%1) sur X5 sera noté Wy ,. Le faisceau pervers de Hecke associé sur
XI’g est noté \I/LA.

Remarque : soit, cf. [9] II1.2, L, le systeme local attaché a une représentation irréductible
algébrique ¢ de G sur A. Alors RV, 7(L¢) ~ RV, 7(A) ® L¢, i.e. d'un point de vue
faisceautique, le role de L¢ est transparent ce qui justifie de n’étudier que le cas £ trivial.

2.2.2. Lemme. — Pour A =7,;, V; 5 est un objet de F(Xzs, 7).

Démonstration. — D’aprés [I] proposition 4.4.2, U, 7 est un objet de PD0(X15, 7).
D’apres [10] variante 4.4 du théoréme 4.2, on a DV, 7 ~W;7 de sorte que

\I}I:Zl € pDSO(XLg,ZZ) N P+DZO(XL§7ZZ) = J—'.(XI,g,Zl).
O]

2.2.3. Définition. — A Tlaide des variétés d’Igusa de premiere et seconde espece, les
auteurs de [9] p136, associent & toute A-représentation admissible p, de va ps Un A-systeme
local L, 1-(p,) sur XI:,};,H muni d'une action de G(A>®") x Py 4-1(0,), ou le deuxicme
facteur agit via la projection P 4-1(O,) — Z x GL4_p(O,) comme dans la remarque
suivant [.2.7. On note alors

LA(po) = Ly1(p0) X Py gn(0,) GLa(O)

sa version induite sur X7, cf. les notations du .

Remarque : pour p, une représentation de D, on notera L4 (p,) pour LA(pMDXh).

Le découpage 1' de Vg, selon les classes d’équivalence inertielles des reprééentatigns
irréductibles cuspidales 7, de GLy(F,) pour g variant de 1 a d, n’est plus valable sur Z.
On peut utiliser la proposition afin de décomposer, pour p, une Q,-représentation
entiere de D),

‘CZ (pv) = @ EZZ (pv’.,:%
‘T’ERFZ (h)
ol p, 7 désigne la 7-composante de p, au sens de la proposition [A.2.6] En appliquant cette

décomposition a la restriction (\IIL A) _, du faisceau pervers des cycles évanescents a la

|XI,5
strate X;’g, cf. 1} on obtient nos premiers systemes locaux d’Harris-Taylor entiers.
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2.2.4. Proposition. — (cf. [9] proposition IV.2.2 et le §2.4 de [5])
On a un isomorphz’smeﬂ G(A>®") X P g_n(Fy) x Wy-équivariant

ind ”hh) (’Hh - z‘I’Izl)p{ h @ EZl,lh le i>7

7,51, TGR

| l

ou Uz est défini en et la correspondance entre le systéme indexé par T et N est
donnés par Uapplication my de[1.2.3

2.2.5. Notation. — Pour T € Rg, (h), on notera Lz 1-(T) pour Lz 1h(Z/[ ) et Ly ()
pour la version induite.

En utilisant (B.2.8), on peut s’amuser & décrire Lz (7) ®z, Q; a partir des Q;-systemes
locaux d’Harris-Taylor de [5]. Pour ce faire introduisons la notation suivante.

2.2.6. Notation. — Awvec les notations de|A.2.7 et|A.2.9, notons
J(7)={-1<1i<s(7) tel que g;(T) divise h}.

Remarque : d’apres , onag_1(7) | go(7T) | -] gss), de sorte que J(7) est de la forme
J(T) ={-1,-- iz}
2.2.7. Proposition. — Pour 7 une F;-représentation irréductible de Dih, on a
h -5
LrDez @~ @ @ i Prlmm)——5), (2:2.8)

1€J (T) myEScusp, (T)

Démonstration. — D’apres [5] théoreme 2.2.4, cf. aussi la proposition , les gradués
de la filtration par les poids de W,z sont les P(t, ) (2552E) o
— m, décrit les classes d’équivalence inertielle des représentations irréductibles cuspi-
dales de GL,(F,) pour g variant de 1 a d,
— tvariede 1 a L;J etideOat—1.
Le résultat découle alors de la formule (B.2.§)). [

Remarque : en utilisant la définition de P(¢,m,) en terme d’extension intermédiaire d’un
systémeiclcal d’Harris-Taylor, cf. le on peut exprimer Lz ﬂ(i’) en termes des systemes
locaux HT'-(my, Sty(m,)).

Pour découper plus finement encore les systemes locaux L7 +-(7), on peut écrire pour
k=-1,---,s(7),

Fil(Con() = @ @ i Prlmm)—0)

1=—1 7, €Scusp, (T)

2. Noter le décalage [d — 1] dans la définition de ¥ 7 .
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le facteur direct de Lg 7;(7) et noter gry(Lg, 7;(7)) les gradués de cette filtration. Soit
alors

gr_1(Lz,1,(7)) = Fil.1(Ly, (7)) == Fil1(Lg, 7,(7)) N L7, 1,.(T),
et Lz 1-(T)>0 := L7, 7.(T)/ Fil_1(£L7 1.(7)). On définit ensuite

gro(£Lz,1;,(7)) = gro(Lg, (7)) N Lz, 1,(T) >0
et Lz 1(T)>1 = L7,17.(T)>0/8r¢(L7,1,(T)). En continuant ce processus, on construit la
T-filtration naive

Fil 1 (L7, 1,,(7)) C Filo(Lz, 1,(7)) C -+ C Fili (L7, 1,(7)) = Lz, 7,(7)

dont les gradués gr;(Lz (7)), pour i € J(7), sont de pur 7-type égal a i au sens de la
définition suivante.

2.2.9. Définition. — Soit £ un systéme local sans torsion sur X772 s’écrivant sous la
forme

L @7, Q =~ P Lg,(p)"
Pv

ot p, décrit les représentations irréductibles admissibles de D, les multiplicités m,, (L)
étant presque toutes nulles. Pour 7 une Fj-représentation irréductible de D; n, le systeme
local £ est dit de 7-type > ¢ (resp. pure de T-type 7) si tout p, tel que m,, (L) # 0, est, au
sens de de T-type > i (resp. de T-type 7).

Enfin on peut raffiner encore cette filtration afin que les gradués soient des fais-
ceaux pervers libres tels qu’apres tensorisation par @QQ;, on obtienne un faisceau pervers
d’Harris-Taylor. Cette construction nous fournir alors des réseaux stables de chacun des

h
jlihh ’*P(gilgﬂ , WU)(PT), lesquels dépendent, a priori, de tous les choix non naturels faits
pour construire cette filtration. Revenant a notre motivation principale qui est de montrer
que les fibres des faisceaux de cohomologie de W, 7 sont sans torsion, tout ce qui nous
importe est de construire une filtration de W, 7 de sorte que
— d’une part les fibres des faisceaux de cohomologie des gradués soient sans torsion et
— que d’autre part la suite spectrale calculant les fibres des faisceaux de cohomologie
de Yrg, A partir de celles de ses gradués, dégéneére en E; sur Q.
De ce point de vue, les réseaux des systemes locaux d’Harris-Taylor construits par tous les
choix nécessaires pour se ramener a des HT'(m,,II;) dans toute la suite du texte, n’inter-

viennent pas.

2.2.10. Définition. — On dira d’un Z;-systéme local libre £ 4 sur X;’;:A qu’il est de
type Loc (resp. Loc(T) pour 7 € Ry (h)) s'il est isomorphe a un réseau stable par les

actions de Hecke, d’un systeme local d’Harris-Taylor HT A(my, II,) ® 22 ot
— m, est une représentation irréductible cuspidale de GL4(F},) (resp. de type T),
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— II; est une représentation de GLy,(F,) avec h' = tg dont le support cuspidal est un
segment de Zelevinsky relativement a m, et
—rel.

Remarque : comme noté ci-avant, on ne s’intéresse donc pas aux réseaux des systemes
locaux d’Harris-Taylor

2.2.11. Notations. — Pour tout h' > h (resp. i € J(T)), on notera
— Loc(Rh/,T) (resp. Loc(7(i))) le sous-ensemble de Loc(T) des systémes locaux a support
dans X% (resp. de pur 7-type égal d i).
— Loc(h/,7()) := Loc(h', 7) N Loc(7(7)).
— Loc(h) = Ili<n<n Hrers ) Loc(R',7) et Loc := [I1<p<q Loc(h).
— pour X;g:a une strate de X;g’, on notera avec un indice a, les systemes locaux sup-
portés par XI:};/G

2.2.12. Proposition. — Pour T € Ry, (h) et i € J(7),

(i) Uensemble Loc(h',7(i)) est non vide si et seulement si h < h' < d est de la forme
h =nh + k:gz(i')
(ii) Pour L € Loc(h',7(i)), les systémes locaux de la filtration exhaustive de stratification
de j=" L[d — W] sont tous dans Loc(7(1)).
(iii) Pour L € Loc(h',7(i)) et z un point géométrique de X;?l, laction mﬁmtésimale de
G Ly (F,) surla fibre en 2 de L®7 Q, se décompose en une somme de représentations

irréductibles dont le support cuspidal est un segment de Zelevinsky relativement a des
cuspidales m, € Scusp,(T).

Démonstration. — Toutes ces questions se résolvent en regardant sur @Q; et concernent donc
les systeémes locaux HT (7, I1;) avec les notations du @ Par définition HT (7y, Sty (7)) ®
=% ® L(m,) appartient & Loc(7) si et seulement si m,[t]p € C:: il est dans Loc(7(i)) si
et seulement si m, € Scusp;(7), au sens de la notation [A.2.10] Le résultat découle alors de
la description des constituants irréductibles de j;" HT (m,, St;(m,)), du diagramme
et des observations élémentaires suivantes :
— pour T, € Scusp,(7), les supports de ces constituants sont de la forme X7
— Par définition I?T(ﬂv,Stt(m)?Str(m)) ® Z ¢ ® L(r,) appartient a Loc(h +
rgi(7), 7(1)).
— Avec les notations de , les deux sous-quotients irréductibles de Stt(ﬂv)QStT(ﬂv)
ont pour support cuspidal un segment de Zelevisky relativement a .

h+rg; (T)

s

— Les Q-systémes locaux irréductibles de Loc(h’, 7()), s’obtiennent en remplagant dans
—_1—ttr

ﬁ(wv,Stt(wy)?Str(m)) ® E72 ® L(m,), la représentation Stt(m)?Str(m) par

3. cf. la remarque qui suit |1.2.7
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Stt(m)?ﬂ ou II est une représentation irréductible de GL,,(F,) de méme support
cuspidal que St,(m,) et en faisant varier m,, t et r tels que m,[t] € Scusp,(T) et
tg+rg(t)="H.

[

2.3. Sur les extensions par zéro des systéemes locaux d’Harris-Taylor. — Rap-
pelons tout d’abord que pour toute @;-représentation irréductible cuspidale 7, de GL,(F),)
et pour tout ¢t > 1, d’aprés [6] corollaire 3.3.8, le faisceau pervers ji'¢ HT(m,,II;) est
exhaustivement !-parfait.

2.3.1. Définition. — Un faisceau p-pervers F sera dit admissible (resp. faiblement ad-
missible) s’il vérifie les propriétés suivantes :

— son support est une réunion de strate X%g&l pour hg = h+ ¢ et

— ja"*F[hy — d] € Loc et

— le morphisme d’adjonction jjffo jjho’*F — F est surjectif dans PC(Xzs,7Z;) (resp.

dans P*C(Xz35,7Z1)).

Pour 7 € Rz (h), on dira d’un faisceau p-pervers admissible (resp. faiblement admissible)
qu'il est de pur 7-type i € J(7) si j3""" F[ho — d] € Loc(7(i)) avec § = kg;(7) pour k > 0.

Remarque : rappelons que par définition la condition jjho’*F € Loc(7(2)) signifie que
ce dernier est, aprés tensorisation par Q;, un systéme local d’Harris-Taylor de la forme
ﬁA(WU, I1;) avec , de T-type i.

Pour L5 € Loc(h,7) et F' un quotient non nul de ji- hﬁ@l [d — h], on a le diagramme
commutatif

F (2.3.2)

qui fournit une injection Pr — PL@ . En particulier tous les systémes locaux des gradués
l

de sa filtration exhaustive de stratification appartiennent aussi a Loc(7(i)) et d’apres le
corollaire 3.3.8 de [6], F est exhaustivement !-parfait au sens de la définition [1.3.19] Le
point essentiel de cet article est de montrer qu’il est aussi exhaustivement !-saturé. Cette
propriété découle de 'application successive de la proposition suivante qui démontre le
seul point non trivial, i.e. la !-saturation du dernier tiret de la définition précédente, de
I'implication : si F' est admissible de pur 7-type ¢ alors Pr l’est aussi, son support étant

de la forme X%’;%égi(%). La preuve de ce résultat est reportée au 31



LA COHOMOLOGIE DES ESPACES DE LUBIN-TATE EST LIBRE 19

2.3.3. Proposition. — Soit F un faisceau pervers libre admissible alors Pr est !-saturé.
2.3.4. Corollaire. — Soient T € Rﬁl(h) et F un faz’sceau pervers libre admissible de pur
T-type 1, a support dans X;SA, dont on note Xf%ﬁgl le support de Pr. Il existe alors :

— un entier 0 < r < Ld hOJ -9,

— pour tout k = 0,--- ,r, un systeme local Ly € Loc(hy + (0 + k)gi(T),7(i)) sur un
Zh(j(5+k)gi(?)
7,5,44

ensemble X de strates,

ainsi qu’une résolution

0= j2 DL d—ho—(r+0)gi(F)] — -+ — jay D Ly [d—ho—(5+1)g:(7)]

— D Lo[d — ho — 8gi(7)] — Pp — 0.

Remarque : pour F' = Pj ho£[d — hg) avec £ € Loc(hg, 7(i))a, ona d =1, r = LC;:(};‘))J -1
et pour tout k =0,--- ,r, on a Ay = A. La résolution s’écrit alors

0= jar L, [d = o — (r 4 Dga(T)] — -+ — 20D Li[d — o — 29:(7)]
—h0+gz
— 2 ﬁ[d ho = gi(T)] — Pz — 0,

pour des systemes locaux L, que 'on pourrait aisément exprimer a ’aide des notations du
gB.1| : ces précisions ne sont toutefois pas nécessaire pour ce que 1’on cherche a prouver.

On a aussi un énoncé dual pour 0 — p*];‘ffoﬁ[d ho] — jAhOE[d —ho] — Qg — 0
avec Qg = il T PHG,, AT PN L[d — ho) et

0= Qc— jj,}iﬁgi(ﬂﬁf) [d — ho — gi(7)]
e LA — g — (1 4+ 1)g,(7)] = 0

Sur @Q,, ces résolutions se déduisent simplement des résultats de [5], cf. - le faire
pour un F' général comme dans 1’énoncé ci-dessus serait aussi quasi- 1mmed1at. L’apport
nouveau de [2.3.4] porte sur le fait que les fleches de la résolution sont strictes.

Démonstration. — Le faisceau pervers jjﬁo jjho’*F est admissible de pur 7-type ¢ et la
proposition [2.3.3| appliquée a F', nous fournit alors un épimorphisme strict

.=ho+0g;(T) -=ho+dg:(T
J Ao Jao Pp —» Pp

2o t00iT* p - Considérons alors Fy = Pp qui est

dont on note Pr; le noyau et Lo := jy4,
admissible de pur 7-type ¢ ainsi que l’eplmorphisrne, strict d’apres la proposition [2.3.3
appliquée a Fi,

.=h, é i(T) -=h § i (T),*
A1,0+( +1)gi(7 )jAl 0+(0+1)gi(7), Ppy — Ppy = Pr,
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ou Xf?%wﬂ)gdﬂ est le support de Pr, = Pp; : on note £y = jZ‘OH‘;H)gi(F)’*PFl La

1.

situation est résumée par le diagramme suivant

PpyC + Tt £old — ho — 8gi(7)] —+= Pr

- 7

':ho+(5+1)9i(7’)£1[d — ho— (6 + 1)gi(7)] jjio[+(6+l)gi(?)jz?0+(5+1)gi(‘F)’*PFJ

ou on pose Iy = Ppy et Ppy = Pp,. On reprend alors le raisonnement pour Fj et ainsi de
suite. O

2.3.5. Corollaire. — Avec les notations du corollaire précédent, les fibres des faisceauz
de cohomologie de F' sont sans torsion.

Démonstration. — On utilise la résolution du corollaire précédent qui nous donne que pour
un point géométrique z de X;’g/, la fibre en z du faisceau de cohomologie H’ Py est nulle

— si b’ n’est pas de la forme hy + (0 + k)g;(7) pour 0 < k <r;
— si b =ho+ (d + k)gi(T) et si z n’est pas un point de XEQE“*’WM ;

— si, pour z un point de X;Q&ﬁf‘”“gf(*), J est distinct de ho + (6 + k)g;(T) — d — k.
Enfin pour z un point de X;;L?;f”’“’gi(*) et j = ho+ (0 +k)gi(T) — d — k, cette fibre est
celle de L qui est donc sans torsion. On conclut alors a I'aide de la suite exacte courte

0= Pp— j7h0i3""F — F — 0.

]

2.4. Faisceaux de cohomologie des cycles évanescents. — D’apres le théoreme de
comparaison de Berkovich, cf. [3], le théoréme découle de I’énoncé suivant que nous
allons prouver en supposant, tout d’abord que les propositions et sont vraies.

Rappelons que sera prouvée au alors que le sera au §3.3|

2.4.1. Théoréme. — Pour tout 1, les Hi\IjZ,Z sont sans torsion.

D’apres la proposition 3.4.3 de [6], cf. aussi la proposition [B.2.2} la filtration de strati-
fication Fil} (W7 ) est telle que les gradués gr (¥, 7 ) = Fil!h(llfzzl) /F il,h_l(\IfLZl) sont a
support dans X%g, ou avec les notations de [2.2.5]

el (Vrz) = D Lz, (7)d -1

7eRg, (h)
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On peut procéder comme au §2.2] cf. la construction apres la proposition [2.2.7] en filtrant
les L(h) := j:h’*gr,h(\lfzyzl) de sorte que les gradués soient, apres tensorisation par Q;, des
systemes locaux d’Harris-Taylor HT'(m,, St;(m,)) : notons

(0) = Fil"(L(h)) C -+ CFiI"(L(R)) = j"" g1 (V1 7,)
une telle filtration ainsi que
Fil* (g1t (W7 7,)) := Imz (G Fil*(£(h)) — gr (U5 7,)).
On obtient ainsi une F-filtration

Fil*(gr' (U7 7,)) C -+ C Fil' (g1 (V7 7,)) = grt (Y77

)

)
) :

Fill (W 5,) = Fil (W 5) - — Fil* (g (V75,))

ce qui permet de définir par tirés en arriere une filtration Fﬂ!(!h’k)(\llz

N

)

P
*
y
Fﬂ!h_l (\DI,Z ) — Fﬂ!h (\I’I,Z )

dont les gradués gr!(,h ’k(‘lfzyzl) sont, au sens de la définition [2.3.1} faiblement admissibles de

pur 7-type i relativement a un 7 € Rg, et i > —1, avec de plus j:h’*gr,(!h’k(\I’IZl) ®7, Q, de
la forme HT(m,, Sty(m,)) ® 272, olt m, est irréductible cuspidale pour GL,(F,) et h = tg.

2.4.2. Notation. — A l'aide de l’ordre lexicographique, on renumérote les Fil!(!h’k)(\lfzzl)

et on note Fily(V;7 ) la filtration de type &, ou & désigne la stratification de Newton,
ainsi obtenue.

La proposition suivante sera alors démontrée au §3.3|

2.4.3. Proposition. — Avec les notations précédentes, tous les gradués grﬁ(\lfzzl) sont
admissibles i.e. si h désigne ["indice de la strate support de grﬁ(\I/LZ), le morphisme d’ad-

jonction
j!:hj:h’*grm‘llzzl) — grﬁ(qu,il)

est un épimorphisme strict.
2.4.4. Proposition. — Le théoréme[2.4.1] découle des propositions[2.3.5 et[2.4.3

Démonstration. — D’apres , les grfi (\IJIZ) sont admissibles de pur 7-type ¢, pour un
certain 7 et i, de sorte que
— d’apres le corollaire les faisceaux de cohomologie des grﬁ(\lfzzl) sont sans torsion.
— D’aprés la remarque suivant la proposition 3.4.3 de [6], sur @, la filtration de stra-
tification coincide avec celle par les noyaux itérés de la monodromie.
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— Drapres [5] §5.8, la suite spectrale associée a cette filtration et calculant les faisceaux
de cohomologie de W75 a partir de ceux des gr,h(\llz’@l), dégénere en E.

— Ainsi la suite spectrale calculant les faisceaux de cohomologie de Y7o, a partir de
ceux des grﬁ(\llzy@l), dégénere aussi en Ej.

En résumé, la suite spectrale calculant les faisceaux de cohomologie de W, 7, a partir

de ceux des grﬁ(\IfIZl), a ses termes en F; qui sont sans torsion et comme sur Q,, elle

dégénére en F;, on en déduit qu'elle dégénére aussi en E; sur Z; et que donc les faisceaux
de cohomologie de W, 7 sont aussi sans torsion.

]

3. Etude de la saturation

Le but de ce paragraphe est donc de prouver les propositions[2.3.3|et [2.4.3] On commence
par traiter le cas ou F' est un faisceau pervers d’Harris-Taylor associé¢ a un systeme local
L € Loc sur X h Rappelons que pour

0= Pr — jo\Lld — h] — Pic" Lld — h] = 0,

il s’agit de montrer que le morphisme d’adjonction

=h+1 =h+1*
]1h+]1 P£—>P£

est strict, au sens de la définition|1.3.6| ce qui ici signifie que le conoyau T, dans la catégorie
des faisceaux p-pervers, est nul. En raisonnant par récurrence sur h, les gradués de la
filtration exhaustive de stratification de j_h+1 ]1_ =h1* p.sont des p-extensions intermédaires
de systemes locaux de Loc et on est alors confronté a deux difficultés :
(i) les gradués de la filtration exhaustive de stratification de P, sont-ils aussi des p-
extensions intermédaires de systemes locaux de Loc ou simplement reliés par un
bimorphisme & une telle extension intermédiaire, comme par exemple les P17 =h'?

—h+1,=h+1,
(i) Les réseaux de ces gradués sont-ils les mémes que ceux donnés par j o h'+ ! It t*p.?

1
L’idée est d’insérer une étape intermédiaire en considérant pour toute strate XISJCr de
>h

TsTo le morphisme d’adjonction

JZhiae P — Py, (3.0.1)

et son p—conoyau P HO Y P Pour Fo= g h, L[d — h], ce conoyau est relati-
vement simple isomorphe sur (@l a l'extension 1ntermedlalre d’un systeme local de sorte
que le probleme (ii) ci-dessus disparait et on est simplement ramené & démontrer que
iZ}f“’HOi?“’*Pﬁ est une extension intermédiaire de la forme Pj;;" d'un systéme local de
Loc.

4. Comme j;f} est affine, ce conoyau est en fait libre.
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Il y a un cas particulierement simple ou le probleme (i) disparait aussi, il s’agit du cas
ie. L ~ 7,
avec l'action du groupe fondamental IT;(XZ ") de X7, " qui se factorise par son quotient

ou le systeme local d’Harris-Taylor £ est associé a un caractere y, de F,

I, (X71) — D), ou laction de D), est donnée par un caractére x,.

3.0.2. Lemme. — Avec les notations précédentes, on a
j.* ,C[d h] >~ p+]'* ,C[d — h] Zl[d h] >h XPh,d—h(Fv) GLd(Fv).
7s,lh
Démonstration. — Comme st XIZ}l X Py.a_n(Fy) GLa(Fy), il suffit de montrer que

pj%ff!*zl [d— h] ~ p+j1;,fg*zl [d— h] ~ Zl |X>’L[d — hl.

.7,

Or XIZT étant lisse sur Spec F,, Z;[d — h] y est pervers au sens des deux t-structures avec

Z'}%:H “Zy|d — h] € PD=" et 1hj+1 Zy[d — h] € P*D=1, d’ou le résultat. ]

Dans le cas général les p et p+ extensions intermédiaires des systemes locaux d’Harris-
Taylor ne sont pas isomorphes, comme on le montrera dans un prochain article, de sorte
que le probleme (i) persiste. Le prmmpe pour attaquer ce point est le suivant : relativement
a un point géométrique z de XIS , le faisceau pervers P, admet un quotient ) qui sur

h+g :=h
Q, est pjl Z g It +9* P, alors que 3.0.1 fournit sur Z; une suite exacte courte

=h+g -=h+g,*
Tp—{c} /T —{c}

\ o e —h >h+t1
ot ®z Q =~ i, 9 Tht9* P, Pour une strate pure XIS’ZQ — Xzif

0— Pj— Pr—Q—Q —0,

T3.c o €Nn pre-

nant ¢ tel que XI> le ne contient pas XIS:g , on obtient un monomorphisme strict
]’hJ"g j=ht9 P @ qu’on peut composer avec @ — Q' et il s’agit alors de montrer

que le composé est encore strict ce qui revient a montrer que pja ity ];}H_g *Pr est facteur
direct dans Q. L’objectif du §3.1] est ainsi de contrdler, les extensions sur 7Z;, scindées
sur Q;, entre deux extensions intermédiaires de systémes locaux de Loc. Il s’agit bien
évidemment d’utiliser 'action de Py q-p(F),), U'ingrédient de théorie des représentations
est alors le lemme qui impose que £ ne soit pas un systeme local d’Harris-Taylor
associé a un caractere, cas trivial mentionné plus haut. On passe ensuite aisément du cas
d’un systéme local & celui plus général d'un faisceau pervers comme dans [2.3.3

En ce qui concerne le faisceau pervers des cycles évanescents, illustrons la stratégie dans
le cas le plus simple ott d = 2. Sur Q,, on part de la suite exacte courte suivante, cf. la
proposition [B.3.4]

O%j7é11 Wy — U7 —Q—0

lj?g]_
avec

0 = P ir Wy — Q — if- (PHO2U7) — 0. (3.0.3)
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En outre la suite spectrale calculant les faisceaux de cohomologie de @) a partir de ceux
de Py I .*jl “Ws et du faisceau pervers ponctuel z— (eroZ&« \I!I) dégénere en E;. Ainsi en

utilisant que, d’apres la proposition|2.3.3] les falsceaux de cohomologie de Pj ]1 I jl =17 sont

sans torsion, il suffit de montrer que (3.0.3)) est valable sur Z;, i.e. que le monomorphisme

=1,%
Vi iV = Q
est strict. Mais dans le cas d = 2, d’apres le lemme [3.0.2} on a
.— .:1’* —1 *
P W = PR
de sorte que le monomorphisme précédent est automatiquement strict. Dans le cas général,
le quotient @) de 5~ 7&1 J 751 *Wr < W7 admet un filtration : la suite spectrale associée a

cette filtration et calculant les germes en un point géométrique de Xzzé,ﬁ des faisceaux de
cohomologie de @, et donc ceux de ¥z, dégénere encore en E; et d’apres, la proposition
2.3.3| on est ramené a montrer que chacun de ces gradués est une p-extension intermédiaire.
Les arguments sont semblables a ceux de la preuve de la proposition la combinatoire
est simplement un peu plus complexe.

Pour conclure cette introduction, on conseille au lecteur, avant d’attaquer chacun des
et de lire le qui détaille, dans le cas plus simple de Qy, les effets du foncteur
j;?.* j;: * Signalons par ailleurs, cf. les remarques suivant |B 3. 3| et |B.3. 4| que l'utilisation

de Daffinité de jl permettralt de simplifier grandement les arguments de [5].

3.1. Sur quelques faisceaux p-pervers de torsion. — Etant donné un faisceau per-

vers libre L sur XI— k™ muni d’une action compatible de P, 4-5(F,), pour toute strate

XI> ?:1 C X7, >h , le faisceau pervers libre p+7—[°z’%§:1’*L est muni, avec les notations de
A.1.2/pour A = 1h, d’une action compatible de PA(Q)V(FU) vu comme sous-groupe de P, (F}).

On est ainsi naturellement amené a considérer des faisceaux pervers libres a support dans
des strates X%ga munis d'une action compatible d'un sous-groupe parabolique Paq)(Fy) C
P,(F,) pour un certain drapeau A = {(0) = a; S a € -+ € a, C F4}, éventuellement
réduit a (0).

Remarque : on convient que XIZ’;(O) = XIZZ
3.1.1. Définition. — Soit A = {a; C ay € --- € a, C F?} un drapeau et soit, pour
h > dima,, un faisceau pervers libre L € F( Izé A) a support dans XIZ;‘ 4 ou A est un

ensemble de strate XIZ’;L’Q tel que
XISA - U X;Za C XI>(shcrLIiar7
acA
i.e. a, C a pour tout a € A. Un tel L est dit A-Hecke-équivariant
— si pour tout a € A, PFH%"* L est muni d'une action, par correspondances de Hecke,
de Pa(a)(F,) compatible a 'action par correspondances de P,(F,) sur XIZ’Q,&,
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— telle que pour toute k > h et pour toute strate X%’l;’b contenue dans nga (resp. dans
XIZQG/) I'action sur
a0k kAT~ a0l h<+ k—=h), (p-i-HO h, *L) ~ PO h<+ k—h),x (p+HOiZF*L),
du parabolique PA(acb)(Fv) est compatible a celle de PA(a’Cb)(Fv) au sens ou 'action
de Pa(acy)(Fy) N Pawcyy(Fy) est la méme qu’on le voit comme un sous-groupe de
Pa(act)(Fy) ou de Paacp(Fy).
L’action inﬁnitész’maée sur PTHO"* [ est par définition celle du sous-groupe parabolique
associé au drapeau A = {(0) C a1 C ay € --- € a, C a} de V, que l'on identifie & un
parabolique de GLy(F}).

3.1.2. Notation. — On notera fA(XI%ISf’A,Z) la catégorie quasi-abélienne dont les objets
sont les faisceaux pervers < libres > de ]:(Xzzé, Zy) qui sont A-Hecke équivariants d support
dans X%Q’A au sens de la définition les morphismes étant ceux de F(X%;,Z) qui

sont A-Hecke équivariants.

Remarque : soit L € }_A(XIZZA,Z) avec A4 > 1. Pour a € A, le morphisme d’adjonction
can) zq,r ]#a | ]#a *L — L fournit une suite exacte courte

0— Ly — L — iZ’*(“?—LOz’Z’*L) — 0,

ot Ly, =Imz(can 4, 1) € FA(XZZ-,;L,A—{G,}7ZI) et PYHOIFL € Fag) (XIZ;—L@,Z).
Remarque : soient
— un faisceau pervers Q) € ]-"A(X +g ,Zy) tel que PHY h+g+5*Q est de torsion et donc
muni d'une action de Pa(F,);
— et un monomorphisme strict A —}— Q avec p?—[oz’%rng‘s’*A — pHOi%g+§’*Q.
Dans le cas ou ?j ]a ILy[d—h—g] —, Apour X7 ija'g une strate pure au sens de , conte-
nue dans XI 1 Vinclusion p?—[oi%jrg”’*A — pHOi}%gM’*Q étant Pa(q)(F),)-6quivariante,

alors I'action naturelle de Ppq)(F,) sur p?—[“zgﬁ * A coincide avec celle sur p’Hozgng Q.

Avant de commencer la série de résultats qui va suivre, on notera le fait élémentaire
suivant. Soit HT (7, IT;) un systeme local d’Harris-Taylor sur une strate pure X; i—f’a et
L € Loc tel que £ ®7 Q, ~ HT o(my, I1;) : en particulier on suppose II; irréductible et
de support cuspidal un segment de Zelevinsky relativement a m,. Considérons alors le
p-conoyau 1" d’un bimorphisme

ja, IL[d—tg] —» P - T.

De maniére volontairement imprécise, pour tout i tel que H*T est non nul et pour tout
point géométrique z du support de H'T, Paction infinitésimale du facteur GLy,(F,) du
Lévi Py q_y(F,) sur (H'T). ®z, F, se décompose, dans le groupe de Grothendieck des

5. cf. la premiére remarque du et celle suivant [1.2.7
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F|GLi,(F,)]-modules admissibles, en une somme de sous-quotients irréductibles de la
réduction modulo [ de II;. Ainsi, en particulier,
(i) si un de ces constituants est un caractere alors m, est un caractere.
(ii) Si un unipotent non trivial de GL,(F,) agit trivialement sur 7" alors, d’apres le
lemme et la remarque qui le suit, 7, est un caractére.
3.1.3. Proposition. — Soit un faisceau pervers libre A € .FA(XIZQ%?,Z) de la forme
0—A —A— A —0
avec pour i = 1,2
P L d = h = g = 8] —>y A > T,
ot Ly (resp. L) est un systéme local de Loc sur une strate pure X;Z{Zf’%l (resp. X;g:f%).
On suppose en outre que la suite exacte courte précédente est scindée@ sur Q. Alors
(i) soit A ~ Ay @ As,
(ii) soit A admet épimorphisme strict A - A} avec

A —» A > T #0.

Démonstration. — Notons B le tiré en arriére saturé

pj;ﬁir%éz ([22 ®Z @l> [d —h—g-— 52]c_> A ®Z @l

de sorte que

B—— A—= A

o

B¢ Ao T
Si T est nul, alors B ~ A, et alors A >~ Ay, ® A;.

O

Remarque : avec les notations de la proposition précédente, supposons A muni d’une ac-
tion de Pa(a;,a0)(Fv) = Paay)(Fy) N Paay)(Fy) ¢ dans le cas (ii), en tant que p-conoyau
d’un bimorphisme sur Xf?ﬁngQ (vesp. sur X7 ’;;lg”l), T est muni d’une action triviale du
radical unipotent de 'action infinitésimale de PA/(\GQ)(EJ) (resp. de PA/(\M)(FU)) intersecté
avec Pa(q; a0)(F).-

6. dans la catégorie des faisceaux pervers, i.e. en oubliant I’équivariance relativement & Pa (F,)
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>
X_h+1

7/ e . . N 7 Zh
Contexte général : soit a présent Zse une strate pure de XI,E,H et on pose

A={1,} et A.=Ac).

Avec les notations de la proposition précédente, on supposera en outre que :
— A est muni d’une action de Pa(a;,a0)(#») compatible a I'action de P (4,) () (resp.
Pa(a)(Fy)) sur Ay (resp. Ay).
— Ve C Ve,
— Vﬂ C Va1 et
— dim V,, > dimV,, avec V,, # V,,.

3.1.4. Corollaire. — Avec les notations de la proposition précédente et en supposant
que laction infinitésimale de PAT(a\z)(F”) sur Lo est donnée par 11, @ Sty,(m,) ou m, est
une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,) avec g > 1 et tog = g+ do. Alors si
dimV,, NV, > h, on a A~ Ay & A, i.e. le cas (ii) du lemme précédent est exclu.

Démonstration. — Soit donc v € Vg, NV, n’appartenant pas a Vi-. Comme dim V,,
dimV,, et que V,, # V,,, il existe alors w € V,, — V,,. On décompose I'espace F?
Vo, @ (w) @ W et on note ¢, la transvection qui envoie w sur w + v et égale a 'identité
sur V,, @ W. Cette transvection est alors un unipotent non trivial de Pa_,)(F») qui agit
trivialement sur le faisceau pervers de torsion 1" de la preuve de la proposition précédente,

v

puisque celui-ci est un p-conoyau d’un bimorphisme relatif a un systeme local de Loc sur
X7 ’g;fl. Si T' était non nul, en tant que conoyau d’un bimorphisme relatif au systeme local
Lo € Loc sur X :,2{252, il aurait un quotient non nul possédant un germe a l’action du facteur
G Lt,,(F,) est isotypique relativement a un constituant irréductible de la réduction modulo
l de Sty,g(m,). Mais alors t,, en tant qu’élément de P@)(Fv) et d’apres la remarque
précédente, donnerait un unipotent non trivial de GLy,,(F,) agissant trivialement sur un
sous-quotient irréductible de la réduction modulo [ de Sty,(m,) ce qui d’apres le point (ii)
précédant la proposition [3.1.3 ne se peut pas, d’ou le résultat.

O

Remarque : dans le raisonnement ci-avant, il suffit en fait que A soit stabilisé par un
élément non trivial de I'intersection des radicaux unipotents de Pa(a,)(Fy) €t Pa,(as)(Fy)-
Par symétrie, on a aussi un énoncé analogue en transférant I’hypothese sur Lo a L.

3.1.5. Corollaire. — Avec les notations précédentes, on suppose en outre que
> > .
— les strates ng:f%z et ng:f+61 sont distinctes et que

— T} et T, sont nuls.
Alors le cas (ii) est exclu, i.e. A~ A; & A,.

Démonstration. — Reprenons la démonstration de et raisonnons par l'absurde, i.e.
on suppose que 71" est non nul. Comme 75 = 0, nécessairement 7' est a support dans
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>htg+6 >hetg+9 >hetg+ : : s
X7 20979 de sorte que X73497% C X759 et donc dim V,, NV,, > dim V,, > h. D’apres

le corollaire précédent, on est alors ramené au cas ou les systemes locaux £ et Lo sont
associés a des caracteres auquel cas d’apres le lemme [3.0.2

pi=htathip td —h—g— 6] ~ pfy;"jg*%i[d —h—g—4]

aq,
Mais alors en reprenant I'argument ci-avant en échangeant les roles de A; et A, on doit
>htg+6 >h+g+5
avoir Xz .19+ Zibgtor

Tsas = XZsa  cequiestexclu par hypothese, d’ou le résultat.

]

On fixe pour finir cette section 7 € Rg, et @ > —1; on supposera en outre pour simplifier
que la strate pure X7 ¢ 2htl XZ >hi verlﬁe ¢ C 1p4, @ on peut par exemple prendre ¢ = 1j,41.

3.1.6. Proposition. — Soit B € Fa,( ;’;jg,Zl) muni d’une action de Pa_(F,) telle que
Pa,(Fy) —
B &z, Q ~ Indp>"™) (7259 L5 [d—h—g]),

Acuh+ ) Thtg!x

ot Lg, € Loc. Alors B est de la forme

B Indp ™ . (By).

Av(1h+ )

0t Pj— hJArg £1h+g[d —h —g] =>4 Bo.

Démonstration. — En utilisant 1”action de Pa (F),), il suffit de montrer que le faisceau
pervers libre B s’écrit sous la forme

B~ &y B,

a: dim Vgo=h-+g
VeCVa

avec p]a "9L,Jd —h — g] =, B,. Dans le cas contraire on aurait un sous-quotient A
0—-B —B— By —0, A — By

qui serait une extension non triviale comme dans le cas (ii) de la proposition On va
reprendre la remarque suivant le corollaire [3.1.4, Avec les notations de|3.1.3 on décompose

Fl=Vo®{v)eWw

ounv €V, — V,,. Soit alors ¢, la transvection de GL4(F),) égale a l'identité sur V,, & W
et qui envoie v sur v 4+ ¢y ou ¢y € V. — V- Ainsi t, est un unipotent qui appartient a
tous les paraboliques P (o) (F},) tels que V. C V,, de sorte que t, stabilise By, By et A.
On reprend alors les arguments de la preuve du corollaire [3.1.4] : en tant que conoyau
d’'un bimorphisme sur XIS o, Vaction de ¢, sur T' est triviale. En tant que conoyau d’un

bimorphisme sur XI l’action de ¢, sur 71" se déduit de son action sur Lo € Loc quand

s a2 )
on le voit comme un unipotent du facteur GL,(F),) agissant sur HT'(m,, II;) ou 7, est une
représentation irréductible cuspidale et II; une représentation de G Ly, (F,) dont le support

cuspidal est un segment de Zelevinsky relativement a m,. Ainsi comme dans la preuve du
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corollaire [3.1.4] on en déduit que m, est un caractere. On reprend alors les arguments du
corollaire précédent en remarquant que V, C V,, NV,, et donc dim(V,, N'V,,) > h, pour
conclure.

O

Remarque : en particulier le faisceau pervers de torsion PHi"971* A équivariant relative-
ment a action de Py 17— (F},), est de la forme
c(Ip+1) ’

In dPAC () Fu)(pﬂoiwl’*z‘lo)

Ac<1th )( Thtg

3.1.7. Corollaire. — Avec les notations précédentes, soit
0—-B—Q—A—0

ol
h+6

— B~ PO L d — b — 6] pour L' un systéme local de Loc sur une strate pure XTat

ap,!*

avec § > g, et
— A vérifie les hypothéses de la proposition précédente, i.e. A =~ IndPAC (F) (F )(AO),

Ac(1h+ )
[d—h—g] —>, Ay, ot EE est un systéme local de pur T-type i

5]

P h+
avec ]1 Thig

avec g;(T ) > 1.
On suppose en outre que Q) est muni d’une action de Pa (q.)(Fy) et que Uextension ci-dessus
est scindée sur Q,, i.e. en tant que faisceau pervers et sans tenir compte de l’équivariance,

Q®z, Q =~ (B ®7z, @l) D (A ®7z, @l)
Alors Uextension est aussi scindée sur Z;.

Démonstration. — Soit @)y le tiré en arriere

v
0 B Q A 0
On reprend alors les arguments précédents.
— Supposons tout d’abord qu'il existe v € V,, N Vli n’appartenant pas a Vi-. Comme
6 = g, il existe aussi w € Vg, — V. On décompose alors F? = Vi ®w oW
de sorte que la transvection qui enV01e w sur w + v et égale a 'identité sur V,, & W,

est un unipotent appartenant a P, (ao)(Fv) N Pa, 1) (Fv), qui vu comme élément de
PAC(E)(FU> agit trivialement sur le faisceau pervers de torsion 7' de la proposition
. On en déduit comme précédemment qu’alors £’ est un systeme local d’Harris-
Taylor associé & un caractere. Ainsi comme P* 5oL [d—h— 6] = P70 L [d—h— 6],
le faisceau pervers de torsion T s’obtient comme un quotient

PIOLld — h— 6] = PittO L [d — h— 6] - T

0,1*
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relativement a un autre réseau stable £” de £ ®z Q,. Ainsi tout unipotent de
Pa.(a0) (Fo) N Pa 1) (Fy) agit trivialement ce qui imposerait que g;(7) = 1, ce qui
n’est pas par hypothese.

— Supposons donc a présent que V,, N Vm = Vi, de sorte que

.h 1 -h 1
T(] = pHOZ7+g+ ’*QO ~ pHO’li+g+ 7*140 —
Thtg Thig

Ind 2 ) (Fv)(p’HOz'WL*AO) ~ RO,

Ac(Thig) Lhtg +g

D’apres la proposition [3.1.3] si 'extension définissant )y n’était pas scindée alors T
admettrait un quotient 1" stabilisé par Pa_ (a0 (F»). Mais alors T' serait stabilisé par
le sous-groupe de Pa (F,) engendré par Pa,(ag)(F7) et Py (Fy) et donc, comme
Vao N Vi = Vi, par Pa (F),) ce qui n'est pas.

Ainsi Qg est scindé, i.e. le morphisme Ag — BJ[1] est nul. En notant que nous n’avons
pas utilisé la position de ag par rapport a 15,4, le raisonnement et la conclusion sont aussi
valables pour tout facteur direct g.Ag de A pour g € Pa (F,)/Pa, ;) (Fv) et donc Q est
scindé.

O

3.2. Preuve de la proposition — Soit 7 € Rf,(h) et F un faisceau p-pervers
admissible de pur 7-type i au sens de la définition [2.3.1] On note £ := j="*F[h — d] qui
par hypothése appartient & Loc(h, 7(i)) et Pp := it T'PH L1 F avec

0 — Pp — jT\Lld — h] — F — 0.

h<+1 L x2hl L, xzh

3.2.1. Lemme. — Pour toule strate ir= Tse Tsi

un faisceau p-pervers libre.

le compleze i"™V* Pp est

Démonstration. — Comme F' est de la forme z'h— *F ', il suffit de montrer que
h+1< <+,
ZI: +0*(p7_[ 1 = + *F/>

est p-pervers sans torsion. Pour ce faire, on utilise la suite spectrale

pH’r‘ h+1<+0 * (pHS h<+1 * ) pH'r‘J,»s h<+1 *F
1n

1p,c

Comme jlih est affine, d’apres le lemme [1.3.5] p’}-[si%gﬂ’*F’ est nul pour tout s < —1; la

surjectivité jl h, jl> Ll Ny , implique aussi la nullité pour s = 0. Ainsi la suite spectrale

précédente degenere en F, avec

<41, 1< 1 h<tl
pHT‘ -h + * R~ pHr+1Z?—C_+O7* (pH 1Zh—_+ 7*F/).
h> h

h<+1 . y>h >h+1 >h h<+1,
De la méme fagon, comme j= ;r 'Xzslh XISJCr — XZ 71 st affine, PH"i3= TR e

nul pour r < —1 et sans torsmn pour r = —1 d’apres le lemme [1.3.5] d’ou le resultat D
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3.2.2. Lemme. — Le Pa(F),)-faisceau pervers P, admet un quotient Qg lui méme
PA(F,) équivariant et admettant une filtration

0= Qrre—Qr—Qr.—0

telle que

— pj;fﬁ;g];?ﬂ’ Pr —, Qr 4 dont le conoyau Ty est tel que son germe en tout point

>h+1
géométrique de XI—’EI est nul ;

— ch_ngJZthg’*Qﬁc —>»1 Q. dont le conoyau T, est tel que son germe en tout

point de X;Z”Crl est isomorphe a celui du conoyau du morphisme d’adjonction

:=h+g -=h+g,*
It jlh P — Pr.
— Muni de son action de Pa_(F,), on a en outre un isomorphisme

Pa.(F))
Qr.c Hdpi“( (7 Qe

h+g >h+1 h+g =h+4g,x
ot X75,” est une strate contenue dans Xz, et ou Pj "7 jr" 9" P — 1 Qra.

Démonstration. — Sur QQ;, on a une surjection

.=h =h+g, h =h+g, ra)
.] +g.]7£c+g Pﬁ ®Z Ql - J;éc;‘;gjyéc—"_g P ®Zl Ql

et on note Q. 'image de jiffrg 37&2”“9’ P, puis Q, le poussé en avant

i=h N h+g .=h+g, 1
‘7#2!]#0 Pr=— j;écj_g]#c—i_g P—— Pﬂg»prOZ?Jrl, P

|
i |
\
Qrpc————>Qr—>Qr..
D’apreés le lemme précédent, le lemme et la proposition [3.1.6, Q. := PH" 1+ P,

vérifie les propriétés de ’énoncé alors que pour Q) . cela résulte du fait que le conoyau
du morphisme d’adjonction

—htg -=h+g, =h+g -=h+g,
j;éc,#_g]#c o P — Je, ;’_gjic o ‘P[f
a tous ses germes nuls en tout point géométrique de XI> Ztl
]
3.2.3. Notation. — Dans [’esprit du premier tiret du lemme précédent, pour L un

systeme local sur Xz Zﬁg, on utilisera la notation p(c)j:hwﬁ[d — h — g| pour désigner une

extension intermédiaire

Pjr LI — b — g] >y PjLId — b — g]

dont le conoyau T a un support disjoint de XIngl, i.e. le germe de T en tout point

>h+g

géométrique de X7 ;. est nul.
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3.2.4. Proposition. — Avec les notations précédentes, on a
pHOih+1,*PE ~ D h+g —thg7 P
. ~
Remarque : d’apres le lemme [B.3.3] le résultat est vrai sur Q.

Démonstration. — Raisonnons par ’absurde auquel cas le bimorphisme du dernier tiret du
lemme précédent ne serait pas un isomorphisme. Notons Tj le conoyau de ce bimorphisme

p;=h+g =h+g,x
Plaas Ja P P =>4 Qra — To.

Soit Tjy un sous-faisceau Pa,(q)(F,)-équivariant irréductible de T et Q. , le tiré en arriere

h+g :=h+gx D ¢ / /
p.]a ] g PC Q[,,a - > TO

o

P9t Py Qr.a To

: Pa,(Fy)
/! ~ Ac\Lv
puis Q. ~In clpA ) (F) Q. et QF le tiré en arriere

Qrpc—=Qp - = Q,

o

Qrtc—Qr—=Qr.

Le faisceau pervers libre @', est donc muni d'une action de Pa,(F,) et PHYMT9T1*Q). ~
In dPAC(?E ) T¢. On utilise ensuite le fait que @ est Pa(F,)-équivariant : on choisit ¢ tel

que V, N Ve = Vi~ de sorte que d’apres le premier tiret du lemme précédent

p(c) ; h+9 —h+g,*P£

(l*
~
~ 0
~
~
~
EN

£ Qc To/Tq

le monomorphisme strict P(); Ja, “9j=ht9xp. <15 @, se factorise par un monomorphisme

strict P(¢)] Ja, =19 j=ht9x P, s Q.. On en déduit donc qu'il existe a’ tel que V, ¢ Vs tel que
le faisceau pervers A construit comme suit par poussé en avant

QL 4 Qr QL.

| |

p=h+g =h+gx* / /
.]a/ % ja P — - >A Q[,,c
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et tiré en arriere
.=h+g -=h+g,* C /
pj ja’ PE A - == Q[,,a

/]
a’ 1% ~

!

!

\
=h+g ;=h+g,*

. / /
p-]a',!* Ja’ Pr—s Al — Qﬁ,c

est, cf. la proposition [3.1.3] une extension non triviale. En notant que A est muni d’une
action de Pa, () (Fy)NPa, @) (Fy), d’aprés la proposition[3.1.6} on a nécessairement VNV, =
Vi~ Ainsi d’aprés la proposition , le faisceau pervers T C PHOM9+L+*Q". est alors
stabilisé par I'action a la fois de Pa,()(Fy) et Pa ) (Fy) lesquels, comme V, N Vo = Vi
engendrent Pa,(F,). La contradiction découle alors du fait que T} C PH"971*Q’. n’est

pas stabilisé par P, (F}).

]
3.2.5. Corollaire. — Pour tout L € Loc(h,T) irréductible, les faisceaux de cohomologie
de Pji;"LC[d — h] sont sans torsion.
Démonstration. — 1l suffit bien entendu de montrer le résultat pour pjlihh!*ﬁ[d — h]. On
raisonne alors par récurrence sur h de d a 1. D’apres la proposition précédente, on a

-=h+1 =h+1,x -=h+g :=h+g,
O — j;écj_ ];éc PC ? P[: p]e,!* gjc +g*Pﬁa

de sorte que le germe (H'Pg), ~ (H™'? jlih’fl*ﬁ[d— hl]). en un point géométrique z de ng:l
du i-éme faisceau de cohomologie Py est isomorphe au germe en z de H* (pj:,?fg 'C:thg’*PL),
qui d’apres 'hypothese de récurrence, est sans torsion. Par équivariance, on en déduit que
le résultat est valable pour tout point géométrique de XIZZ%, d’ou le résultat.

]

Démontrons da présent la proposition[2.3.5. Pour ce faire on raisonne par récurrence sur
h de d a 1 en supposant que pour tout i’ > h, pour tout 7' € Rg, (h) et pour tout faisceau
p-pervers 7'-admissible de pur 7'-type i alors Pp est !-saturée. Rappelons le diagramme
commutatif

F

]

Pra—— jRiL[d — h] —=Pj31,L[d — 1]
A
! /
J
Pp
ol le monomorphisme Pp — ji="L[d — h] étant strict, on en déduit que celui de Pr < P,
I’est aussi : on note Q) son conoyau qui est donc libre. On a alors une suite exacte longue

0 — PH NI Qp — PHOMT P — PHOT P — PHOMTL* QR — 0,
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puisque PH "1 Ppoest nul.

(i) On écrit P 4 = @uea Pro 01t Prq est le noyau de j:!hj:hv*

a

=h,*
a

s s . . . N .=h - .
lemme précédent, si V, C V., alors PH "1 P, , est isomorphe & Pj_,. 959" P. , et sinon

. . . . . N >h 1 / .
il est nul. Ainsi comme la torsion de PH i"+1*Q 1 est a support dans X7+ 9", on en déduit

L — pj;ﬁj L. D’apres le

. . . —hig .—
que le noyau de PH i1 Py — PO Qp est une somme directe de Pj, ;"9 Py et
que donc son PHTIHE* est nul.

(il) Comme

—1,h+1 -=h+1 -=h+1, -=h+g :=h+g,
"H Zc+ 7*QF - J;ﬁc,?_ ]#c *QF = ];éc,! g];éc g*QF

est un monomorphisme strict, d’aprés ’hyporhese de récurrence, PHOiiT9+1* (”’H‘%”;“”‘Q F)
est nul.
On déduit alors de (i) et (ii), en utilisant la suite exacte longue associée au foncteur

. . . /7 /7 * >h 1
ihtotlxque PHOMTIHL* Proest nul et que donc pour tout point géométrique z de XI—";C“ ,

la fibre en z du conoyau du morphisme d’adjonction j;="9j="*+9* P, —s Py est nulle. Par

>h+1
X,Jr

symétrie du probleme, on en déduit que c’est vrai pour tout point géométrique de X7

et que donc le morphisme d’adjonction précédent est surjectif.

3.3. Preuve de la proposition [2.4.3 — On renvoie le lecteur & la fin du et plus
précisément a la proposition m pour se familiariser aux versions Q; des énoncés de ce
paragraphe.

3.3.1. Proposition. — Pour tout 1 < h <r, l"image du morphisme d’adjonction
Gt (PHOi il (W 7,) ) — PO il (97 7)

=h ;=h*

est Pjatida (pHOiZ’*\I/IZ) ; en particulier ces morphismes sont stricts.

Remarque : Rappelons que ¥, 7 / Filf(\llzzl) ~ i:+1p7-[oz'r+17*\1/zzl est a support dans X%g“
et que donc j; ™+ (pHOiZ’*\I/IZl> ~ g (pHOiZ’* FilT(‘I’I,zl))

a

3.3.2. Corollaire. — La proposition |2.4.5 est vérifiée.

Démonstration. — 1l s’agit donc de montrer que pour tout 1 < r < d, le conoyau du
morphisme d’adjonction

Ji e (Yrz,) — e (Y z)
est nul. On raisonne par récurrence sur r de 0 a d. Le cas r = 0 étant trivial supposons le
résultat acquis au rang r — 1 de sorte que

‘I/I,Z,/ Fﬂril(‘yzil) = pHOir’*qu,Zla
et que le conoyau cherché est isomorphe a la torsion du conoyau de

j!:Tj:r’* (WI,Z/FH!T_l(\I[I,Z)) — \III,Z,/FiH_l(‘I'I,Z)
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ie. a
. p2y0 _r+1x . P20 r+1% r _
T = Hy, 0" "Wz >~ PH Filf (U17,).

tor
Par I'absurde s’il était non nul, soit z un point géométrique du support de sorte que le
germe en z de T" est non nul. On choisit alors une strate pure X%;a contenant z : d’apres
la proposition précédente, PH,H* Fil] (¥ 7 ) est nul et donc aussi

P40 741 ,% _ p740,7+1<+0,% (pg 0 r+1,% _
( Hi \I]Z,Zz) ~ ( H i o ("H i, 7))

)
z z

d’ou la contradiction.
O

Démonstration. — de la proposition Notons tout d’abord que par symétrie du
probléme, il suffit de traiter le cas a = 1; et que d’aprés la proposition et la derniere
remarque du I'énoncé est vrai sur Q;. On va montrer le résultat par récurrence sur r
de 0 a d. Le cas r = 0 étant trivial, on suppose le résultat vérifié jusqu’au rang r — 1. La
suite exacte

0 — PH Yy (W) Fil] (7)) — PHOiL" Fil} (U7)
— POy — PRy (U Fil(U7)) — 0,
en remarquant que PH 1l (1111/ Fﬂf(\llz)> et PH*W7 sont sans torsion, nous fournit
alors d’apres la remarque précédente, la nullité de PH 151+ (\III / Filf(\llz)) ainsi que le fait

que PH%L* Fil[ (U'7) est aussi sans torsion.
Pour tout h =1,--- ,r, on note gr{fa7r(\I!IZ) I'image du morphisme d’adjonction

Jatga e (RO Bl (U 5,) ) — PRI Fill (U, 7,)

de sorte que les grf’, (V77 ) sont les gradués d'une filtration Fil?, (¥, 7 ) de PH* Uz
avec

=h =h* 0:h%gy _ h _
P Jajeda (pH lg *\DI,ZZ> - gr!,a,r(‘pz,zl)-
Notons par ailleurs que, les faisceaux de cohomologie des ¥j;- o (pHOizv*\IfI Z) étant sans
torsion d’apreés la proposition [2.3.3 et que, sur Q; d’apres [5], la suite spectrale calculant

les faisceaux de cohomologie de PH* W dégénére en F1, le résultat découle du lemme
suivant. N

3.3.3. Lemme. — Pour tout h on a

h ~\ ~o Ps=h =hx(pq7/0 hx _
gr!,a,r(\IJI,Zl) — ja,!*]a ( H (2 qu,Z;)‘

7. 11 suffit simplement de noter que pour tout r et p, g, la source et le but de toutes les fleches d?¢ de
cette suite spectrale ne sont pas tous deux non nuls.
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Démonstration. — De 'exactitude des foncteurs ]#, et j;i’*, on obtient une suite exacte
courte

0 = jzbize (FIT T (yg,)) — jzhize ™ (Filf (Urz,)) — iZhiz (e (Urz,)) — 0.

On note @ le quotient de Filj (¥, 7 ) par jZ}, j;l* (Filf‘l(\llzz)) puis P le tiré en arriere

j;cl,!j;cl " (gr!T (\IJI,Z )) — f?\ ****** > Fﬂ;; (:IIZZZ)
|
»
=1 -=1,% v -1 .
gI‘, ,a r(\I]I Zl) gria,r(\I]Izl ) :

En utilisant que sur Q,, on a
0= jZbgze" (Fili ™ (W7z,)) — Fill (W7 7) — Filj 1(¥5) =0,
on en déduit que sur Q,, I'extension définissant P dans le diagramme ci-dessus est scindée.

3.8.4. Lemme. — Sur 7Z; et pour un réseau stable HTy(m,,I1;) d’un systéme local
d’Harris-Taylor relativement a une représentation irréductible cuspidale m, de Gl,(F,), on
a la suite exacte courte

Pl d—1 Fv) P »:(t—l-l)g 1 tg
0— IndPl J(t+1)g—1,d—(t+1)g (Fv) jm'*HTF Lty (7o, Ht{ }® W”{E})
— j;h I];;*< j'*tgHTF<7Tv7 Ht)) — pj:tgHTF<7Tv7 Ht) — 0.
Démonstration. — Le résultat est valable sur Q; de sorte qu’il est vrai sur Z; quitte a
=(t+1)g

remplacer Pj— HTp g, (T, {3} ® m,{¥2}) par un faisceau pervers A qui lui est

1 1)97'*
biisomorphe.
Raisonnons par I'absurde en supposant que ce bimorphisme n’est pas un isomorphisme,

(t;rll)g T avec § > 0 tel que la fibre

en z de HTD919-4 4 soit non nulle et de torsion. Or on a montré au paragraphe précédent
que la fibre en z des faisceaux de cohomologie de ?j. " HTy(m,, II;) sont sans torsion et
alors, d’aprés [5], la fibre en z de H(HDo+o-d-1 (pj!jtgHTp(m, Ht)) est nulle. Mais alors la

fibre en z de H(+1g+0- dj;lll ,j;lll* (pj:tgHTp(m, Ht)) serait non nulle, ce qui n’est pas d’ou

auquel cas il existerait un point générique d’une strate X_~

la contradiction.

O

Ainsi de 'exactitude de j;é! et du fait que d’apres 'hypothese de récurrence tous les
gradués de la fitration exhaustive de stratification de Filf_l(\llzzl) sont des Pj;-", on en
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déduit qu’il en est de méme pour j;c{! ];1 * (gr!"(\IJI’Z)). Ainsi en appliquant successivement

le corollaire m (resp. le corollaire 3.1.7) au gradué grf, (V77 ) lorsque celui-ci est un
Pj= (resp. sinon et en utilisant I'équivariance) avec chacun des gradués de la filtration

exhaustive de stratification de j;i, jz " (gr{“(‘l’zvzl)), on en déduit que P est aussi scindé
sur Z; et que donc
Fil] (W 7,) ~ PHO* Fill ™ (U, 7).

Ainsi d’apres 'hypothése de récurrence, on obtient le résultat pour tout 1 < h <r —1 et
il reste a traiter le cas de h = r. En utilisant que P est scindé, on obtient

0— ];01!];@1* (grf(‘Pz,Z)) —r e (Vrz) — e, (Yrz) =0

de sorte que PH %y *egr{ (U, 7 ) =~ gif, (V77 ) est sans torsion. On reprend alors les argu-
ments du , en remplacant partout P par g (V;7 ) et 1), par () et ¢ = 1; par exemple.
O]

Appendice A

Rappels sur les représentations

A.1. Induites paraboliques. — Notons K un corps local non archimédien dont le corps
résiduel est de cardinal ¢ une puissance de p. Une racine carrée q% de ¢ dans Q, étant fixée,
pour k € 1Z, nous noterons 7{k} la représentation tordue de 7 ot I'action de g € GL,(K)
est donnée par 7(g)v(g)* avec v : g € GL,(K) s g~ V¥(det9),

A.1.1. Définition. — Pour V un sous-espace vectoriel de dimension h de K™, soit Py
le sous-groupe parabolique associé et Ny son radical unipotent, i.e. I’ensemble des g €
GL,(K) tels que le noyau de g — Id contienne V' et son image soit contenue dans V.

A.1.2. Notations. —  — Dans le cas ou dans la définition précédente, V' est engendré
par les h premiers vecteurs de la base canonique, V' sera noté 1y, et Py par Py g_p.

— Pour tout a € GLy(K)/Pya—n(K), on notera V, l'image par a de Vect(ey,--- ,ep), ot

(€i)1 <i<a désigne la base canonique de K. On notera aussi P,(K) = aPyq_n(K)a™

le parabolique associé et N, = aNj, q(K)a™

— Plus généralement pour un drapeau A = {(0) Ca; Cay C -+ Ca, C K¢ =:a,41},

de gradués a;/a;_1, on note Pa(F,) le sous-groupe parabolique associé et Ux(F),) son

son sous-groupe unipotent.

radical unipotent.
— Enfin pour A ={(0) Ca; Cay S - S a, C K% un drapeau et a, C a C K%, on
notera
Ala) ={(0)Cay Cay C---Ca, CacC K.

Pour a, Ca CbC K% on notera A(a Cb) := (A(a)) (b).

Remarque : afin d’alléger les notations, on notera dim a pour dim V.
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A.1.3. Définition. — Soit P = MN un parabolique standard de GL, de Lévi
M et de radical unipotent N. On note ép : P(K) — @lx Papplication définie par
dp(h) = |det(ad(h)pien)| ™. Pour (m,V1) et (me, V) des représentations de respecti-
vement GL,,(K) et GL,,(K), et P,, ,, le parabolique standard de GL,,,, de Levi
M = GL,, x GL,, et de radical unipotent N, m X my désigne l'induite parabolique
normalisée de P, ,,(K) & GLy,4n,(K) de m ® mo c’est a dire l'espace des fonctions
f:GLy 0, (K) = V3 ® Vs telles que
f(nmg) = 5;:1/12 (m)(m ® mp)(m) (f(g)), VYn e N, Vm € M, Vg € GL,, yn,(K).

Rappelons qu’une représentation 7 de GL,(K) est dite cuspidale si elle n’est pas un
sous-quotient d'une induite parabolique propre. D’apres [14] §V.4, la réduction modulo
[ d’une représentation irréductible cuspidale est encore irréductible cuspidale mais pas
nécessairement supercuspidale.

A.1.4. Notations. — Soient g un diviseur de d = sg et ™ une représentation cuspidale
irréductible de GLy(K).
— L’unique quotient (resp. sous-représentation) irréductible de m{155} x {355} x - - - x
{55} est noté Sty(m) (resp. Speh,()).
— Lunique sous-espace (resp. quotient) irréductible de Sty(m,{5"}) x Speh,(m,{t})

(resp. de Sty_1(m,{=5"}) x Speh, . (m,{51})) est noté LT, (t —1,r).

A.1.5. Définition. — Soit P = M N un parabolique de GL,, de Lévi M avec pour radical
unipotent N. Pour 7 une R-représentation admissible de GL,(K), I'espace des vecteurs
N (K)-coinvariants est stable sous 'action de M (K') ~ P(K)/N(K). On notera Jp(7) cette
représentation tordue par (5131/ 2,

A.1.6. Lemme. — Soient © une F;-représentation irréductible de GL,(K) telle qu’il
existe un élément unipotent n € GLy(K) agissant trivialement. Alors T est un caractere.

Remarque : en particulier si 7 est obtenu comme un sous-quotient de la réduction modulo [
d’une représentation irréductible entiere II alors II a pour support cuspidal des caracteres.

Démonstration. — Par conjugaison, tout élément unipotent de GLj,(K) agit trivialement
de sorte qu’en particulier le foncteur de Jacquet associé au sous-groupe unipotent du Borel
B(K) de GLy(K) est trivial sur 7 et donc 7 est une représentation irréductible admissible
de B(K) et donc du tore. Ainsi 7 est de dimension finie et donc un caractere.

O

On termine ces rappels par un lemme certainement bien connu des experts dont nous
présentons une version limitée afin d’éviter d’introduire trop de notations inutiles.
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A.1.7. Lemme. — Soit m une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,), alors en
tant que représentation du parabolique Py (14ris)g-1(Fy), on a un isomorphisme

t+r

) X Speh,(m{ 5

LT, _%}(t, r—1) }) = LT (t,r+s — 1)\P1,(

IPl,(t+'r)gfl(F’U t+r+5)gfl(Fv) :

Démonstration. — Pour n > 2, on note M,(F,) le sous-groupe de P;,_(F,) dont le
premier coefficient en haut a gauche est égal a 1. Quitte a tordre les actions par g —
o(tg7)o™!, ot o est la matrice de permutation associé au cycle (12---n), on reconnait le
traditionnel groupe mirabolique dont le radical unipotent V,,_1(F},) est abélien isomorphe
a (FX)" 1. On rappelle cf. par exemple [12] §I11.1.10, que

t+r

=oh

— (LTW{; (t,r — 1) x Speh (m{

0— LTW{_g}(t,T — 1)\M(t+r>g(Fv) X Spehs(ﬂ'{
t+r

h)

[ M (4 4r4s)g(Fv)
t+r
2
M(to+r)g G[[{Sg ) et la

1 0 V:egfl
deuxieme I'induite a support compact relativement a | 0 GL(404 U . En outre
0 0 GLgsg—1
pour tout k > 0, la dérivée d’'ordre k de LTy sy(t,7 — 1)ar,,,(7) ¥ Spehy ({5 }) est,
cf. [12] p153, donnée par celle de LTy(—sy(t,r — 1)
ie.

— LT sy(t,r — 1) x Speh,(m{ DMy (r) = 0,

ou le premier terme est l'induite parabolique relativement a <

|My40, (F,) Induite avec Spehs(w{“rTT}),

t4r, \®
<LTW{_;}<Z§,T’ — 1)|M(t+r)g(F’U) X Spehs(w{ 5 }))

(k) t+r
~ <LTW{_;}(7§,T — 1)M(t+r)g(F’U)> X Spehs<ﬂ'{ })

Rappelons que la dérivée d’ordre k de LT, (t,r — 1) est nulle sauf si k est de la forme dg

avec 0 < 0 < t+1 auquel cas elle est isomorphe a L ﬂ{g}(t — 0,7 —1) (resp. LTW{%}(T —2))
sid <t (resp.  =t+1). Ainsi en raisonnant par récurrence sur t + r, on en déduit que
LT sy (7 = D)agy,y, (7)) X Speh(m{57}) et LT (t,r + s — 1) ont les mémes dérivées et
sont donc isomorphes en tant que représentations de My, s)4(F,). Par ailleurs comme

M(t+r+s)g(Fv)/(M(t—i-r)g(Fv) X GLsg(Fv)) = Pl,(t—i—r—l—s)g—l(Fv)/(Pl,(t+r)g—1(Fv> X GLsg<Fv)):

on en déduit que LTrq—sy(t,7—1)p, .., 1 (7) X SPehy ({57 }) est en tant que sous-espace
de LT (—sy(t,r — 1) x Speh, (m{*}), isomorphe & LT (t,r +s —1).
UJ
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A.2. Représentations de Dy, a coefficients dans F; et leurs relévements. —
Soient D 4 'algebre a division centrale sur K d’invariant 1/d, Dk 4 son ordre maximal de
radical Pq : 1+ Pga C Di 4 C Di 4/w” de quotients successifs Fou et Z/dZ.

A.2.1. Notation. — Pour 7 une représentation irréductible cuspidale de GLy(K) et
s > 1, on note w[s|p la représentation irréductible de Dy ., image de Sty(m") par la
correspondance de Jacquet-Langlands.

Remarque : toute représentation irréductible de Dy ; s’écrit de maniere unique 7[s|p pour
s|d et m une représentation irréductible cuspidale de G'Lg/s(K).

A.2.2. Notation. — On notera R, (h) Uensemble des classes d’équivalence des F;-
représentations irréductibles de D).

A torsion par un caractere non ramifié pres, toute représentation irréductible de D ,
se factorise par Dj ;/w”, on choisit alors un facteur irréductible ¢ de 7j14p, , et on note
N¢ le normalisateur de sa classe d’isomorphisme dans Dlx(,d/ w?. Soit ¢ son prolongement
a N¢ :en effet 1 4+ Pk 4 étant un pro-p-groupe, la dimension de ¢ est une puissance de p
de sorte que, un p-Sylow de N /(1 + Pk.q4) étant cyclique, ¢ admet un prolongement a N,
cf. [13] lemme 1.19.

A.2.3. Proposition. — (cf. [8] proposition 2.5.2)
Soient T une Fj-représentation irréductible de Dlx(’d/wz, et ¢ un facteur irréductible de

=
Qs ® X), avec J :=

Nz Ny ot Nz (resp. Ny) est le normalisateur de C (resp. X) et 0w C est un relévement de

_ . N _ . Dg
TP 1l existe alors un caractére x de K* tel que T ~ ind ;™"

Ca Nz. 1l existe en outre des entiers f',d',e’ de produil égal a d tels que
J/(1+ Pra) ~ F;f,d, xmZ/edZ,
ot m est un diviseur de d' tel que f'm = [Dy 4 : w"Dy i J].

Remarque : d’apres [8] proposition 2.3.3, deux sous-quotients irréductibles 7 et 7" quel-
conques de la réduction modulo [ d'une représentation irréductible entiere de D;d, sont

inertiellement équivalents, i.e. il existe un caractere  : Z — @lx tel que 7" ~ T®(oval orn.

A.2.4. Notation. — Pour 7 une F;-représentation irréductible de Dfﬂd, avec les nota-
tions de la proposition précédente et en notant r; le foncteur de réduction modulo [, on
notera

_ _ d
m(7) = [Ny NNy 1 J] et g(T) = o= f'd.
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A.2.5. Définition. — Pour 7 une Fj-représentation irréductible de D ,, soit C; C
Repzer (Dic4) la sous-catégorie pleine formée des objets dont tous les Z"Di j-sous-
quotients irréductibles sont isomorphes a un sous-quotient de %|D1X<,d' On note 7° un
sous-quotient irréductible quelconque de 7:|DIX<,d.

A.2.6. Proposition. — (cf. [7] §B.2)
Soit P-o une enveloppe projective de 7° dans Repz’m (D[X(’d). Alors la sous-catégorie C- est

DX
facteur direct dans Rep%?w(Dlxgd) pro-engendrée par l'induite P = indDg’z(P;o).

Ainsi toute Zj'"-représentation Vzrr de D ; se décompose en une somme directe Vzpr =~
D= Vzpr ou T décrit les classes d’équivalence des [Fj-représentations irréductibles de Dy,
5T )
et ou Vzpr est un objet de Cz, i.e. tous ses sous-quotients irréductibles sont isomorphes a
T
un sous-quotient de Tpx .
K,d

A.2.7. Notation. — Avec les notations de la proposition soit s(T) la plus grande
puissance de | divisant W. On note alors

g-1(7) =g(7) et VO<i<s(7), gi(T) =m(T)'g(7).

A.2.8. Proposition. — (cf. [8] proposition 2.5.2) Soient T wune TF;-représentation
irréductible de Di; , et 7' € Cz une Q;-représentation irréductible entiére. Il existe alors

—1 < i < 5(7) et une représentation irréductible cuspidale m; de GLg, 7 (K) telle que
d
9i(7)

7~ Ip-

Remarque : avec les notations de la proposition précédente, la réduction modulo [ de 7; est
supercuspidale si et seulement si ¢ = —1 et sinon son support supercuspidal est un segment
de Zelevinsky-Vignéras de longueur m(7)I".

A.2.9. Définition. — Avec les notations de la proposition précédente, 7/ (resp. un sous-
quotient irréductible de la réduction modulo [ de 7’) sera dit de T-type i. Plus généralement,

pour tout ¢ > la représentation m;[t|p (resp. un sous-quotient irréductible de la

d
9:(7)’
réduction modulo I de m;[t]p) de Dy, . sera dite de 7-type i. On dira de méme qu’une
représentation de C- est de 7-type > ¢ si tous ses constituants irréductibles ont un 7-type

qui est > 1.

Ezemple : soit m_; une Q-représentation irréductible cuspidale entiere de GL,(K) dont
la réduction modulo [ est supercuspidale. Soient ¢ > 1 et 7 un constituant irréductible de
la réduction modulo [ de m_1[t]p : on a alors g_1(7) = g¢. Soit alors m; une représentation
irréductible cuspidale de G'Ly,z)(K) dont la réduction modulo I a pour support supercus-
pidal un segment de Zelevinsky [r;(7_1{52}), r(7_1{551})] avec ¢;(7) = sg. Pour tout
t; tel que t;9,(T) > tg, la représentation m;[t;|p (resp. un sous-quotient irréductible de la
réduction modulo ! de m;[t;]p) est de T-type i.
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A.2.10. Notation. — Avec les notations précédentes, on notera Scusp,(T) ['ensemble
des classes d’équivalences des représentations ;.

Appendice B

Rappels des résultats faisceautiques sur Q, d’apres [5]

Dans ce paragraphe nous rappelons les résultats de [5] que nous utilisons dans ce texte :
les notations sont celles des paragraphes précédents. Précisons de nouveau que tous les
résultats de loc. cit. sont sur Q; ce qui permet de I’enlever des notations afin d’alléger les
écritures.

Rappelons que pour o, (resp. m,) une représentation de W, (resp. de GL4(F},)), 'action
d’un élément g sur

ou(n)  (resp. m{n})
est donnée par o,(g)| Artz (g)|" (resp. m,(g)| det g|™) ot | — | est la valeur absolue sur F, et

Art}j : W, — F} le morphisme de la théorie du corps de classe qui envoie les frobenius
géométriques Fr~' de W, de F, sur les uniformisantes, i.e. v(Arty (Fr)) = —1.

B.1. sur les systemes locaux d’Harris-Taylor. — Soient 7, une représentation

irréductible cuspidale de GLy(F,) et 1 <t < g. La représentation m,[t]p de Dy, cf. la

notation [A.2.1] fournit d’apres la définition [2.2.3, un systeme local sur XI: ;g?

€y

L(m[tlp)s; = 6_91 Ls, (o)1

ou (m,|t] D)‘th = @, pvi avec p,; irréductible et muni d’une action de Py 4 44(F,) via
son quotient GLd,tg X 7.
Remarque : ce systéme local est noté F(t,m,); dans loc. cit. 1.4.7.

B.1.1. Notation. — Pour tout strate pure X;ga, on note L(m,[t]p)a [image de
L(my[t]p)t; par un élément quelconque de a € GLq(F,)/Piga—tg(Fy). Plus généralement
pour A une réunion de strates pures de XI:;Q, on notera
L(my[t]p)a = D L(m[t]p)a-
acA
Ezemple : pour h < tg on a ainsi L(7,[t]p)1 est la somme directe des L(m,[t]p)a sur les

strates pures X t;fa contenues dans Xzz}s}ﬁ'
B.1.2. Définition. — Les systemes locaux d’Harris-Taylor permettant définir I’ensemble
Loc de la définition sont les

tg—d

ﬁa<ﬂva ILy) := L(m[t]p)e ® I @ 272




LA COHOMOLOGIE DES ESPACES DE LUBIN-TATE EST LIBRE 43

et leurs versions induites

tg—d
2

T (0, T1) = (L) @ T ® 25 x50 GLalF),

ou l'action du radical unipotent de Py q—1(F,) est triviale, et celle de

C %
(ng’ ( %’ get ) ’g”) € G(Aoom) X Ptg,d—tg(Fv> x W,

(2

est donnée
tg—d
— par celle de g¢ sur II, et deg(o,) € Z sur -7 ainsi que

— cellede (>, g5, val(det g;) —deg 0,) € G(A*") X G Lg—1y(F)) X Z sur L (7, [t]p)7;®

h
tg—d

=, o0 21 1Z — Z" est défini par Z(3) = ¢'/2.
On dit de 'action de G'L;,(F,) qu'elle est infinitésimale, cf. aussi la remarque suivant

Remarg\u;e : pour A une réunion de strates pures, on utilise aussi la notation HT Almy, 1) =
Daca HT o(my, 1),
B.1.3. Notations. — On pose
HT(m,,11,) :== HT (m,, I1,)[d — tg],
et le faisceau pervers d’Harris-Taylor associé est
P(t,m,) = ji. "HT (m, Sti(7,)) ® L(7,),
ou sa version non induite
P(t,mp)a = i) il " P(t, ) = jo,d HT,(m,, Ste(m,)) ® L(7,),

ou 1LV désigne la correspondance locale de Langlands.

Remarque : on rappelle que 7, est inertiellement équivalente a 7, si et seulement s’il existe
un caractére ¢ : Z — Q; tel que ), ~ m, ® (¢ o valodet). Les faisceaux pervers P(t, )
ne dépendent que de la classe d’équivalence inertielle de 7, et sont de la forme

P(t,m,) = ex,P(t,m,)
ou P(t,m,) est un faisceau pervers irréductible.
B.1.4. Notation. — On note Fil;"(r,,11,) le noyau du morphisme d’adjonction
g HT (1, 1L) — §i, Y HT (0, 11,),

étH)g. Avec la notation|1.3.20, Fil,"(r,,I1,) est noté Pt ey 1

qui est a support dans X%

B.1.5. Proposition. — (cf. [6] 3.3.5) Le morphisme d’adjonction
g D9 =g Ryt (o 1) — FilT (m,, T1,)

est surjectif.
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En itérant cette proposition, on obtient, pour s = ng, la résolution

s—t

0 — j* HT (my, T, X Speh, (1)) @=F — -+ — = DIHT (1, T, X Spehy(m,)) ="
—s VI T (1, 1L, X ) ® 22— Fil79(m,, IL,) — 0. (B.1.5)

ol pour m et my des représentations de respectivement G Ly ,(F,) et GLy,g(Fy), 7T1;>7T2
désigne I'induite normalisée m{—2} x m{%}.
Remarque : de cette résolution on en déduit :

— le calcul des faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor du
théoreme 2.2.5 de [5]. Précisément, pour g > 1, le i-éme faisceau de cohomologie de
Pi-Y HT (m,,11;) est nul sauf si i est de la forme —d + tg + §(g — 1) auquel cas il est
isomorphe & HT(,, Tl,{ 52} x Spehy(m,{1}))[tg — d] @ =5.

— la description des constituants irréductibles de j,- YHT (my, I1;) de la proposition 4.3.1,
complétée par le corollaire 5.4.1, de [5], cf. aussi le corollaire 3.3.8 de [6], qui dans le
groupe de Grothendieck correspondant, s’écrit

4]t

= = T % —_T
G HT (7, 1)) = Y [ HT (, T X St () @ 23] (B.1.6)
r=0
B.2. sur le faisceau pervers des cycles évanescents. — La premiere étape de [5]

consiste, cf. loc. cit. définition 2.2.2, a découper W7 selon les classes d’équivalence inertielles
Cusp,(g) des représentations irréductibles cuspidales de GL,(F,) pour ¢ variant de 1 a d :

d
U@ P U (B.2.7)

9=17,€Cusp, (g)

Les résultats du §7 de [5] sur ¥z, sont résumés par la proposition 3.4.3 de [6] que nous
reproduisons ci-dessous.
B.2.2. Proposition. — (cf. [6] 3.4.3) Soit

0 =Fil)(Vz,) CFil{ (V7)) C -+ C Fil{(Uzs,) = Uz n,
la filtration de stratification de Vz ., de la proposition|1.3.10. Pour tout r non divisible par
g, le gradué gri(Vr.,) est nul et pour r = tg avec 1 <t <'s, il est a support dans XIZE’
avec®)]

St St 1-1
P (V) = PP ) ()

La surjection j; "9j219%gri?(Vg ) — gri?(Vz.,), a alors pour image dans le groupe de
Grothendieck

2 . 1+:7—-2¢t

S|Pl m) ().

i—t

8. & un facteur e,, prés, j219*gr/?(Vz . ) est donc isomorphe & HT(ry,Sty(m)) ® L(m,)(15%)
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Remarque : dans [6], on explique comment ce résultat permet de calculer les fibres des
faisceaux de cohomologie de W7 . ,i.e. d’en déduire le corollaire 2.2.10 de [5]. En particulier

la fibre en un point fermé de Xz de H" W7 ., est munie d’une action de (DJ,)" =

Ker(val orn : Dy, — Z) et de @? que l'on voit plongé dans FX C Dy, D'apres le
théoreme 2.2.6 de [5], ou plus simplement d’apres la proposition précédente, on a
1—t

Y tg—dyyy ~ aytg—d
1nd(DXt9 oo Z(H 9= zm)|X;t§g ~ HY P(t,m)(?)
~ HT(r,,St(m)) ®@L(m,) @2 .  (B.2.8)
B.3. Compléments. — Etant donnée une inclusion de strates pures X7 Zhtl XIS s
I'ingrédient essentiel et nouveau par rapport a [5] est 'utilisation des morphlsmes
, >h >ht1 >h
az—hc AT 5a I_,E,—g — XI_Ea

que l'on notera simplement ﬁf lorsque @ = 1j,. On s’intéressera plus particuliérement,
pour P un faisceau pervers libre supporté dans X%ga, aux morphismes d’adjonction
j=h et Ja— hC*P — P. Dans les applications P sera en fait a support dans XI 5 a , pour g > 1,

de sorte que

.=h,* =h+g .=h+g,*
ja c'ja cP*ja c']ac P7
=h h
ol jolH9 — jhte o 2 HI e
>h+g . y>htyg 2h+g >h+g
Ja—c XI,E,a _XI,§,C XI,s,a :

Remarque : on autorise h = 0 auquel cas Xf est la variété de Shimura X7 — Spec O,.

L’intérét principal des inclusions j=" est son caractére affine rappelé dans le lemme

suivant.

B.3.1. Lemme. — L’inclusion ouverte j=". est affine.

Démonstration. — Par symétrie il suffit de traiter le cas de a = 1j et ¢ = Ij, 1. Or pour
tout Spec A — X —, le fermé X;hj;l XX%ZQ Spec A est, avec les notations du
donné par I’ annulatlon de t(epy1). O

En utilisant la description des faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-
Taylor et du complexe des cycles évanescents, donnée dans [5] et rappelée plus haut, nous
allons donner quelques résultats sur l'effet du foncteur exact j;ﬁ, j;f* sur les faisceaux
pervers d’Harris-Taylor et le complexe des cycles évanescents. On commence par h = 0 et
un faisceau pervers d’Harris-Taylor HT'(m,, St;(7,)) a support dans Xz de sorte que pour
toute strate pure Xzzéc,

];Ac d;ﬁc "HT(my, Ste(my)) = = J;éc v];é(t;g’ HT(m,, Sti(m,)).

Pour simplifier les notations on prendra ¢ = 1;.
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B.3.2. Lemme. — Etant donné un systéme local d’Harris-Taylor HT (m,, Sti(m,)) rela-
tivement a une représentation irréductible cuspidale m, de Gl,(F,), on a la suite exacte
courte

Py g_1(Fy) p:=(t+1)g ( B ) =1
O — I dPI J(t+1)g—1,d— (t+l)q(FU) 1(t+1)g7'* 1(t+1) 7TU7 LTTK’U (t 17 1)P1,(t+1)971(Fv) ®\—-’

— i (Pi U HT (my, Stu()) ) — Pin HT (0, Sta(m,)) = 0.

lj;gl
Démonstration. — Comme p]#l '*];111* (p].*tgHT(m,Stt(ﬂv))) ~ P59 HT (,, Sty(m,)), il
s’agit simplement d’identifier le noyau PH~'iy* (Pj. "¢ HT (m,, Sty(m,))) de

izt o (P9 HT (o, Stu(m)) ) = 23 HT (w0, Stu()
avec le premier terme de la suite exacte courte de I'énoncé. La technique est commune
avec les preuves des lemmes qui suivront : on construit tout d’abord une surjection de
p?—[_li%* (P HT (m,, Sty(m,))) vers le faisceau pervers de Iénoncé et on vérifie dans un
deuxieme temps que les faisceaux de cohomologie de ces deux faisceaux pervers possedent
les mémes germes en tout point géométrique. Pour le premier point notons tout d’abord
que

P Yy 1*( PiHT (1, Sty(m,))) ~ PH i 1*(
D’apres [5], on a

j#g HT (7, St(m,))).

Pl tg+1 *( tg'*HTE(Trva Stt(ﬂ‘v))) —»

Prig_1,d—tg(Fv) p=(t+1)g ( ;1
I dPl tg—1.g.d— (t+1)g(FU) T(t-}—l)gv!* 1(t+1)g Ty Stt(ﬂ-’u{ 9

t 1
D ey @ Tol5})
et done

H Li ingl *( j'* gHT<7Tv7 Stt(ﬂ-v))) -

Py g_1(Fy) p=@+1)g ;1 E =3
ndPl,(tJrl)gfl,df(t+l)g(Fv) ]T(t+1)gv!*HT1(t+1)g <7TU’ (Stt(ﬂ-v{ 2 }))|P1,tg,1(Fv) x WU{Q}) ® =

ou d’apres le lemme [A.1.7]

—1 t
(Stt(ﬂ-v{7})>|P1,tgfl(Fu) x 7'('1}{7} = LTTFU (t o 1’ 1)‘P1»(t+1)971(F“)'

Ainsi on obtient bien une surjection de PH~1i- *( ;;g WHT (7, Ste(m,))) vers le faisceau
pervers induit de ’énoncé.

Passons a présent au deuxiéme point. Pour tout point géométrique z de X;’Sf’ﬁ, le germe
en z du i-eme faisceau de cohomologie de PH~1iy™ (P HT (w,, Sty(m,))) est isomorphe &
celui du (i — 1)-eme de P, HT (,, St,(m,)). Ainsi d’apres [5], ce germe est

— nul si (h,7) n’est pas de la forme ((t +0)g, (t+9)g—d— 5) avec (t+0)g < d,
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— et sinon il est isomorphe au germe en z de HT'(m,,II) ou II est I'induite normalisée

) t
1= (Stt(ﬂ-v{_i}))|P1,tgfl(Fv) X Spehs(mdg}) 2 LT(E = 1,0, T0)ipy 1aspgmr (R

le dernier isomorphisme étant donné par le lemme [A.1.7]
On calcule de méme le germe en z du i-eme faisceau de cohomologie du premier faisceau
pervers de la suite exacte courte de I’énoncé. Les conditions d’annulation sont les mémes
et sinon on trouve le germe en z de HT (w,,I1") avec

1-6 t+1
I = LTm (t -1, 1)|P1,<t+1)971(Fv){T} x Spehé_l(ﬂv{T})

qui d’apres le lemme est isomorphe a I > L5 (t — 1,0)|p, 1, 5),_1(F)-
O]

Considérons a présent h > 1 et a = 1j,. Pour L[d — h] = HT7(m,,I1;) un systéme local
d’Harris-Taylor relativement & une représentation irréductible cuspidale 7, de GL4(F,) et
II; une représentation de G L, (F),) avec h = tg, ne jouant aucun rdle, on notera

. —1-h+1,% L=
Py o= iy N (0l H T, 1)),
de sorte que

0= Pr — jo HT(my, 1) — PjThy HT5(my, 1) — 0.

B.3.3. Lemme. — On a une suite exacte courte de faisceauzr pervers libres PA(C)(FU)—
équivariants
0= jam it Py — P — Py P — 0.,
Remarque : rappelons que dans [5], on calcule dans un premier temps l'image de
jlihh!H T1-(my, ;) dans un groupe de Grothendieck de faisceaux pervers équivariants au
moyen de la formule des traces calculant la somme alternée de la cohomologie a support
compact de H Tﬂ(m, I1;). Moralement donc la suite exacte de 1’énoncé est a portée de la
formule des traces puisque
— d’une part I'injectivité du morphisme d’adjonction j;’}.ﬂ j;fgl’*Pg — P, est formelle
et découle du caractere affine de j%gtl,
— et que 'image dans le groupe de Grothendieck du quotient se déduit par récurrence
de celle de P, et de j;gflj;?:l’*Pﬁ.
Démonstration. — En ce qui concerne le fait que le morphisme d’adjonction

]¢2!+1J¢c P — P

soit injectif, on renvoie le lecteur au lemme qui traite ce point plus généralement sur 7Z;.
Le quotient de ce morphisme d’adjonction est PH%i"*1* P, et il s’agit donc de montrer qu’il
est isomorphe a ij,Tg j=ht9* P, On suit la stratégie détaillée dans la preuve du lemme
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précédent : le morphisme d’adjonction j — 9 j=hbgx (POl LYy (PO PLY est
surjectif et fournit donc une surjection
(PHO ) o P R

On est, comme précédemment, ramené a montrer que les faisceaux de cohomologie de ces

>h
deux faisceaux pervers possedent les mémes germes en tout point géométrique de X7 9,

Par symétrie du probleme et afin de simplifier les notations on suppose que ¢ = 1h+1 et
que z est un point géométrique de XI ZY‘S Notons que le germe en z du i-éme faisceau
de cohomologie de PHi 1+ Py est 1som0rphe a celui de P, lequel, d’apres la suite exacte
courte
0— Pr— 57 "L[d — h] — P5-"L[d — h] — 0,

est isomorphe a celui du (i — 1)-éme faisceau de cohomologie de P§;="L[d — h]. D’apres [5],
le germe en z de H' (p G L[d — h]) est non nul si et seulement si ¢ est de la forme rg avec
h+rg <deti=h—d+r(g—1) auquel cas il est isomorphe, en tant que PA(lh—Hcm)(Fv)
au germe en z de

HTlh+7g (m, I T} ® (SpehT(m{E})

=h+g i=h+9,

)) rg + h—d.
*Pr, notons tout d’abord que

(F) _
e pr o~ Ind i (F 1,><J g Pa>,

1p41 A(1h+1clh+g) lhtg

|P1,r971(Fv)

En ce qui concerne le germe en z de ?j e

et que donc, d’apres [5], le germe en question est isomorphe a celui de

- t—r+1 t+1
T (m {5} © ((mad 5= i % Speb, s (mof = 1) ) g + b — d).
Le résultat découle alors du fait, cf. |A.1.7, que (Spehr(m))w (7o) est irréductible iso-
1,rg—1(L'v

morphe a (T, { =52 p 1 () X Spehr—l(ﬂ-ﬂ{%}>)'
O]

Terminons par l'effet de jz’! jz* sur le complexe des cycles évanescents. Rappelons

qu’en notant
3 : XLﬁ — X7 ¢ XLg : i,
ol ji = Pji et j. = Pj,, le complexe des cycles évanescents est PH~14*5,Q;. Ainsi en utilisant
que pour toute strate pure stm I’inclusion 52 s Xz — X%};a — Xz étant affine, le
lemme nous donne que i* W7 est pervers et libre, ce qui donne la suite exacte courte
de .F(szg,zl)
0= jZaize Wz — Uz — il PHO" U7 — 0.

Rappelons, cf. [5], que ;5 g, Se décompose en une somme directe

ZQ[ EB Z,Q,m
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ou 7 décrit les classes d’équivalence inertielle des représentations irréductibles cuspidales
de GL,(F,) pour 1 < g <d.

B.3.4. Proposition. — Avec les notations précédentes, et pour w irréductible cuspidale
de GLy(F,), le faisceau pervers iy PH i o Vrg,» admet une filtration

Fil,(V; 5 ) C Fil2(¥75,,) C - C Fili(¥;5,.),

ol s = Lﬁj avec pour gmdues

gk (U5, 0) = Pjat HT, (my, Stu(r,)) @ 27

Remarque : comme dans la remarque suivant le lemme [B.3.3] ce résultat est & la portée de
la formule des traces et permet d’éviter le recours aux arguments les plus complexes de [5]
autour de la compatibilité a l'involution de Zelevinsky expliquée dans I'appendice de loc.
cit. due a Laurent Fargues.

Démonstration. — Par symétrie il suffit de considérer le cas a = 1;. On rappelle que
d’apres [5], 'image I, du morphisme d’adjonction

\IJZ,@l,TK' —> j*:gj:g7*\11.z-,@l,ﬂ'

admet une filtration F1l( «) C -+ C Fil’(I;) dont les gradués sont gr®([,;) =
PP HT (7, Sti(m,)) @ 215"

B.3.5. Lemme. — Pour tout 1 < r < s, le faisceau pervers it ’HO = Fil"(Ix) admet
une filtration similaire a celle de [’énoncé de la proposition precedente i.e. dont les gradués
sont les i kgHT (7, St(m)) @ =% pourl <k<r.
Démonstration. — On raisonne par récurrence sur r de 1 a s. Comme il est clair que
it PR (7 HT (my, Sty(m) ) = P H T (my, St (),

il suffit de vérifier que

it PHE (PO HT (my, Stp(m,) @ 7 ) — PHNE (Fil (1)) (B.3.9)
est nulle. Or d’apres I’hypothese de récurrence tous les constituants irréductibles de
PH 'E (Filr_l(lﬂ)) sont des extensions intermédiaires de systeémes locaux sur des strates
Xzs pour 1 < k < r —1 alors que PH™! (pJI*TgHT(m,St (7)) ® El%r> est a support

dans XIéH de sorte que (|B.3.9)) est necessalrement nulle.

]

. . . . -1 P 0.17* o S . 97 7
On a ainsi une surjection de ip- PHYi=Wrg - vers le Fili (Vg ) de I'énoncé et
comme dans la preuve du lemme il suffit de montrer que ces deux faisceaux pervers
N . s , . >1 <17
ont les mémes germes en tout point géométrique de ngﬁ‘ Considérons donc z un

point géométrique de ngl D’apres [5], la fibre en z du i-éme faisceau de cohomologie
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H'j =ky L H T (my, Sty (7))

=72 estnullesi (h,7) n’est pas de la forme (tg—d, tg—d+k—t)
avec k; <t< LgJ et sinon est isomorphe a celle de

kot ki o e
HTE<7TU,Stk(7TU{?}) ® Speh,_y(m{=})) © 225

On en déduit alors que la fibre en z de jlilkg HT(my, Sti(m,)) ®
de

T, (Stk(m{k;t})

ol on induit de P y—1(

—1-k

—

=2 est isomorphe a celle

—Lit=2k
[P1kg—1(Fv) % Speht k(ﬂ-v{ }))) ’

)

) ® GLt-k)g(Fy) & Piyg_1(F,). Par ailleurs, en regardant les
poids, on voit que la suite spectrale calculant la fibre des faisceaux de cohomologie de
13 (0y 5 .

Fili-(V; 5, ) en fonction de ceux des gr%(qjl,@mr) dégénere en E;. D’apres

(Stk(m{]?}))PMgl(Fv) x Spehtk(m{];}) ~ (LT (k,

b=1= k")””)la,w(m)

de sorte que d’aprés le résultat principal de [5], la fibre en 2z de H° (Fils (Vrg 7r)) est
isomorphe & celle de H° (p”HOi%* \I/I’@M) d’ou le résultat

]
Remarque : les mémes arguments que précédemment appliqués a Filj? (\IIIQ ) donnent

it PH iy (Fil (W g, 0) ) = FilL (U g, ).
On en déduit alors que I'image du morphisme d’adjonction

=g =gk [ - 0-1,% rg o -1 0.1, Tsrg .
It ( iy H i Fil (Wzy@w)) — iy S Fil (\I/I B, )

est j \WHT (7, y)(5). Plus généralement les applications successives des morphismes d’ad-
JOHCthH

.=kg -=kg,*x [ -1 0:k,* 79 - .1 0 7% g .
Ity Iy (h,*pH i Fil (\I/I,Qm)) — gy SH (Flll (\I/ZQh ))
donnent pour images les "7 T (7, Sti(my)) ® E

= pour 1 <k <r.
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