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RÉSUMÉ. On se propose dans ce travail d’étudier l’évolution dynamique des transferts de chaleur
dans un système multi-contacts sous contrainte thermique. L’analyse bibliographique a mon-
tré l’importance, d’un point de vue thermique, des interfaces entre 2 corps en contact frottant.
L’objectif de l’étude est de mieux appréhender les phénomènes thermiques dans un système
composé d’un grand nombre de particules. La prise en compte des transferts de chaleur néces-
site la détection des contacts entre les particules, recherche réalisée à partir d’une approche
Eléments Discrets basée sur la méthode de Dynamique des Contacts et sur la méthode du bipo-
tentiel.

ABSTRACT. In this work we propose to study the dynamical evolution of heat transfer in a multi-
contact system under thermal constraint. From the thermal point of view, the bibliographical
analysis has shown the importance of interfaces between two bodies in contact. The aim of
this work is to better understand heat transfer in a system composed of a large number of
particles. Heat transfer requires contacts detection between particles. Therefore, we propose to
use the Discrete Elements Method (DEM) based on the Contact Dynamics method and on the
bipotential method.

MOTS-CLÉS : contact frottant non linéaire ; multi-contacts ; thermique
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1. Introduction

L’objectif de l’étude est de mieux appréhender les phénomènes thermiques dans
un système composé d’un grand nombre de particules. Notre travail consiste à modé-
liser le transfert thermique par conductance dans une approche type Eléments Discrets
(ED). L’originalité du code MULTICOR consiste à utiliser comme solveur de contact
le bipotentiel initié par de Saxcé [SAX 98]. De plus, il utilise le concept NSCD dé-
veloppé par M. Jean et J.-J Moreau [MOR 94][JEA 99], ce qui permet de modéliser
correctement les effets dynamiques mais aussi de travailler avec un pas de discrétisa-
tion très grand (�t ≈ 10−3) en comparaison avec les codes explicites (�t ≈ 10−7).
Dans le cadre des travaux menés sur le comportement thermique d’un système multi-
contacts, les transferts thermiques dépendent de divers paramètres comme la porosité,
l’état des particules, la distribution des efforts de contact, la nature de chaque phase
et la structure du milieu. Dans notre étude, la prise en compte des flux de chaleur
échangés se fait essentiellement par le biais de la conductance de contact, calculée à
partir de la théorie de Hertz [WAT 02a]. Cette théorie tient compte des caractéristiques
thermomécaniques du matériau et des efforts de contact.

2. Résolution mécanique : méthodes des Eléments Discrets

La méthode la plus générale des Eléments Discrets (ED) permet de modéliser des
particules réellement déformables et de formes complexes (depuis l’ellipsoïde jus-
qu’au polygone). Nous nous limitons ici au cas "simple" de particules sphériques
non-déformables et non-pénétrables. En choisissant comme paramètres de configu-
ration q, les coordonnées du centre de gravité des grains et les rotations d’Euler, les
termes gyroscopiques et centrifuges sont nuls et la matrice de masse généraliséeM du
système ne dépend pas de q et est diagonale par bloc. L’équation à modéliser s’écrit
donc :

Mq̈ = Fext(q, q̇, t) + Rα, [1]

où Fext représentent les efforts extérieurs explicitement connus et Rα les efforts in-
térieurs associés aux réactions de contact à priori inconnues. Le cycle de calcul est
un algorithme de type "pas à pas" qui requiert la répétition d’un schéma de résolu-
tion. Dans un système composé de p particules, c’est la portée maximale des interac-
tions qui constitue le paramètre critique pour le temps de modélisation. Plus la portée
des interactions est importante, et plus il faudra tester d’interactions possibles entre
les grains. MULTICOR utilise la méthode de partitionnement couplée à une table de
connectivité [FOR 03]. Cette technique permet de réduire considérablement le volume
de calcul. Cette fois-ci, le nombre d’opération ne croît plus commeO(p2) mais seule-
ment comme O(p), ce qui est quasi-optimal.

A chaque paire de particules Ωi et Ωj candidates au contact, est associée un ré-
férentiel local dont les axes sont orientés suivant les deux vecteurs unitaires n et t,
respectivement normal et tangent au plan de contact. La normale n est dirigée de Ωj
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vers Ωi. Les variables mises en dualité sont u̇, la vitesse relative locale de Ωi par rap-
port à Ωj , et la réaction de contact r de Ωj sur Ωi. Elles se décomposent dans la base
locale par :

u̇ = u̇t + u̇n.n , r = rt + rn.n , [2]

où u̇n est la vitesse de séparation normale, u̇t la vitesse de glissement, rn la pres-
sion de contact et rt la force d’adhérence. L’introduction du frottement de Coulomb
conduit à un problème de complémentarité non linéaire qui ne peut être résolu par une
méthode de programmation linéaire. Contrairement à l’approche usuelle, la méthode
du bipotentiel conduit à un seul principe variationnel et une seule inégalité. A partir de
l’algorithme d’Usawa, on aboutit à un algorithme de résolution de la loi constitutive
basé sur le schéma prédicteur-correcteur suivant :

prédicteur : τ i+1 = ri − ρi[u̇i
t + (u̇i

n + μ|| − u̇i
t||).n],

correcteur : ri+1 = proj(τ i+1, Kμ)
[3]

où la projection sur le cône de Coulomb Kμ conduit, suivant la valeur de τ , à l’un
des trois statuts : non contact, contact avec adhérence ou contact avec glissement.
Classiquement, à chaque pas de temps, l’ensemble des forces de contact du système
est déterminé itérativement par la méthode dite des équilibres successifs qui est basée
sur un algorithme de type Gauss-Seidel pour la version 2D. Chaque force de contact
est calculée en adoptant des valeurs provisoires des forces sur les autres contacts. La
convergence est obtenue quand chaque force interparticulaire vérifie la loi de contact
unilatéral avec frottement sec.

3. Modélisation du transfert thermique par conductance

Notre modélisation repose sur l’analyse des phénomènes thermiques mis en jeu
par contact : les transferts par conduction, par convection ainsi que le rayonnement,
seront négligés lors de cette étude. Le mode de transfert par contact résulte du contact
particule-particule ou entre particule-paroi. Le contact parfait avec un seul point de
contact entre 2 particules est réalisé dans le cas où on a la continuité des températures
et la continuité des flux de chaleur. Le flux de chaleur transféré, ϕ, est directement
proportionnel au coefficient de transfert Hc, appelé conductance de contact (eq. 4).

ϕ = Hα
c (Tj − Ti) [4]

où Ti et Tj sont respectivement les températures des particules i et j. La prise en
compte de ce mode de diffusion nécessite la détection des contacts entre les particules,
recherche réalisée à partir de MULTICOR. Ce phénomène est particulièrement délicat
à quantifier puisque la conductance de contact est une donnée empirique. Les don-
nées bibliographiques sont rares et fortement influencées par la nature et les diverses
propriétés des éléments en contact. Laguerre et al. [LAG 06] ont déterminé la conduc-
tance de contact expérimentalement à partir d’un bilan énergétique sur 2 sphères en
contact. Schlunder et al., cités dans les travaux de Laguerre [LAG 06], définissent une
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corrélation semi-empirique entre la conductance de contact et les conductivités ther-
miques des particules et du milieu ambiant. Enfin, Watson et al. [WAT 02b] calculent
la conductance à partir de la théorie de Hertz (eq. 5). Nous retiendrons cette théorie
pour déterminer la valeur de la conductance du contact α.

Hα
c = 2λ

(
3rα

na∗

4E∗

) 1

3

[5]

où λ est la conductivité thermique,
1

a∗
le rayon effectif et

1

E∗
le module d’Young

effectif. Afin de modéliser le comportement thermique de chaque particule à partir
des flux transférés, nous adopterons les hypothèses suivantes : les matériaux des parti-
cules sont homogènes de sorte que les propriétés thermophysiques (masse volumique,
chaleur massique et conductivité thermique) soient isotropes ; les transferts de masse
et les variations de volume (contraction ou expansion) sont négligeables ; l’hypothèse
de la température homogène dans chaque particule est vérifiée si la résistance des
transferts thermiques à l’intérieur de chaque particule est significativement inférieure

à la résistance thermique de deux particules en contact, Bi =
Hc

λπai

� 1 où Bi est le
nombre adimensionnel de Biot. Cette hypothèse sera vérifiée à postériori en statique
en comparant les résultats de notre modèle à ceux d’un logiciel type éléments finis
(CAST3M) permettant de mailler chaque particule et de s’intéresser aux gradients
thermiques dans chaque particule (cf partie application). Ainsi, l’énergie accumulée
au sein de la sphère i peut s’écrire sous la forme suivante (eq. 6) :

micp

dTi

dt
=

α∑
j=1

Hj
c (Tj − Ti) [6]

où α est le nombre de contact avec la particule i et mi la masse de la particule. Nous
obtenons alors l’algorithme utilisé dans MULTICOR, en mettant en évidence le sol-
veur non linéaire :

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n = n + 1 (pas de temps : h)
Evaluation de la position des particules qn

Détection des contacts α

Evaluation des vitesses libres (sans contact) q̇nlibre⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

it = it + 1 (itérations solveur bipotentiel)[
α = α + 1 (boucle des contacts)
Evaluation des réactions de contacts rα,it+1

Indicateur d’erreur
Evaluation de la conductanceHα

c

Evaluation des températures T n+1

i

Evaluation des vitesses q̇n+1
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4. Applications

Une première application a été réalisée sur une système particulaire obtenu par em-
pilement triangulaire de 14 particules de taille identique et de forme circulaire (rayon
de 1mm). Nous supposons initialement que la particule 1 est portée à 100◦C et que
les 13 restantes sont à une température de 20◦C (figure 1). La modélisation de ce sys-
tème simple permet dans un premier temps d’étudier, d’un point de vue uniquement
thermique, la diffusion du flux de chaleur par conductance dans un milieux discret.
Afin de vérifier que cette hypothèse n’est pas trop restrictive, nous avons comparé
les résultats obtenus avec CAST3M, figure 1. Pour ce dernier, seule la modélisation
de l’évolution du flux thermique par conduction a été prise en compte. A travers cette
comparaison, nous avons pu ainsi vérifier que la part de la résistance thermique au sein
de la particule est négligeable par rapport à la résistance de contact entre particules.
Cette dernière hypothèse a pu être vérifié en étudiant l’évolution des températures aux
centres des particules 1, 3 et 14 par rapport au temps. Les résultats obtenus à la fois
avec MULTICOR et CAST3M semblent valider la modélisation par conductance du
flux thermique. La deuxième application propose l’évolution du flux de chaleur au
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Figure 1. Evolution de la température pour les particules 1,5 et 14.

sein d’un système particulaire de 256 particules. Le système a été initialement sédi-
menté par gravité. Le système est constitué de trois tailles de particules compris entre
1 et 2 mm. 3 particules en bas à gauche ont été chauffée. La figure 2 montre pour dif-
férents temps l’évolution de la température. On constate que le flux de chaleur évolue
de façon non homogène dans le système, du fait de la prise en compte des efforts de
contact pour identifier Hc.

5. Conclusion

Cette étude a permis d’intégrer dans le code de calcul MULTICOR, les transferts
thermiques par contacts. On a pu montrer ainsi l’influence de la distribution des efforts
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Figure 2. Evolution de la température dans un système multi-contacts.

de contacts sur la répartition du flux de chaleur. D’autre part la comparaison des résul-
tats obtenu avec MULTICOR et le code de calcul Eléments Finis CAST3M a permis
de valider l’hypothèse faite sur les échanges de chaleur. A cours terme, nous envisa-
geons d’intégrer les autres phénomènes de transfert thermique tels que la convection
et le rayonnement.
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