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SUR UNE EXPRESSION DU SPECTRE DANS

LES ALGEBRES A-NORMEES PSEUDO COMPLETES

M. EL AZHARI

Résumé . Soit E une alsébre topologique, on note par M#%E) l'ensemble des
caractéres algébriques (non nuls) de E et par M(E) l'ensemble des caractéres
contimus (non nuls) de E. Nous donnons un exemple d'une algébre A=normée pseudo-
compléte, commutative unitaire, notée E, pour laguelle M#kE) £ M(E) et telle

que la propriété

(P) spx ={F(x) : FEM(E) } pour tout x€E
E

{oh spx est le spectre de x) n'est pas vérifiée.
E

I, Préliminaires.

Soit E une algdbre sur I. On dit que E est une algébtre topologique si E est
munie d'une topologie compatible avec sz structure d'espzace vectoriel et pour
laguelle la multiplication est séparément continue,

Une 2lgébre localement convexe (en abrégé a.l.c) est une a2lgébre topologique
mmnie d'une topologie localenent convexe,

Soit (E,T) une algébre topclogique. On dit que (E,T) est une alzébre
A-normée sl v est définie par une norme d'espace vectoriel.

Soit (E,T) une a.l.c séparée, soit FE 1'ensemble des disques bornss

idempotents fermés de E. Pour chaque BE PD’ soit E, le sous=-eswnace vectoriel

B



engendré par B, EB est une algébre, on la munit de la norme Aéfinie par la
Jauge de B notée | . | gs ainsi (F'.B, Il . “R) est vne algdbre normse, Si pour

tout BEﬁF, (EB, n . “B) est complet, on dit que © est une a.l.c pseudo=compléte,

II, Exemple,

50it B = C [0,1] 1'algdbre des fonctions continues sur le gegment [0,1] o
On considere une application @:[0,1]~> L vérifiant les propriétés suivantes
(i) (i) est bornés sur [o,T] » non nulle sur une partie dense de [0,1] °
(ii) z@);{xe[on] : O(x) = 0} est non vide.

(1ii) 51 xe¢ Z@)) ’ (@ est continue en x,

Soit p t E» R définie par p(f) = sup {[£x) @(x)] : x€[0,1]} pour tout fe =,
St £€R, p(f) ¢ £ ]| sup (1§(x)] ¢ xe[o,1]} (51 £€F, on pose
I\ £ “ = sup {_lf(x)‘ : x€[0,1]}' )s On vérifie facilement que p est une norme

d'espace vectoriel sur E. p est une A-norme sur E, en effet s
p(fe) = sup { |£(x)e(x) §(x)| 1 x€[o0,1]])
lell ete)

1e (B,p) est vne algdbre A-normse pseudo—compldte

a) Soit B ={ fEE s

f “é 1 } » vérifions que B, € ?E ¢ I1 est clair que B_

est disqué, idempotent et p-borné. Pour tout x€ [o,ﬂ\z@), \[/x: E—s T est
) f--5f(x)

p-continue car lf(x)' ' p(f) pour tout f€F. On a
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B, = xQ[o,“l]{fEEz [£(x)] ¢ 1 }

= = f(x)| < 0y 1N est dense dan 1)
XE [0,1]{\1‘2(5): |f( )i\‘t } ( [ ] Z(@) 8 nse s [o ]

) -1( u€el ¢ |ulg1})
xe[on]\z@)%‘ { Il }

dton Bo est p-fermé, ainsi BOE PE .




b) Soit B & PE’ montrons que BC B_ ¢

Supposons qu'il existe £ € B tel que f ¢ Bo' i1 existe x(—:[o,ﬂ\z((i)) tel que
li‘(x)' > 1. B est p-borné, il é&xiste M)> O tel gue p(g)< M pour tout g € B,

B est idempotent, p(fn)é M pour tout n)1, [fn(x) @(x)l £ M pour tout n31,

ainei If(x)ln \< ]@?XJ[ pour tout n} 1, ceeci est absurde car

[t @ ( le(al> 1

c){BO} est une base de pE’ comme (EBO, “ v "Bo) = (E,"- “), il s'enguit que:

(Eyp) est une algdbre A=-normée pseudo~compléte,

Ay M#(E)\,_?EQE) ={ Y, t z€ Z({)) }s

Pour tout x€& [0,1], on considére l'application \Vx t E—35 T, on sait que
£f-—-3f(x)

1':[#(]5]) ={.Yx : € [o0,1] } - sixe [o,‘l]\Z((P), on a vu que Y _ est p-continue.

a) Si z € Z(sl))\{oﬂ} s Y, n'est pas p-continue :

Solt €3> 0 tel que ]z—& ,z+E[C]o,1[ . [I)est continue en z, pour tout nx1,

il existe r € ]O,E[ tel que '@(x)\ £ rlf pour tout x¢& [z—rn,z+rn] . Pour

chaque n31, on définit la fonction £_ {0,7] —> & par

fn(x) =0 8 =e [o,z—rn] U [z+rn,1]
1 1
fn(x)=w;—x——;-z+? = [z—rnsz]
n n
1 1 s
fn(x) = - _;;x + -ITI;- z + 1 | si x€ [z,z+rn]

On a \]/Z(fn) = 1 pour tout ny 1, d'autre part
7 : 1
p(fn) = sup { |fn(x)@(x)| : XE [0,1]} & = pour tout ny1 ,

a2insi p(fn) ——=> 0 mais \Uz(fn)——/—yo, donc Y n'est pas p-continue,



b)Y i 0e€e Z@), Y, n'est pas p-continue :

2 ' 1"
;Lcjjo”@(x} = 0, pour tout nxyl, il existe sné ]095'[ tel que

I(I)(x)l < -:; pour tout x € [o,sn] » Pour chaque n>1, on définit
la fonction &, * [0,1]—>E -pa.r

1 A
8n(X) = = -—S—n-x+1 si xe[o,sn]

gn(x) = 0 si x€ [sn,‘l]
On a %(gn) =1 pour tout ny1, d'autre part
: : 1
p(g,) = sup{ Ign(x)gb(x” : x€ [o,‘l]}é; pour tout ny1,
ainsi p(gn) —5—> 0 mais ‘fg(gn)—,l__> 0, done W n'est pas p-continue,
c) Si 1€ Z@), ‘ﬁ n'est pas p-continue :

- 1
;L:Jinr(I)(_x} = 0, pour tout n)1, il existe tné ]5,1[ tel que

|¢(x)|\<1—1{ pour tout xe[tn,i] « Pour chaque n»1 , on définit
la fonction h_ [0p1] — 5 & par

hn(x)

1 :
hn(x) = X - 1_1_: si xe [tn,‘l]
n n

0 Si x€ [o,t ]

|

On a \h(hn) =1 pour tout n}1, d'autre part
' 1
p(hn) = snp { |hn(x)(l)(x)| t X€E [0,1]}.{ = pour tout ny1 ,

aingi p(hn)TO mais %(hn)—/-—;-(} , done \h n'est pas p-continue

3¢ (Eyp) ne vérifie pas la propriété (P)

Soit f @ [0,1]——-——> T 4, il est clair que sppf = [0,1]
, SURGEEEE 3



d'autre part

{ P(£) » FEN(E) } -_-{f(x) s x¢ [o,1]N z(‘{)) }
= [0,1]\ Z(@)
d'ou  sp.f # {_F(f) 3 FEN(E) }

Remarque, L'algdbre (Eyp) satisfait aux hypoth2ses du lemme 5,13 de [5] s
mais ne vérifie pas la propriété (P)e Adnsi 1'exemple (E,p) met aussi en

défant le lemme 5,13 de [5] (cf = [2] Y
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