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Résumé

Récemment, un formalisme qualitatif temporel appelé le
calcul des intervalles cycliques a é&té proposé par Balbiani
et Osmani. Ce formalisme utilise les arcs d’un cercle pour
représenter les entités temporelles et considére 16 relations
qualitatives similaires a celles du calcul des intervalles
d’Allen. Le principal propos de cet article est de fournir
une axiomatisation de ces relations qualitatives, en particu-
lier de la relation meets (rencontre) a partir de laquelle se
déduisent les 15 autres relations. Nous montrons de quelle
maniere sont reliés les ordres cycliques et les modéles de
I’axiomatisation proposée. Nous montrons également que
tout modéle dénombrable de notre axiomatisation est iso-
morphe a celui qui peut étre construit a partir de I’ordre
cyclique sur les rationnels. Notre approche est semblable a
celle utilisée par Ladkin dans le cadre du calcul des inter-
valles d’Allen.

Mots Clef

Rasonnement temporel qualitatif, le calcul des intervalles
cycliques.

1 Introduction

Dans le domaine du raisonnement qualitatif temporel et
spatial de nombreux travaux se sont focalisés sur I’étude
de formalismes dont les relations qualitatives sont basées
sur un ordre linaire dense non borné. Nous pouvons par
exemple citer le Calcul d’Allen qui considére comme en-
tités temporelles les intervalles de la droite des réels et
comme relations qualitatives les 13 relations correspondant
a toutes les configurations possibles des quatre bornes de
deux intervalles [All81]. Le calcul des relations cardinales
[Lig98a, Lig98b], la calcul des n-points [BCO2], le calcul
des rectangles [BCF99], le calcul des n-blocs [BCF02] sont
basées sur des produits cartésiens de la droite des réels mu-
nie de sa relation d’ordre usuelle, et donc sur des ordres
linéaires denses et non bornés.

Cependant, diverses raisons, comme le fait que I’ensemble
des directions autour d’un point de référence a une struc-
ture cyclique plutdt que linéaire, ont fait que des forma-
lismes non basés sur des ordres linéaires ont été proposés.
Isli et Cohn [IC0Q] et Balbiani et al. [BCLO02] ont par
exemple étudié les points sur un cercle et des relations ter-
naires correspondant a des positions relatives particuliéres
entre ces points. Les concepts d’orientation et de panorama
de Schlieder [Sch93, Sch95] sont aussi des propositions
pour raisonner sur des situations cycliques. Balbiani et Os-
mani ont également proposé un formalisme basé sur une
structure cyclique [BOO0Q]. Il s’agit du calcul des intervalles
cycliques. Ce formalisme est similaire au calcul d’Allen
et différe principalement de celui-ci dans le choix des en-
tités considérées qui sont les intervalles d’un cercle. Sur le
cercle, 16 positions relatives entre deux intervalles peuvent
8tre caractérisées, chacune d’elles, étant représentée par
une relation particuliére. Par exemple, la relation m (meets)
correspond au cas ol la borne supérieure du premier inter-
valle est la méme que la borne inférieure du second inter-
valle et ou les deux intervalles ont seulement ce point en
commun. Comme autre exemple, citons la relation mmi
qui correspond a la situation dans laquelle le premier inter-
valle rencontre le deuxiéme intervalle et le deuxiéme inter-
valle rencontre le premier intervalle. Remarquons que cette
configuration n’est pas possible dans le cas des intervalles
de la droite.

Dans cet article, nous étudions la relation meets du calcul
des intervalles cycliques d’un point de vue axiomatique. I
est important de noter qu’a partir de cette relation peuvent
étre définies les 15 autres relations de ce formalisme. Nous
montrons comment I’axiomatisation des ordres cycliques
a I’aide d’une relation ternaire [BCL02] est liée a I’axio-
matisation des intervalles cycliques basée sur une relation
binaire meets. Notre approche est trés similaire a celle sui-
vie par Ladkin dans sa thése [Lad87] ou il montre com-
ment I’axiomatisation des ordres denses linéaires infinis



en termes de relation d’ordre strict est reliée a I’axioma-

tisation proposée par Allen et Hayes pour I’algebre des in-

tervalles d’Allen en termes de la relation meets. La partie
principale de I’article, une fois choisi un ensemble perti-
nent d’axiomes, est basé sur deux constructions :

— étant donné un ordre cyclique, la premiére construction
définit un ensemble d’intervalles cycliques muni d’une
relation meets;

— inversement, étant donné un ensemble d’intervalles cy-
cliques avec une relation meets, la seconde construction
montre comment la relation meets peut étre utilisée pour
définir un ensemble de points (intuitivement, un couple
d’intervalles se rencontrant défini un point, leur point de
rencontre), muni d’une relation ternaire définissant un
ordre cyclique.

L’étape suivante consiste en I’étude de la fagon dont ces
deux constructions sont reliées entre elles. Un résultat de
Ladkin affirme que les constructions analogues induisent
une équivalence de catégories. En utilisant, le théoréme
de Cantor, il montre que les théories correspondantes sont
No catégoriques. Dans le cas présent, nous prouvons un
résultat de méme nature : les constructions établissent une
équivalence de catégories. Il a été montré dans un papier
précédent [BCLO02] que les ordres cycliques dénombrables
sont isomorphes. Comme conséquence, nous montrons que
la méme propriété est satisfaite par les modéles des inter-
valles cycliques satisfaisant I’axiomatisation de la relation
meets. Il s’agit du principal résultat de cet article. Pour
clore cette contribution, nous concluons en montrant com-
ment ces résultats peuvent étre utilisés dans le cadre du
raisonnement par contraintes dans le formalisme des inter-
valles cycliques, et nous indiquons quelques perspectives
d’extension de ce travail.

2 Les modeles attendus

Dans cette section, nous définissons les modeles
considérés. Plus tard, nous donnerons une axiomati-
sation de ces modeéles. Intuitivement, chacun de ces
modéles peut &tre congu comme un ensemble d’intervalles
cycliques (des intervalles sur un cercle orienté) avec la
relation binaire meets. Deux intervalles cycliques satisfont
la relation meets lorsque la borne supérieure du premier
intervalle coincide avec la borne inférieure du second
intervalle, et la borne supérieure du second intervalle ne se
trouve pas entre les deux bornes du premier intervalle (voir
Fig. 1). Nous construisons nos modéles a partir d’ordres
cycliques® [BCLO2]. Intuitivement, un ordre cyclique est
pour les points d’un cercle orienté ce qu’est I’ordre linéaire
dense non borné pour les points de la droite orientée.
Formellement, un ordre cyclique est une structure de la
forme (P, <) ou P est un ensemble non vide de points
et < est une relation ternaire sur P satisfaisant pour tout
z,y,2,t € P les conditions suivantes :

LEn fait, nous utilisons des structures appel“ees ordres cycliques stan-

dards dans [BCL02]. Pour all “eger I’ “ecriture, nous les nommerons ordres

cycliques.

FIG. 1 — Deux intervalles cycliques (m,n) et (m',n') sa-
tisfaisant la relation meets.
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Définition 1 (Modeéles des intervalles cycliques) Soit

(P,<) un ordre cyclique. Nous définissons la struc-

ture CycInt(P, <) (le modéle des intervalles cycliques

engendré par (P, <)) par le couple (Z,meets) ou :

-7 ={(z,y) e PxP :3z € Pavec < (z,y,2)}.
Chaque élément de Z est appelé un intervalle cyclique.

— meets est la relation binaire définie par meets =

{((z,9), (@',9") :y = 2" et < (z,9,9)}.

Par exemple, considérons I’ensemble des nombres ration-
nels de I’intervalle [0, 360[. Chaque élément appartenant
a cet intervalle représente un point d’un cercle orienté
du plan. Le nombre n € [0,360[ correspond au point
du cercle dont les coordonnées polaires sont (r,n),
avec r le rayon du cercle, n I’angle donné en degré, le
pole étant le centre du cercle. Soit <o 3go[ la relation
ternaire définie sur [0,360[ par : <o 360; (,¥,2) Si, et
seulementsi, z < y < zouy <z <zouz<z<y
avec z,y,z € [0,360[. Nous pouvons vérifier que
([0, 360[, <[0,3607) €St un ordre cyclique. En conséquence,
CyclInt(]0, 360[, <[0,360[) définit un modéle des intervalles
cycliques (Z,meets). Chaque élément v = (z,y) de
T peut étre vu comme I’arc du cercle orienté formé de
tous les points “entre” le point représenté par z et celui
correspondant a y (nous appellerons ces deux points les
bornes de I’intervalle cyclique u et nous les dénoterons
parfois par = et uT, respectivement). A titre d’illustra-
tion, les intervalles cycliques (0,90), (90,0), (270,90)
sont représentés dans la figure 2. Remarquons qu’il
n’existe pas d’intervalle cyclique formé d’un seul point, ni
d’intervalle cyclique recouvrant le cercle dans sa totalité.
Intuitivement, pour ce modeéle, deux intervalles cycliques
satisfont la relation meets si, et seulement si, la borne
supérieure du premier intervalle cyclique est la borne
inférieure du second intervalle cyclique, et il n’existe pas
d’autre point du premier intervalle cyclique appartenant
au second. Nous avons ((270,90), (90,180)) € meets,
tandis que ((270,90), (90, 300)) ¢ meets.
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FIG. 2 — Quelques intervalles cycliques.
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FIG. 3 — Les 16 relations binaires du calcul des intervalles
cycliques.

Soit (Z,meets) un modéle des intervalles cycliques,
a partir de la relation meets nous pouvons définir 15
autres relations binaires sur 7 et ainsi obtenir les 16
relations de base du calcul des intervalles cycliques
étudiées par Balbiani et Osmani [BO00]. Ces re-
lations sont dénotées par I’ensemble des symboles
{m,mi, ppi,mmi,d, di, f, fi, 0,01, s, si, 00i, moi, mio, eq}
(m étant la relation meets). Elles sont représentées dans la
figure 3. Plus formellement, elles peuvent &tre définies de
la maniére suivante 2 :

- uppivdgﬂw,x umuwmumzmuy,

. def
—ummiv = Jw,z,y,2

mumyATrmoumuw,

WwmrrmymzmwA

’Dans la suite, I'expression vy m vy m m v, avec
v1,02,...,0n n Vaidbles (n > 2) est une abr’eviation pour la conjonc-
tion /\?:_11 Vi M V1.

def .
—udv = Fw,z,y wmzrmumymwAvmmiuw,
def .

—ufv = Jw,z2 wvmarmumwAvmmiw,

def
—vwov = Jwz,y,z umMmvmzmauA

vmrmymuvAymzmuw,

def
—usv = Jw,z,y wmrmvmwAzZmuymymuw,

. def
—wuooiv = Jw,x wfuAwsvAzsuAzfo,
. def .
—umoiv = Jw,z,y wmarmymwAyppiuA
T ppiv,
. def .
—umiov = Jw,z,y wmarmymwAzppiuA
Yy ppiv,
def
—ueqv = Jw,zr wmumMIAwmoumz.
Les relations mi, di, fi,ot, si sont les relations inverses de
m,d, f,o, s, respectivement.

3 Axiomatisation des intervalles cy-

cliques

Dans cette section, nous donnons un ensemble d’axiomes
dans le but de caractériser la relation meets satisfaite par les
intervalles cycliques. Certains de ces axiomes sont motivés
par des propriétés intuitives que possédent les modéles des
intervalles cycliques. D’autres, sont des axiomes adaptés
au cas cycligue et provenant de I’axiomatisation de la rela-
tion meets pour les intervalles de la droite [Lad87, AH85].
Dans la suite w,v,w,... dénoteront des variables
représentant des intervalles cycliques. Le symbole | corres-
pondra a la relation meets. L’expression vy |vs] . . . |v, avec
v1, Vs, . .., U, 0 Variables (n > 2) est une abréviation pour
la conjonction /\?;f v;|vir1. Remarquons que I’expres-
Sion vy |va| . . . |v,|vr est équivalente & vs] . . . vy |vr |ve.
Une autre abréviation que nous emploierons par la suite est
X(u,v,w, z). Elle est définie par I’expression u|v A w|z A
(u]z V wlv). Intuitivement, la satisfaction de X(u, v, w, z)
exprime le fait que I’intervalle cyclique u rencontre (est en
relation meets avec) I’intervalle cyclique v, I’intervalle cy-
clique w rencontre (est en relation meets avec) I’intervalle
cyclique z et les deux points de rencontre sont les mémes.
Dans la figure 4 sont représentées les trois situations pour
lesquelles X(u, v, w, x) est satisfaite par des intervalles cy-
cliques sur un cercle :

(@) ulv, w|z, u|z, w|v sont satisfaites,

(b) u|v, w|z, w|v sont satisfaites et |z n’est pas satisfaite,
(€) ulv, w|z, u|z sont satisfaites et w|v n’est pas satisfaite.
Nous sommes maintenant en mesure de définir I’axio-
matisation CycZnt choisie pour axiomatiser la relation
meets des modéles des intervalles cycliques. A la suite de
chacun des axiomes est donnée une idée intuitive de ce
qu’il exprime.

Définition 2 (Axiomatisation CycZnt)

Al Yu,v,w,z,y,z Xu,v,w,z) A X(y,z,w,z) —
X(u,v,y,2)
Si, pour trois couples d’intervalles cycliques vérifiant la



(c)

FiG. 4 — La satisfaction de X(u, v, w, x).

relation meets, le premier et le deuxieme définissent le
méme point de rencontre que le deuxiéme et le troisiéme,
alors il en est de méme pour le premier et le troisieme.

A2. Yu,v,w,z,y,2 X(u,v,w,x) N X(y,u,z,2) —
—u|z A —z|u
Deux intervalles cycliques ayant les mémes bornes ne
satisfont pas la relation meets.

A3. Yu,v,w,z,y,z ulv Awlz Aylz A —ulz A ~wlv A
—w|z A —ylv A ~w|z A -yl —
Ir,s,t rlsltlr A X(u,v,r,v) A (X(w,z,s,t) A
X(y,z,t,r)) V (X(w,z,t,7) A X(y, 2, 5,1))
Trois points de rencontre distincts peuvent étre définis
par trois intervalles cycliques en relation meets d’une
maniére cyclique (ils recouvrent tout le cercle).

Ad. Yu,v,w,z, ulv Aw|z A-u|z A —wlv —
Deux points de rencontre sont les bornes de deux inter-
valles cycliques. Chacun des deux peut &tre caractérisé
a I’aide de deux autres intervalles cycliques.

A5. Yu,v (Fw,z ulw|zjviu) = Ty uly|v|u)
Deux intervalles cycliques se rencontrant définissent un
autre intervalle cyclique correspondant a I’union de ces
deux intervalles cycliques.

A6. Ju u=uetVuIv,w ulv|wlu
Il existe trois intervalles cycliques qui sont en relation
meets d’une maniere cyclique (ils recouvrent le cercle
dans sa totalité).

A7. Yu,v (Fw,z wlulz Awly|z) o u=wv
Il n’existe pas deux intervalles distincts ayant la méme
borne inférieure et la méme borne supérieure.

A8. Yu,v,w  ulv|lw = —wulw
Deux intervalles cycliques séparés par un intervalle cy-
clique ne peuvent pas satisfaire la relation meets.

De cette axiomatisation nous pouvons en déduire différents
théoremes qui nous seront utiles dans la suite.

Proposition 1 Toute structure (Z,|) qui satisfait I’axio-
matisation CycZnt satisfait également les formules
suivantes :

B1. Yu,v ulv = —wlu
B2. Yu,v,w, z,y,2 X(u,v,w,x) A X(y,u,x,z)
= wlv Aylz
B3. Yu,v (Fw ulwlvju) = Fz,y ul|z|y|v|w)
Preuve

(B1) Soient u,v satisfaisant u|v. Supposons que v|u soit
satisfaite. X(u,v,u,v) et X(v,u, v, u) sont satisfaites. A
partir de I’axiome A2 suit que u|v et v|u ne peuvent pas
8tre satisfaites. 11 y a donc une contradiction.

(B2) Soient u,v,wXx,y,z satisfaisant X(u,v,w,z) et
X(y,u,z, z). De I’axiome A2 il suit que u|z et z|u ne
sont pas satisfaites. Puisque X(u, v, w, x) et X(y,u, z, )
sont satisfaites, nous pouvons affirmer que y|z et w|v
sont satisfaites.

(B3) Soient u, v, w satisfaisant «|w|v|u. Nous avons u|w,
wlv et v|lu qui sont satisfaites. De plus, puisque v|u
est satisfaite, de B1 nous pouvons déduire que u|v et
w|w ne peuvent pas étre satisfaites. De I’axiome A4 suit
qu’il existe z,y, » satisfaisant z|y|z|z, X(z,y,u,w) et
X(z,z,w,v). A partir de I’axiome A2 nous pouvons af-
firmer que z|w et w|z ne sont pas satisfaites. A partir
de cela et du fait que X(z,y,u,w) A X(z,z,w,v) est
satisfaite, nous pouvons affirmer que u|y et z|v sont sa-
tisfaites. Nous pouvons donc conclure que u, v, y, z sa-
tisfont u|y|z|v|u.

O

4 Des intervalles
points cycliques

Dans cette section, nous allons montrer comment définir un
ordre cyclique < sur un ensemble de points & partir d’un
ensemble d’intervalles cycliques avec une relation meets
satisfaisant I’axiomatisation CycZnt. La démarche suivie
est similaire a celle utilisée par Ladkin [Lad87] pour le
cas linéaire. En effet, un point cyclique sera intuitivement
défini par I’ensemble des couples d’intervalles cycliques
se rencontrant (en relation meets) a un méme endroit. Un
point cyclique désignera donc un lieu de rencontre. Trois
points cycliques I, m,n ainsi définis seront en relation <
si, et seulement si, il existe trois intervalles cycliques en re-
lation meets de maniére cyclique (recouvrant le cercle) tels
que leurs points de rencontre soient successivement [, m et
enfin n. Donnons formellement la définition de cet ordre
cyclique.

Soit (Z,]) un couple formé d’un ensemble Z et d’une re-
lation binaire | sur Z satisfaisant I’axiomatisation CycZnt
définie précédemment. Soit 7 le sous-ensemble de Z x 7
défini par 7 = {(u,v) € T x I : u|v}.

Définition 3 Soit = la relation binaire sur 7 définie par

cycligues aux



(u,v) = (w,x) ssi u|lz ou w|v.

Remarquons qu’étant donnés que u|v et w|z, nous avons
(u,v) = (w,z) ssi X(u,v,w,z) pour tout u,v,w,z € Z,.

Proposition 2 = est une relation d’équivalence.

o

Preuve A partir de la définition de = nous pouvons
aisement établir les propriétés de réflexivité et de symétrie.
L’axiome Al nous permet d’affirmer que la relation = est
transitive. O

Etant donné un élément (u,v) € J, wo dénotera la
classe d’équivalence correspond a (u,v) par rapport a =.
Soit P I’ensemble de toutes les classes d’équivalence de
=. Nous définissons la relation ternaire < sur P de la
maniére suivante.

Définition 4 Soit ww, wz, ¥z € P. < ( U, WL, YZ) SSi
Ir,s,t € T avec r|s|t|r, 7§ = uv, st = tt_ =

Voir la figure 5 pour une illustration de cette définition.
La structure (P, <) ainsi obtenue & partir de (Z,|) sera

FiG. 5 - La satisfaction de < (uw,

dénotée par CycPoint(Z, |) dans la suite.
Proposition 3 La structure (P, <) est un ordre cyclique.

La fin de cette section est dévolue a la preuve de cette pro-
position.

Proposition4 Vuv,wz € P, - < (wv,wz,wz) (Cl)

Preuve Soit wo, wx € P. Supposons que < (u¥, WET, W)
soit satisfaite. Par définition de <, il existe y, z,t € 7 satis-
faisant y|z|t|y et tels que (y, 2) = (u,v), (2,t) = (w,x),
(t,y) = (w,z). = étant transitive et symeétrique, nous
pouvons affirmer que (z,t) = (t,y). A partir de cela
et de la définition de =, nous avons z|y ou ¢|¢ qui sont
satisfaites. Puisque | est une relation irréflexive, nous
pouvons affirmer que z|y est satisfaite. De plus, y|z est
aussi satisfaite. La relation | est asymétrique, il y a donc

une contradiction. O

Proposition 5 Vuv, wz, yz, st € P,
< (wv,wz,yz)\ < (Ww,yz,st) =< (ww,wz, st) (C2)

Preuve Soit uw,wz,yz,st € P satisfaisant
< (uv,wz,yz) et < (uv,yz,st). De la définition de
< suit qu’il existe m,n,0 € Z satisfaisant m|n|o|m,
mn = uv, no = wx, om = yz. D’autre part, nous
pouvons affirmer qu’il existe p,q,r € I satisfaisant
plg|r|p, P = uw, g = yz et Tp = st. Par transitivité de
= et a partir des égalités mm = uv, pg = uv, om = Yz,
qr = yz, hous pouvons affirmer que mn = pqg et om = qr.
Ainsi, par définition de =, X(m,n,p,q) et X(o,m,q,r)
sont satisfaites. A partir du théoréme B2, il suit que pln
et o|r sont aussi satisfaites. De tout ceci, nous déduisons
que n2|o|r|p|n est satisfaite. A partir de I’axiome A5, nous
pouvons affirmer qu’il existe | satisfaisant n|l|p|n. Par
rotation, nous déduisons que p|n|l|p est satisfaite. De la
satisfaction de n|l et de celle de n|o découle I’égalité
nl = mo. A partir de cette derniére égalité, la transitivité
de = et I’égalité mo = w=z, nous pouvons affirmer que
nl = wz. Comme I|p et r|p sont satisfaites, nous avons
I’égalité Ip = 7p. A partir de cette derniére égalité, la
transitivité de = et I’égalité 7p = st, nous pouvons déduire
le fait que Ip = st. En conséquence, nous avons p|n|l|p,
pn = uv, nz = wx et zp = st qui sont satisfaites.
Ainsi, par définition de <, nous pouvons conclure que
< (uv,wz, st) est satisfaite. O

Proposition 6 Vuv, wz,yz € P,
< (wv,wz,yz) &< (0T, yz,uv) <

Preuve Soit wo, wT,yz € P satisfaisant < (uv, wz, yz).
Par définition de <, u|v, w|z et y|z sont satisfaites et il
existe r, s, t satisfaisant r|s|t|r, 7s = uv, st = wz et tr =
yZz. Par rotation, nous pouvons affirmer que s|¢|r|s est aussi
satisfaite. Nous pouvons en déduire que < (wWZ, ¥z, uv) est
satisfaite. D’une fagon similaire, nous pouvons prouver que
< (wz,yz,70) =< (¥z,u0, w7) et < (JZ,uv, wx) ==
(uv, wz,yz) sont satisfaites.

O

Proposition 7 Yuv, wz,yz € P,
UD # W AWT £ YZ AW # Yz =< (U, wT,yz)V <
(uv,yz,wz) (C4)

Preuve Soient wo, wz,yz € P satisfaisant les inégalités
suivantes : wo # Wz, WT # Yz et uv # yz. A partir de
la définition de P et = nous pouvons affirmer que w|v,
wlz, ylz, ~u|z, ~wlv, —u|z, ~ylv, ~w|z, —y|z sont sa-
tisfaites. Grace a I’axiome A3 nous pouvons déduire qu’il
existe r,s,t satisfaisant r|s|t|r et tels que X(u,v,r,s),
X(’U},.Z',S,t), X(y,z,t,r) Oy X(U,U,T,S), X(w,m,t,r),
X(y, z, s, t) sont satisfaites. A partir de cela, nous pouvons
conclure que < (uv, wz,yz)V < (uv,yz,wzx) est satis-
faite. d

Proposition 8 Vuw, wz € P,
w # wz — ((Fyz, < (Ww,wz,yz)) A (Frs, <
(uv,7s,wz))) (C5)

(yz,uwv,wz) (C3)



Preuve Soient wv,wz € P tels que uv # wz. Par
définition de P et de = nous pouvons affirmer que
ulv, w|z, —ulr et —wlv sont satisfaites. A partir
de A4 nous déduisons qu’il existe y,z,t tels que
ylzltly A X(y, z,w, ) A X(t,y, u,v)) est satisfaite et qu’il
existe g, r, s tels que g|r|s|g A X(g, 7, u,v) A X(s,q, w, ))
est satisfaite. thEn conséquence, il existe y,z,t tels
que < (¥z,z2t,ty), yz = Wk, ty = v sont satisfaites
et il existe g,r,s tels que < (qr,7s5,3q), ¢f = uwv,
5q = wz sont satisfaites. Ainsi, il existe zt € P tel que
< (W, zt,uv) est satisfaite, et il existe 75 € P tel que
< (uv,7s,wz) est satisfaite. A partir de C3 nous pouvons
conclure qu’il existe z¢ € P satisfaisant < (v, Wz, 2t), et
qu’il existe 7s € P satisfaisant < (uv, 73, WT). O

Proposition 9 Juv,wz € P, uv # wz. (C6)

Preuve A partir de I’axiome A6 nous pouvons affirmer
qu’il existe u,v,w satisfaisant u|v|w|u. Ainsi, il existe
wv,vw,wu € P tels que < (uv,vw,wu) est satisfaite. A
partir de la proposition C1 nous déduisons que wv et vw
sont distincts. O

Considérant toutes ces propositions nous pouvons
affirmer que (P, <) est un ordre cyclique.

5 Des points cycliqgues aux inter-

valles cycliques

Dans cette section, nous allons prouver que chaque struc-
ture d’intervalles cycliques obtenue a partir d’un ordre cy-
clique sur les points est un modeéle de CycZnit.

Théoréme 1 Soit (P,<) un ordre cyclique. (Z,]|) =
CycInt(P, <) est un modéle de I’axiomatisation CycZnit.

Preuve Dans la suite, étant donné un élément v =
(m,n) € Z,u™ (resp. u™) fera référence a m (resp. n).
e (Al) Prouvons que I’axiome A1 est satisfait par (Z,|).
Soient u,v,w,z,y,2z € I satisfaisant X(u,v,w,z) et
X(y, z,w,z). A partir de la définition de X nous pou-
vons affirmer que u|v et y|z sont satisfaites. Il découle les
ggalites ut = v, wt =z~ et y* = 2. De plus, tou-
jours a partir de la définition de X, il suit que u|z ou w|v
et y|z ou w|z sont satisfaites. Considérons, de maniére ex-
haustive, toutes les situations possibles :

— ulz et y|x sont satisfaites. Il suit que u™ =z~ ety* =
x~ sont satisfaites. Ainsi, nousavonsu®™ = v~ =wt =
z- =yt =2,

- u|z et w|z sont satisfaites. Il suit que u* = 2z~ etw™ =
27 Ainsi, ut = v = wt =27 =yt = 27 est
satisfaite.

- wlv et y|z sont satisfaites. 1l suit que wt = v~ ety =
x~ sont satisfaites. En conséquence, ut™ = v~ =wt =
z~ =y =z est satisfaite.

- w|v et w|z sont satisfaites. Il suit que w* = v~ etw™ =
2~ sont satisfaites. Ainsi, uT™ = v~ = wT = 7 =
y+ = 2 est satisfaite.

Dénotons par l les points identiques
uT,v~,wt,z7,yT,2~. Supposons par I’absurde que
X(u,v,y, z) est falsifiée. En utilisant le fait que u|v et y|z
sont satisfaites, nous déduisons que u|z et y|v ne sont pas
satisfaites. Puisque ut = 2z~ et y™ = v~ sont satisfaites,
< (u™,l,2%) et < (y—,l,vT) ne sont pas satisfaites.
De P5 découle la satisfaction de < (u—,27T,1) et celle
de < (y~,v™,l). Comme ulv et y|z sont satisfaites,
< (u,l,v%) et < (y—,1,2") sont aussi satisfaites. Ainsi,
en utilisant P4, nous pouvons affirmer que < (I,y—,v")
et < (I,v*,u™) sont vraies. A partir de P2, il suit que
< (l,y—,u™) est également vraie. De la satisfaction de
< (u=,zt+,1) et de P4 suit que < (I,u—, 2T) est vérifiée.
En utilisant P2, il résulte que < (1,5, 2%) est satisfaite.
Rappelons que < (y—, 1, zt) est satisfaite. A partir de P4,
puis de P2, il résulte que < (y—,2zT,27T) est satisfaite.
Grace a P1, nous remarquons qu’il y a une contradiction.
Nous pouvons donc conclure que X(u,v,y,z) est satis-
faite.

e (A2) Prouvons la satisfaction de I’axiome A2.
Soient w,v,w,z,y,z € I satisfaisant X(u,v,w,x)
et X(y,u,z,z). Les égalité suivantes sont satisfaites :
u+ = z— et T = wu~. En utilisant P4 et P1, nous
pouvons affirmer que < (u~,u™,z%) et < (z7, 2%, u™)
ne peuvent pas étre satisfaites. En conséquence, u|z et z|u
ne sont pas satisfaites.

e (A3-A4) Pour des questions de lisibilité, les preuves de
ces deux axiomes ont été placées en Annexe.

e (A5) Montrons que I’axiome A5 est satisfait. Soient
u,v,w,x € I satisfaisant u|w|z|v|u. Nous avons les
ggalités suivantes : ut = w—, wt = 27, 2t = v~
et v = wu~. Définissons I; (resp. l2, I3 et I4) par
Lh=ut =w (resp.ly = wr = 27,13 =2zt = v~
etly = vT = u™). Considérons le couple y = (I1,13).
Comme w|z est satisfaite, nous déduisons la satisfaction
de < (ly,12,13). Ainsi, nous pouvons affirmer que I; # I3.
De PS5, il découle qu’il existe [ satisfaisant < (I1,13,1). 1l
résulte que y = (I1,13) appartienta Z.

Supposons par I’absurde que uly ne soit pas satisfaite.
Puisque ut = Iy, < (u™,l1,13) n’est pas satisfaite. u~
est différent de I, et I; est différent de I3. Du fait que
v|u est satisfaite, nous déduisons que < (I3,u~,u™) est
vraie. Il suit que I3 # u~. En conséquence, P3 et la
non satisfaction de w|y nous permettent d’affirmer que
< (u7,l3,11) est satisfaite. Comme v|u est satisfaite,
< (Is,u™,11) est aussi satisfaite. De P4 et de P2 suit
que < (I3,u~,u~) est satisfaite. De P1 découle une
contradiction. En conséquence, u|y est satisfaite.

Avec une démarche similaire, en supposant par I’absurde
que y|v n’est pas satisfaite, nous obtenons une contradic-
tion. u|y|v|u est donc satisfaite.

e (A6) Maintenant, prouvons la satisfaction des deux



axiomes A6. De P6, nous déduisons qu’il existe I, m € P
tels que I # m. De P5 découle qu’il existe n satisfaisant
< (I,m,n). Soitu = (I,m). Nous avons v € Z et u = u.
Montrons maintenant la satisfaction du deuxiéme axiome.
Soitu = (I,m) € Z. Par définition de Z, il existe n € P
tel que < (I,m,n). Soientv = (m,n) et w = (n,l). Par
rotation (P4), nous avons < (m,n,l) et < (n,l,m). De
tout ceci, nous déduisons que u|v, v|w et w|u.

e (A7) Soient u,v,w,xz € Z satisfaisant w|u|z
et wlv|z. Les égalités suivantes sont satisfaites
wh = u,ut = 27, wt = v, vt = 7. Il suit
que (v, ut) = (v=,vT). En conséquence, nous pouvons
affirmer que u = v.

Maintenant, soit u,v € Z tel que v = wv. Nous savons
que u~ # u™. De P5 suit qu’il existe I € P satisfaisant
< (w,ut,). Soitw = (l,u™) etz = (ut,l), de P4
nous déduisons que < (I,u~,u™) est satisfaite. De tout
cela, nous pouvons affirmer que w,z € 7 et que w|u et
ulz sont satisfaites. Comme (v~ ,u*) = (v—,v*), nous
pouvons aussi affirmer que w|v|z est satisfaite.

e (A8) Soient u,v,w € T satisfaisant u|v|w. Il suit que
ut = v~ etvT = w~. De plus, comme < (u=,v—,vt)
est satisfaite, v~ # vt. En conséquence, ut # w~. Nous
pouvons donc affirmer que «|w n’est pas satisfaite. O

6 Catégorisation des modéles de
CycInt

Dans cette section, nous établissons le résultat impor-
tant qui est que les modéles dénombrables satisfaisant
I’axiomatisation CycZnt sont isomorphes. Montrons tout
d’abord que pour tout intervalle cyclique il existe “deux
bornes” uniques.

Proposition 10 Soit M = (Z,|) un modéle de CycZnt.

Soit (P, <) la structure CycPoint(M). Pour chaqueu € Z

il existe L,,, U, € P tels que :

1. Jv € T tel que (v,u) € Ly,

2. dw € T tel que (u,w) € U,,

3. L, (resp. Uy,) est I’'unique élément de P satisfaisant (1)
(resp. (2)),

4. Ly # U,.

Preuve A partir de I’axiome A6, nous pouvons affirmer
qu’il existe v,w € Z tels que u|w|v|u est satisfaite. En
conséquence, u|w et v|u sont satisfaites. En définissant
L, etU, par L, = vu et U, = uw, les propriétés (1) et
(2) sont satisfaites. Maintenant, prouvons que la propriété
(3) est satisfaite. Supposons qu’il existe L, tel qu’il existe
xz € T avec (z,u) € LI. Nous avons (v,u) = (z,u).
Il suit que L,, = L!,. Maintenant, supposons qu’il existe
U), tel qu’il existe y € T avec (u,y) € U),. Nous avons
(u,w) = (u,y). Il suit que U, = U,,. Ainsi, nous pou-
vons affirmer que la propriété (3) est vraie. Maintenant,
supposons que L, = U,. Il suit que (v,u) = (u,w).

En conséquence, v|w ou ulu est satisfaite. Nous savons
que | est irréflexive. De plus, & partir de A8 nous pou-
vons affirmer que v|w ne peut pas &tre satisfaite. 1l résulte
gu’il y a une contradiction. Ainsi, L,, est difféerentde U,,. O

Maintenant, montrons que tout modéle de CycZnt
est isomorphe au modele des intervalles cycliques pouvant
étre construit a partir de I’ordre cyclique qu’il engendre.

Proposition 11 Soit M = (Z,|) un modéle de CycZnit.
M est isomorphe a (Z', |') = Cyclnt(CycPoint(M)).

Preuve Soit f I’application de Z vers Z' définie par f(u) =

(Ly,Uy), i6. f(u) = (vw,ww) pour tout v,w € Z sa-

tisfaisant v|u et u|w. Montrons que f est une bijection.

Soit (wv,wz) € Z'. Nous avons u|v et w|z qui sont satis-

faites et, u|z et w|v qui sont falsifiées (dans le cas contraire

nous aurions wv = wzx). De A4 découle qu’il existe y, z, ¢
satisfaisant y|z|t|ly, X(y, z, w, z) et X(t, y, u, v). Nous re-
marquons que L, = ty = uv et Uy = yz = wz. En
conséquence, il existe y € Z tel que f(y) = (uv,wT).

Maintenant, supposons qu’il existe u,v € I tels que

f(u) = f(v). Supposons que f(u) = (W, uZ) et f(v) =

(yv,vz). Ainsi, wu = yu et uxz = vz. |l suit que (w, u) =

(y,v) et (u,z) = (v, z). De tout cela, nous avons w|u, y|v,

u|z et v|z qui sont satisfaites. De plus, seules quatre situa-

tions sont envisageables :

— w|v et u|z sont satisfaites. Il suit que w|v|z et w|u|z sont
satisfaites. De A7, nous déduisons I’égalité u = v.

— w]v etw|z sont satisfaites. Il suit que w|v|z et w|u|z sont
satisfaites. De A'7, nous déduisons I’égalité u = v.

— y|u et u|z sont satisfaites. I suit que y|v|z et y|u|z sont
satisfaites. De A7, nous obtenons I’égalité u = v.

— y|u et v|z sont satisfaites. 1l suit que y|v|z et y|u|z sont
satisfaites. De A7, nous obtenons I’égalité u = v.

Ainsi, dans tous les cas, I’égalité v = v est vérifiée. En

conséquence f est une bijection.

Maintenant, montrons que wulv Si, et seulement si,

f(w)|'f(v). Nous dénoterons f(u) par (wu,uz) et f(v)

par (yv, vz).

— Supposons que u|v soit satisfaite. Il suit que (u,z) =
(y,v) et ainsi, uz = yo. En conséquence, f(u)|'f(v)
est satisfaite.

— Supposons que f(u)|'f(v) soit satisfaite. 1l suit que <
(wu,ux,vz) et ux = yo sont satisfaites. Ainsi, il existe
r,s,t € I tels que r|s|t|r, 78 = wu, st = uZ ettr = Uz
sont satisfaites. A partir de 78 = wu et st = uz, nous
pouvons affirmer que u|z, s|t, r|s et w|u sont satisfaites.
De plus, un des cas suivants est satisfait :

— r|u et u|t sont satisfaites. 1l suit que r|ul|t et 7|s|¢ sont
satisfaites. De A'7, nous avons I’égalité u = s.

- r|u et s|z sont satisfaites. 1l suit que r|s|z et r|u|z
sont satisfaites. De A7, nous avons I’égalité u = s.

— w|s et u|t sont satisfaites. Il suit que w|ul|t et w|s|t
sont satisfaites. De A7 découle I’égalité u = s.

— w|s et s|z sont satisfaites. Il suit que w|s|z et w|u|z
sont satisfaites. De A7 suit I’égalité u = s.



Apartir des égalités st = yv et & = vz, nous pouvons
affirmer que s|t, y|v, t|r et v|z sont satisfaites. De plus,
seulement les cas suivants sont possibles :
— s|v et t|z sont satisfaites. Il suit que s|¢|z et s|v|z sont
satisfaites. De A7, il suit que v = t¢.
— sl|v etw|r sont satisfaites. Il suit que s|v|r et s|t|r sont
satisfaites. De A'7, nous obtenons I’égalité v = ¢.
— y|t et t|z sont satisfaites. 1l suit que y|t|z et y|v|z sont
satisfaites. De A'7, nous déduisons I’égalité v = t.
— y|t et v|r sont satisfaites. Il suit que y|¢|r et y|v|r sont
satisfaites. De A7 suit I’égalité v = ¢.
Ainsi, u = s et v = t. Nous pouvons donc affirmer que
u|v est satisfaite.
O
Montrons maintenant que deux modeles des intervalles cy-
cliques issus de deux ordres cycliques dénombrables sont
isomorphes.

Proposition 12 Soit (P,<) et (P’,<') deux ordres
cycliques avec P et P' deux ensembles de points
dénombrables. Cyclnt((P, <)) et CycInt((P’,<')) sont
isomorphes.

Preuve Soient (Z,]) et (Z',|") définis par Cyclnt((P, <))
et CycInt((P’, <")). Nous savons que (P, <) et (P',<")
sont isomorphes [BCL02]. Soit g un isomorphisme de
(P, <) vers (P', <"). Soit h la fonction de Z vers Z' définie
par h((l,m)) = (g(1), g(m)). Tout d’abord, montrons que
(9(),g(m)) € I'. Comme (I,m) € Z, il existe n € P
satisfaisant < (I,m,n). Il suit que <" (g(1), g(m), g(n))
est satisfaite. 1l résulte que (g(1),g(m)) € Z'. Mainte-
nant, prouvons que pour chaque (I,m) € Z', il existe
(n,0) € T tel que h((n,0)) = (I,m). Nous pouvons
définirn et o parn = g~ 1(I) et 0 = g1 (m). En effet,
hg (1), g7 (m)) = (9(g7* (1)), 9(g~ (m))) = (I,m).
Maintenant, soit (I,m), (n,0) € I tels que
h((l,m)) = h((n,0)). Il suit que g(l) = g(n) et
g(m) = g(o0). Il résulte que I = n et m = o. Ainsi,
nous avons I’égalité (I,mm) = (n,o0). Pour clore cette
preuve, montrons que pour toute (I,m),(n,0) € Z,
(I,m)|(n,0) est satisfaite ssi h((l,m))|'h((n,0)) est
satisfaite. (I,m)|(n,0) est satisfaite ssi < (I,m,0) et
m = n sont satisfaites. Ainsi, (I,m)|(n,o0) est satisfaite
ssi <’ (g(1), g(m), g(0)) et g(m) = g(n) sont satisfaites.
En conséquence, nous pouvons affirmer que (I, m)|(n, o)
est satisfaite ssi h((l,m))|'h((n,0)) est satisfaite Nous
pouvons donc conclure que A est un isomorphisme. O

Dans la suite, (Q, <) correspond a I’ordre cyclique
sur les nombres rationnels Q, défini par < (z,y,2) SSi
r<y<zouy<z<zouz<z<yavecz,y,z € Q
et < qui correspond a I’ordre linéaire usuel sur Q. Il est
temps d’énoncer le résultat le plus important de cette
section.

Théoreme 2 La théorie axiomatisée par CycZnt est No—
catégorique, avec tout ses modéles dénombrables iso-
morphes a CycInt((Q, <)).

M=(Z,))

IR
11

CycInt((Q, <)) -— CyclInt(CycPoint((Z, |)))
A A
| Y

(Q,<) - CycPoint((Z, |))

FIG. 6 — Chaque modéle dénombrable de CycZnt (Z, |) est
isomorphe a Cyclnt((Q, <)).

Preuve Soit M un modéle de CycZInt. M est iso-
morphe & Cyclnt(CycPoint(M)). Cyclnt(CycPoint(M))
est isomorphe a CycInt((Q, <)). En composant les isomor-
phismes, CycInt((Q, <)) est isomorphe & M. O
En conséquence, I’ensemble des théorémes de CycZnt est
syntaxiquement complet et décidable.

7 Application aux réseaux de

contraintes

Balbiani et Osmani [BOO0O0] représentent les informations
relatives a des intervalles cycliques a I’aide de réseaux de
contraintes. Chacun de ces réseaux de contraintes est défini
par un couple (V,C) ou V est un ensemble de variables
représentant des intervalles cycliques et C' est une appli-
cation qui associe a chaque couple (V;,Vj) de variables
un sous-ensemble C;; de I’ensemble des 16 relations de
bases. Le principal probléme que I’on se pose étant donné
un tel réseau de contraintes est le probléme de la cohérence.
Il consiste a savoir si le réseau posséde une solution, une
solution étant une affectation de chacune des variables V;
par un intervalle cyclique (d’un cercle orienté) m; tel que
toutes les contraintes soient satisfaites. La contrainte C';
étant satisfaite si, et seulement si, les deux intervalles cy-
cliques m; et m; satisfont une des relations présentes dans
I’ensemble C;;. C;; peut donc &tre vue comme la disjonc-
tion de ses éléments.

@ {ppi, mi} @
{m, mz‘}\ /o)
()

FIG. 7 — Un réseau de contraintes des intervalles cycliques.

Un premier point est que notre axiomatisation peut per-
mettre, a I’aide d’un démonstrateur de théorémes, de
vérifier la cohérence d’un réseau de contraintes des inter-



valles cycliques. En effet, il suffit de traduire le réseau de
contraintes (V, C) en une formule logique & équivalente.
Puis, dans un second temps de tester la validité de cette for-
mule (ou la satisfaisabilité dans un modeéle choisi) en uti-
lisant I’axiomatisation CycZnt. Considérons par exemple
le réseau de contraintes représenté dans la figure 7. Pour
savoir s’il est cohérent nous devrons prouver que la for-
mule Jvy,ve,v3, (v1 PPi v Vv miva) A (v1 m vz V
vy mivs) A (v2 ovs) estvalide par rapport a CycZnt ou
satisfaisable pour un modéle tel que (Q, <). Pour prouver
I’incohérence du réseau, il faut considérer la négation de
cette formule.

Habituellement, une méthode de propagation locale de
contraintes, appelée la méthode de la chemin-cohérence,
est utilisée pour résoudre ce type de réseau de contraintes.
Cette méthode® consiste a supprimer de la contrainte Cj;
les relations non réalisables du fait des contraintes C;;, et
Cl,; et ceci pour tout triplet ¢, j, k. Une table de compo-
sition est utilisée pour réaliser une telle opération. Pour
chacun des couples (a,b), avec a et b deux relations de
base, cette table contient la composition entre a et b, i.e.
toutes les relations ¢ telle qu’il existe une configuration de
trois intervalles cycliques u, v, w satisfaisant u a v, v b w
et u ¢ w. Par exemple, la composition entre m et d est
constituée de I’unique relation ppi. La table de composition
du formalisme des intervalles cycliques peut étre construite
de maniére automatique a I’aide de notre axiomatisation.
En effet, pour savoir si ¢ appartient a la composition entre a
et b, il suffira de prouver que Ju, v, w, wavAvbwAucw
est valide. Pour montrer qu’au contraire ¢ n’appartient pas a
cette composition, il faudra considérer —=(Ju, v, w, wavA
vbwAucw).

8 Conclusion et perspectives

Dans ce papier, nous avons montré comment pouvaient étre
reliés les ordres cycliques et les modeéles des intervalles cy-
cliques. Nous proposons une axiomatisation des modeles
des intervalles cycliques et démontrons que tout modéle
dénombrable de cette axiomatisation est isomorphe a ce-
lui construit & partir d’un ordre cyclique sur les ration-
nels. Déterminer si la théorie du premier ordre de la re-
lation “meets “ entre arcs du cercle posséde la propriété
de I’élimination de quantificateurs est un probléme ouvert
que nous étudions actuellement. Un autre probléme étudié
est de savoir si I’ensemble des axiomes de CycZnt sont
indépendants. Enfin, Une autre perspective intéressante est
I’étude des modeéles des intervalles cycliques finis. Pour
cela, il nous faudra considérer les ordres cycliques non
denses (ne satisfaisant pas I’axiome P5) et examiner les
structures d’intervalles cycliques que nous pouvons obte-
nir a partir de ces ordres cycliques. L’étude de tels modeles
finis permettrait d’aboutir a la réalisation de méthodes ef-
ficaces pour la résolution du probléme de la cohérence des
réseaux de contraintes des intervalles cycliques. En effet,

3Signalons que cette m”ethode de propagation ' est pas compl " ete pour
le cas des r” eseaux atomiques de contraintes des arcs cycliques.

ces derniers ne font intervenir qu’un nombre fini de va-
riables, il ne parait donc pas nécessaire de manipuler des
modeéles infinis pour les traiter.
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9 Annexe

Dans cette annexe se trouve la partie manquante de la

preuve du théoréme 1 :

e (A3) Prouvons la satisfaction de I’axiome A3. Soient

u,v,w, ,y, 2z € T satisfaisant u|v, w|z, y|z, ~u|z, ~w|v,

-z, ~y|v, ~w|z, ~y|z. A partir de la satisfaction de u|v

(resp. w|z et y|2), il suit que ut = v~ (resp. wt = =z~

and yt = z7). Soit I (resp. m et n) le point défini par

l=ut =v= (resp.m = wh =z" etn =yt = 27).

Supposons par I’absurde que I = m. L'égalité ut =

v- = wt = z est satisfaite. Puisque w|z est vraie,

nous pouvons déduire que < (w—,z~,z ™) est aussi satis-

faite. En conséquence, w™ et z* sont des points distincts.

Considérons les trois points v~ ,w™,zT. A partir de P3

quatre situations sont a prendre en compte : 4~ = w™ est

satisfaite, u= = zT est satisfaite, < (w™,zT,u™) est sa-
tisfaite, ou bien < (w—,u~, z1) est satisfaite. En utilisant,

P2, P3 et P4, nous obtenons pour chacun des cas une

contradiction®. %beginitemize En conséquence, nous pou-

vons affirmer que I # m. D’une maniére similaire, nous
pouvons montrer que [ # n et m # n. Maintenant, nous
savons que I, m,n sont des points différents deux a deux.

Du fait de P3, deux cas sont possibles :

- < (I,m,n) est satisfaite. Soientr = (n,1), s = (I,m)
ett = (m,n). Nous avons r|s|t|r qui est satisfaite. Sup-
posons que u|s soit falsifiée. 1l suit que < (u—,1,m) est
également falsifiée. Comme [ est différent de u~ et m,
nous avons u~ = m ou < (u~,m,l) qui est satisfaite.
— Supposons que v~ = m soit satisfaite. Du fait que

u|v est satisfaite, il suit que < (u~,u™,v™) est sa-
tisfaite. En conséquence, < (m,1,v™) est vraie. Du
fait de P4, < (I,vt, m) est satisfaite. De tout cela,
de la satisfaction de < (I, m,n) et de P2, nous pou-
vons affirmer que < (I,v*,n) est satisfaite. De P4,
nous déduisons que < (n, 1, v™) est satisfaite. Comme
I = v, r|v est satisfaite.

— Supposons que < (u~,m,l) soit satisfaite. De P4,
< (I,u™,m) est satisfaite. A partir de cela, de la sa-
tisfaction de < (I,m,n) et de P2, il suit < (l,u~,n)
est satisfaite. Du fait que u|v est satisfaite, il dCoule
que < (u—,ut,vt) est satisfaite. En conséquence,
< (u™,1,vt) est aussi satisfaite. De P4 résulte que
< (I,vt,u™) est satisfaite. A partir de cela et de
la satisfaction de < (I,u~,n), nous déduisons que
=< (I,vT,n) est satisfaite. Avec P4, nous obtenons la
satisfaction de < (n,l,v™).l = v—, en conséquence
r|v est satisfaite.

Il résulte que u|s ou r|v est satisfaite. Ainsi, X(u, v, r, s)

est vraie. De maniére similaire, nous pouvons prouver

que X(w, z, s,t) et X(y, z, t,r) sont satisfaites.

“Par manque de place, les details de cette partie de la preuve ont “et’e

omis.

— < (I,n,m) est satisfaite. Soientr = (m,l), s = (I,n)
ett = (n,m). Nous avons r|s|t|r qui est satisfaite. Avec
une ligne de raisonnement similaire au cas précédent,
nous pouvons montrer que X(u,v,r,s), X(y, 2, s,t) et
X(w, z,t, r) sont satisfaites.

e (A4) Soient u, v, w, z € Z satisfaisant u|v, w|z, —~u|z, et

—wlv. < (v, ut,v"), < (w,wT,zT) avecuT = v~ et

wt = ¢~ sont satisfaites. Soit / et m définispar! = ut =

v~ etm = wt = z~. Supposons que I = m. Comme
< (u,ut,vt) et < (w,wt,zt) sont satisfaites, nous
avons < (u—,l,v") et < (w™,l, ) qui sont également
satisfaites. Ainsi, nous avons u~ # [ et z+ # [. Du fait de
P3, trois cas sont envisageables : u~ = z7 est satisfaite,
< (u,1,zt) est satisfaite, ou bien < (u=,z™",I) est sa-
tisfaite. A I’aide de P2 et P4 nous povons caractériser une
contradiction pour chacun de ces cas. Nous pouvons donc
affirmer que I # m. Par P5, il existe n,o € P satisfaisant
< (I,m,n) et < (I,0,n). Définissons trois intervalles cy-
cliquesy, z,t pary = (I,m), z = (m,n) ett = (n,l). De
la satisfaction de < (I,m,n) etde P4, y|z|t|y est satisfaite.

Supposons que y|= ne soit pas satisfaite. Comme y+ =z,

il suit que < (y—,y+,z ") n’est pas satisfaite. Nous avons

y~ # yT etyT # xt. De P3 suit que y~ = zt ou

< (y~,zT,yT) est satisfaite. Examinons ces deux cas.

— y~ = ¢ est satisfaite. ll suitque zt = 1 = ut = v~.
De la satisfaction de w|z, nous avons < (w=,w*,zT)
qui est satisfaite, avec w* = z~. Puisque < (I,m,n)
est satisfaite, < (z*,w™,n) est aussi satisfaite. Par P4
nous déduisons que < (wt,zT,w™) et < (wt,n,zt)
sont satisfaites. De P2 suit que < (w*,n,w™) est sa-
tisfaite. Ainsi, par P4, nous obtenons la satisfaction de
< (w,w*,n). Comme wt = m, w|z est satisfaite.

- < (y=,zt,yt) est satisfaite. Ainsi, < (I,z*,w™) est
satisfaite. Comme < (I,m, n) est satisfaite, < (I, w*,n)
est aussi satisfaite. De P4 suit que < (wt,n,l) et
< (wt,1,z) sont satisfaites. De P2 découle que <
(wt,n,zT) est satisfaite. Puisque w|z est satisfaite,
< (w—,wt,z") est aussi satisfaite, avec wt = z~.
De P4, nous avons < (wt,z%,w™) qui est satisfaite.
A partir de P2, nous déduisons que < (wt,n,w™) est
satisfaite. De P4 découle que < (w~,w™,n) est satis-
faite. De plus, nous avons w* = m. Il résulte que w|z
est satisfaite.

Ainsi, X(y,z,w,z) est satisfaite. De maniére similaire

nous pouvons prouver que X(t,y,u,v) est satisfaite. En

définissant y, z,t par y = (m,l), 2z = (l,0) ett =

(0, m), nous pouvons également prouver que X(y, z, u,v)

et X(t, y, w, z) sont satisfaites.



