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UN CRITERE SIMPLE
THOMAS BLOSSIER ET AMADOR MARTIN-PIZARRO

REsSUME. Nous isolons des propriétés valables dans certaines théories de purs corps ou
de corps munis d’opérateurs afin de montrer qu’'une théorie est simple lorsque les clotures
définissables et algébriques sont contrélées par une théorie stable associée.

ENGLISH SUMMARY

In this short note, we mimic the proof of the simplicity of the theory ACFA of generic
difference fields in order to provide a criterion, valid for certain theories of pure fields and
fields equipped with operators, which shows that a complete theory is simple whenever its
definable and algebraic closures are controlled by an underlying stable theory.

INTRODUCTION

Les corps différentiellement clos, les corps séparablement clos et les corps aux différences
génériques sont des exemples de corps munis d’opérateurs qui jouent un réle important
en théorie des modeéles et ses applications & la géométrie diophantienne. Les corps aux
différences génériques, c’est-a-dire, les modéles existentiellement clos dans la classe des
corps algébriquement clos munis d’un automorphisme de corps, sont un cas particulier d’un
procédé général : étant donnée une théorie stable T, on considére la classe des modéles de

T, =T U {« 0 est un automorphisme » }

Quand la sous-classe des modéles existentiellement clos de T, est élémentaire, on dénote
sa théorie par T'A. Pour une théorie stable, I'existence de T'A s’avére équivalente & une
finitude imaginaire uniforme, dite NFCP, et une condition technique donnée dans [2], valable
pour toute théorie fortement minimale avec multiplicité définissable, ce qui est le cas des
corps algébriquement clos. Ainsi, la théorie ACFA des corps aux différences génériques
existe [10] et est compléte lorsque I'on détermine le type d’isomorphisme de (acly(0), o). Le
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corps fixe d’'un modéle de ACFA est un corps parfait avec groupe de Galois 7 et pseudo-
algébriquement clos. Ax [I] montre qu’un tel corps correspond a un corps pseudo-fini, c’est-
a~dire un corps infini modeéle de la théorie des corps finis. Hrushovski [19] étudie la classe
des corps parfaits pseudo-algébriquement clos avec groupe de Galois borné et montre qu’ils
satisfont une propriété d’amalgamation généralisée, qui entraine en particulier la simplicité,
introduite par Shelah comme généralisation de la stabilité. Cette amalgamation généralisée
a été traitée par la suite de facon homologique [I5]. A partir d’une configuration de groupe
dans une théorie simple, "amalgamation généralisée améliore la construction dans [3] pour
obtenir un groupe hyperdéfinissable [21].

Cette note est une simple réécriture (nos excuses pour le mauvais jeu de mots), sans
nouvel apport, de la démonstration de la simplicité de ACFA réalisée dans [10]. Elle a
pour seul but d’isoler des propriétés, valables dans de nombreuses théories de corps munis
d’opérateurs, qui permettent de déduire la simplicité lorsque les clotures définissables et
algébriques sont contrélées par une théorie stable associée.

Les auteurs tiennent a remercier les suggestions et remarques apportées par Zoé Chatzi-
dakis. Elle a joué un roéle fondamental pour la production de cette note. Toute incohérence
ou erreur sont uniquement de la responsabilité des auteurs.

1. DE SIMPLES THEORIES

Définition 1.1. Une théorie compléte est simple si dans un (tout) modéle suffisamment
saturé, il existe une relation ternaire | entre sous-ensembles satisfaisant les propriétés
suivantes :

Invariance: Si ABC = A'B'C’, alors A |, B si et seulement si A" |, B'.
Symétrie: Si A | B, alors B | A.
Monotonie et Transitivité: A | ,BD siet seulementsi A |  Bet A | 5 D.

Caractére fini: A | B siet seulement sia | b pour tous deux sous-uples finis a de
Avetbde B.

Caractére local: Pour tout uple fini a et tout ensemble B, il existe C' C B de taille
bornée par |T| avec a |, B.

Extension: Pour tous A, C et B, il existe A’ =¢ A avec A’ \LC B.

Théoréme de 'indépendance (3-amalgamation): Si M est une sous-structure élé-
mentaire du modéle ambiant et A | | B, étant donnés

c| Aetd | B tels que c =y d,
M M
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alors il existe e J/MAB avec e =py4 c et e =B d.

On dit que A est indépendant de B sur C'si A | o B. Pour une théorie simple, la relation
d’indépendance ci-dessus est unique [22] et coincide avec la non-déviation de Shelah.

Une théorie simple est stable si elle satisfait une version plus forte du théoréme de
I'indépendance :

Stationnarité: Tout type sur une sous-structure élémentaire M du modéle ambiant est
stationnaire : étant donnés

c| Aetd | A tels que c =y d,
M M

alors ¢ =4 d.

La théorie des corps algébriquement clos de caractéristique p fixée, avec p premier ou nul,
est stable : deux sous-corps A et B sont indépendants au-dessus d’un sous-corps commun C'
si A est algébriquement indépendant de B sur C, ou de fagon équivalente, les corps C'(A)218
et C(B)# sont linéairement disjoints sur C#8. Le type de A sur un corps parfait C est
stationnaire si et seulement si 'extension de corps C' C C'(A) est réguliére. En particulier,
tout type sur un ensemble algébriquement clos des paramétres est stationnaire.

L’anneau engendré par deux corps linéairement disjoints est isomorphe & leur produit
tensoriel. De fagon générale, les types stationnaires permettent de fusionner des applications
élémentaires définies sur des sous-parties indépendantes.

Lemme 1.2. Soient deux sous-structures A et B ayant une sous-structure commune C
et des applications C-élémentaires f : A — A et g : B — B. Si le type tp(A/C) est
stationnaire et tp(A/B) ne dévie pas sur C, alors lapplication f U g est C-élémentaire.

Démonstration. On se place & I'intérieur d’un modéle monstre et on étend ¢ en un automor-
phisme g qui fixe C. Alors tp(g(A)/B) ne dévie pas sur C. Puisque §(A4) =c A =¢ f(A),
la stationnarité de tp(A/C) entraine que g(A) =p f(A). Il existe un B-automorphisme h
qui envoie g(A) sur f(A). La composition h o g étend f U g, comme souhaité. O

Fait 1.3. Dans une théorie stable, tout type p sur un ensemble A du modéle ambiant est
définissable sur A : étant donné une formule ¢(z,y), il existe une formule 6(y) a parameétres
dans A telle que pour tout uple a dans A,

(x,a) € psi et seulement si a = 0(y).

La formule 6(y) ne dépend que de p et ¢ (& équivalence prés dans notre théorie stable),
donc on pose d,p = 0. Rappelons que si p est stationnaire et g est une extension non-
déviante de p, alors ¢ est définissable par le méme schéma de définition que celui de p.

De plus, dans une théorie stable, toute extension non-déviante d’un type défini sur une
sous-structure élémentaire M du modéle ambiant est un cohéritier sur M :sia | o b> alors
pour toute formule p(z,y) telle que = ¢(a,b), on a = p(m,b) pour un certain m dans M.

Une théorie de premier ordre élimine les imaginaires si, & 'intérieur d’un modéle suffi-
samment saturé, toute classe de toute relation d’équivalence définissable sans paramétres
admet I’équivalent d’un corps de définition, c’est-a-dire, un uple réel qui est fixé par tout
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automorphisme si et seulement s’il fixe la classe en question. Cet uple est unique, a interdé-
finissabilité prés, et on I'appelle le paramétre canonique de la classe donnée. Toute théorie
T dans un langage £ admet une expansion 7°% éliminant les imaginaires dans un langage
L4 a plusieurs sortes, une pour chaque quotient par une relation d’équivalence définissable
dans T sans paramétres. La sorte réelle, obtenue en considérant le quotient par 1’égalité,
s’identifie naturellement avec 'univers de la théorie T'. Les éléments des autres sortes sont
dits imaginaires. Les parties finies peuvent étre vues comme des éléments imaginaires. La
théorie T' élimine les imaginaires si tout imaginaire est interdéfinissable avec un uple réel.
On dit qu’elle code les ensembles finis si elle élimine les imaginaires correspondant aux
parties finies. Elle élimine faiblement les imaginaires si tout imaginaire e est définissable
sur un uple réel a, qui est algébrique sur e. Enfin, la théorie T' élimine géométriquement
les imaginaires si tout imaginaire est interalgébrique avec un uple réel. Rappelons qu'une
théorie élimine les imaginaires dés qu’elle les élimine faiblement et code les ensembles finis.

Dans une théorie stable qui élimine les imaginaires, tout type p sur un ensemble algébri-
quement clos A est stationnaire. De plus, il existe un sous-ensemble B C A définissablement
clos et minimal tel que p ne dévie pas sur B et p|p reste stationnaire. Un tel sous-ensemble
est la base canonique Cb(p) de p. Nous utiliserons la notation Cb(c¢/D) pour dénoter la
base canonique du type tp(c/ acl(D)).

Par la suite, fixons une théorie compléte stable Tj avec élimination des quantificateurs
et des imaginaires dans un langage Lo. L’indice 0 fera référence a Ty. Ainsi, le symbole |°
dénote 'indépendance au sens de Ty, et de méme pour dclg ou acly.

Dans une expansion £ du langage L, on considére une théorie compléte T contenant

TOv . Rappelons qu’'une Ly-structure satisfait TOv si et seulement si elle peut étre plongée a
I'intérieur d’un modéle de Tj.
L’élimination des quantificateurs de Ty et le fait que toute L-structure est munie d’une
Lo-structure entrainent que deux 0-plongements quelconques d’'un modéle de T' dans des
modéles de T envoient une L-sous-structure de ce modéle vers des Ly-sous-structures ayant
méme Lo-types. En particulier, leurs clotures définissables, respectivement algébriques, au
sens de Ty sont isomorphes. On travaillera par la suite a Uintérieur d’un modéle ambiant
suffisamment saturé de Tj

Nous allons lister maintenant des conditions sur le rapport entre les théories T et Tj, qui
nous permettront de montrer la simplicité de T'. Contrairement au cas des sous-structures
géométriques [20, Definition 2.6] ou des sous-structures PAC bornées [30, Section 2|, afin
de traiter également les corps séparablement clos, nous n’imposerons pas que les structures
considérées soient définissablement closes. Cependant, on suppose la propriété suivante :

Hypothése 1. Pour tout modéle F' de T, tout élément dans dcly(F') est Lo-interdéfinissable
avec un uple de F'.

Cette hypothese est vérifiée si les modeéles de T' sont des corps pour Ty la théorie des
corps algébriquement clos dans le langage des anneaux, car dclg(A) est obtenu en ajoutant
au sous-corps engendré par A les éléments purement inséparables, si la caractéristique est
positive.
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Remarque 1.4. Puisque Tj élimine les imaginaires, ’hypothése (II) entraine que toute
partie Ty-définissable du modéle ambiant de Ty qui est F-invariante est codée par un uple
de F. En particulier, tout ensemble fini F-invariant est codé par un uple de F. Ainsi, la
théorie T' code les ensembles finis.

Dans un modéle suffisamment saturé F' de T', étant donnée une sous-partie A de F', on
dénote par (A), resp. dcl(A) ou acl(A), la sous-structure de F' engendrée par A au sens de
T, resp. la cloture définissable ou algébrique de A dans F, c’est-a-dire, les éléments de F
qui sont L-définissables ou algébriques sur A.

Rappelons qu’un corps de caractéristique positive est parfait s’il contient tous les éléments
purement inséparables (& U'intérieur d’une cloture algébrique fixée). De fagon analogue, une
sous-structure A de F' est dite parfaite si dcly(A) N F = A. Puisque la structure F' est
parfaite, étant donné une sous-partie A, la plus petite £-sous-structure parfaite la contenant
existe, et est appelée sa cloture parfaite, notée pcl(A).

Puisque £y C £, si A C F, alors pcl(4) C dcl(A) car delg(A) N F C dcl(A). Notons
que l'ensemble dcly(A) N F' est Lo-interdéfinissable avec dcly(A), par I'hypothése (). En
revanche, méme pour A = (A), ensemble dcl(A) peut étre différent de dclo(A) N F' : pour
la plupart des corps pseudo-finis avec Ly = L le langage des anneaux, la cloture définissable
coincide avec la cloture algébrique [4, Theorem 1.8|.

Remarque 1.5. Si A et B sont deux sous-structures parfaites de F', alors
dClo(A) N dCl(](B) = dClo(A N B)

Démonstration. Siun élément x appartient a 'intersection dcly(A) Ndcly(B), alors 'hypo-
thése () entraine qu'’il existe un uple a dans A qui est Tp-interdéfinissable avec z, car A
est parfait. En particulier, 'uple a appartient a dclo(B) N F' = B, puisque B est parfait.
On conclut que x est dans dclp(A N B), comme souhaité. O

Hypothése 2. (i) La cloture algébrique d’une sous-partie A C F coincide avec la res-
triction sur F de la cloture algébrique au sens de Ty de la sous-structure (A) engendrée
par A au sens de la théorie T :

acl(A) = F Nacly((4)).

(ii) Deux uples a et b ont méme type si et seulement s’il existe un L-isomorphisme de
leurs clotures algébriques qui envoie a sur b.

La premiére partie de I’hypothése est toujours vérifiée pour une partie définissablement
close A = dcl(A), car Ty code les ensembles finis. Notons que toute sous-structure algébri-
quement close de F' est parfaite.

Remarque 1.6. Si C = acl(C) C F, alors le type tpy(A/C) d’une sous-partie A C F' est
stationnaire (cf. [20, Lemma 2.8]).

Démonstration. Par élimination des imaginaires de Ty, la base canonique Chg(A/C) est
contenue dans dclp(A U C) Nacly(C) C delp(F) N aclp(C). Par 'hypothése (), la base
canonique est Lo-interdéfinissable avec un uple (éventuellement infini) de F' N acly(C) =

C. O
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Hypothése 3. Etant données deux sous-structures parfaites A et B de F au-dessus d’une
sous-structure commune algébriquement close C, si A | o B, alors la sous-structure de F
engendrée par A et B est parfaite et coincide avec la Lo-sous-structure engendrée par A et
B. En particulier, on a

(A, B) = (A, BYy = dclg(A, B) N F

et, par Uhypothese (),
acl(A, B) = aclg(A,B)N F.
De plus, si
A" = qftp(A/C) et B' |= qftp(B/C) avec A" |° B,
C
alors (A'B’) = qftp((AB)/C).

Remarque 1.7. Si Tj est la théorie de corps algébriquement clos en caractéristique nulle,
alors la théorie du corps ordonné R satisfait les hypotheses () et ([2)). Or, elle ne vérifie pas
I'hypothése (3), puisque 'ordre de deux éléments distincts n’est pas déterminé au préalable
par leurs relations purement algébriques.

Le méme argument montre que 'hypothése (B]) n’est pas valable pour la théorie d’un corps
algébriquement clos muni d’un prédicat générique [12].

La condition suivante apparait dans [I8, Definition 1.9] et joue un role fondamental dans
la démonstration du théoréme de I'indépendance pour 7.

Hypothése 4. Pour toute sous-structure élémentaire N de F', on a

aclp(F') = dclo(F U aclp(N)).

Cette condition s’avére triviale lorsque les modeéles de T" sont algébriquement clos au sens
de la théorie Tp, ce qui est le cas des corps algébriquement clos munis d’opérateurs [26]. Si
K est un corps séparablement clos et Ty la théorie des corps algébriquement clos de méme
caractéristique, alors acly(K') coincide avec dclp(K), qui est la cloture inséparable de K.
Pour une partie A d’un modele de Tj, nous notons pour la suite

Gal(A) = Autp(aclp(A4)/A),

le groupe des Tp-automorphismes élémentaires de acly(A) fixant A. Lorsque Tj est la théorie
d’un corps algébriquement clos, on retrouve le groupe de Galois absolu classique du corps
parfait dcly(A).
Pour A C B deux parties du monstre de Ty et m la projection naturelle de Gal(B) vers
Gal(A), on a :

— s1 tpy(B/A) est stationnaire, alors 7 est surjective (par le lemme [[2) ;

— aclp(B) = dclg(B Uaclg(A)) si et seulement si 7 est injective.

Remarque 1.8. Si N est une sous-structure élémentaire de F' (ou plus généralement si
aclp(F') = dclp(F Uaclp(N)) et aclp(N) N F' = N), alors pour A D N algébriquement clos
dans F', on a également

aclp(A4) = dclp(A U aclg(N)),
et les projections de Gal(F') sur Gal(A) et de Gal(A) sur Gal(N) sont des isomorphismes.
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Démonstration. Par la remarque et 'hypothése (@), les applications restrictions de
Gal(F) vers Gal(A) et de Gal(F') vers Gal(N) sont des isomorphismes. On en déduit que
c’est le cas pour I'application de Gal(A) vers Gal(NV), donc acly(A) = dclp(AUaclp(N)). O

Le lemme permet facilement d’obtenir le résultat suivant (cf. [32, Fact 3.5]) :

Remarque 1.9. Pour z, y et A dans le modeéle ambiant de Ty, si le type tpy(zy/A) est
stationnaire et y est Lo-définissable sur x U aclp(A), alors y 'est sur x U A.

Notation 1.10. Par la suite, si N est une sous-structure de F', on posera N =<y F' pour
indiquer que le Ly-réduit de N est une sous-structure élémentaire du réduit de F' corres-
pondant.

Lorsque Ty est un réduit fortement minimal de T et N est une sous-structure algébrique-
ment close et infinie de F', alors N =< F.

La démonstration de |32 Lemma 3.18|, simplifiée grace aux remarques de Zoé Chatzi-
dakis, s’adapte facilement & notre contexte pour donner le résultat suivant :

Lemme 1.11. Soit N une sous-structure algébriquement close contenant une sous-structure
élémentaire de F telle que N <o F'. Si A et B sont deux sous-structures de F' contenant N
telles que

A B,
N

alors le type tpy(A/ acly(B)) est cohéritier de sa restriction ¢ N. En particulier, le type
tpo(A/ acly(B)) est finiment satisfaisable dans acly(N).

Démonstration. Le type tpo(A/N) est stationnaire par la remarque [[LG, et il en de méme
pour le type tpg(A/B) car A JEN B. Ainsi, le type tpy(A/ aclp(B)) est I'unique extension
de tpo(A/B). 1l suffit donc de montrer que tpy(A/B) est cohéritier de sa restriction a N.
Soit p(z,y) une Lo-formule & paramétres dans N et des uples a dans A et b dans B avec
= ¢(a,b). L'indépendance B |° n A entraine que le type p = tpy(b/a, V) est définissable
sur N. Soit donc 6 une @-définition de p & paramétres dans N, que ’on peut supposer sans
quantificateurs par élimination des quantificateurs de Tj.

Comme 'uple a de F satisfait 0, il existe une réalisation n de 8 dans N car N <y F. En
particulier = ¢(n,b) comme souhaité.

O

Proposition 1.12. Soient Ay,..., A, et B des sous-structures algébriguement closes de
F indépendantes au sens de Ty sur une sous-structure algébriquement close N contenant
une sous-structure élémentaire telle que N <o F ou telle que aclg(N) est un modéle de T.

Alors
(acl(A1B),...,acl(A,B)) Nacl(Ay...,A,) = (A1..., Ap).
La conclusion du corollaire est la condition (#) présente dans [2I, Lemma 1.5]. Cette

condition s’avére fondamentale pour la n-amalgamation réelle au-dessus d’une sous-structure
élémentaire de F (voir Définition 2.3).
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Démonstration. Puisque les structures Aq,..., A, et B sont indépendantes au sens de T
sur N, on a par I'hypothése @) que acl(A;B) = aclg(A4;B) N F pour chaque i < n et
acl(A; ..., A,) = aclp(A41...,A,) N F. En outre,

(acl(A1B),...,acl(A,B)) = dclp(acl(A1B), ... ,acl(4,B)) N F,
et
dCl(](Al,...,An) NF = <A1 ,An>

Soit « dans dclg(acl(41B),...,acl(A,B)) Nacl(A4;...,A,). Soit ¥(x,y1,...,yn) une Lo-
formule telle que = (o, (1, ..., () pour des éléments (; dans acl(4;B) = aclg(A;B) N F,
et

On trouve ainsi pour chaque 1 < i < n, une Lo-formule ¢;(y;, u), & parameétres dans A;,
chacune avec un nombre fini de réalisations, uniforme en les paramétres, telles que

= A\ (G, b)

pour un certain uple b dans B.
Comme « appartient & aclg(Ay, ..., A,), considérons une Lo-formule ¢(x) qui isole son

type tpg(a/ aclg(Ay), ..., aclg(Ay)).
Or,

):Elxayl---ayn<T/}(x7yla"'ayn /\¢ /\/\T/}z yw >
Cette formule appartient donc au type tpy(b/ aclo(A; ..., Ay)). Puisque

B |°Ay,..., Ay,
N

alors le type tpg(b/aclo(A; ..., A,)) est cohéritier de sa restriction & acly(V), soit par le
lemme précédent si N =< F, soit par la stabilité de Ty si acly(N) est un modeéle de Tj.
Ainsi, il existe d dans acly(N) tel que

):El$§|y13yn(¢(x7ylvvyn /\¢ /\/\¢2 yw )

On obtient alors une réalisation de ¢(z) dans dclg(acly(Aq),. .., aclp(Ay,)). Cette réalisation
doit étre égale & « car ¢ isole son O-type sur aclp(A1),. .., aclo(A4y).

Par 'hypothése (), on en déduit que « appartient & dclg(Aq, ..., Ay, aclg(N)). Puisque le
type tpg(Ai, ..., An,a/N) est stationnaire, la remarque [[L9 entraine que « appartient a

dCl()(Al...,An)ﬂF: <A1,An>
O

L’hypothése suivante reflete une certaine richesse des modéles de la théorie T, ce qui est
toujours le cas pour les modéles existentiellement clos des corps algébriquement clos munis
d’opérateurs considérés dans [26].
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Hypothése 5. Soit F' un autre modéle de T contenant une sous-structure parfaite C’
au-dessus d’une sous-structure commune A C F N F' parfaite dans F et F'.

Si tpo(C'/A) est stationnaire, alors pour tout A C B C F, il existe une sous-structure
parfaite C' de F contenant A qui est L-isomorphe a C' au-dessus de A et telle que

C B
A

Notons que si tpg(C’/A) est stationnaire, alors C’' Naclp(A) C dclp(A). Si la théorie Ty
est la théorie de purs corps algébriquement clos d’une certaine caractéristique, et A C C’
sont des sous-corps parfaits, la condition C'Nacly(A) C dclp(A) = A équivaut alors a ce que
Pextension C’ sur A soit réguliére, c’est-a-dire, & C” et acly(A) linéairement disjoints sur A.
De plus, cette condition entraine réciproquement que le type tpy(C’/A) est stationnaire,
par élimination des imaginaires dans Tg.

Remarque 1.13. L’hypothése (2) et le £-isomorphisme entre les structures C’ et C' ne
suffisent pas pour garantir que C' et C’ ont le méme type au sens de la théorie T. En
revanche, si ’on se place au-dessus d’une sous-structure élémentaire commune N, alors cet
L-isomorphisme envoie toute sous-structure N € X’ C C’ qui est algébriquement close
dans I’ vers une sous-structure X algébriquement close dans F'; en particulier X et X’
ont alors le méme type.

Démonstration. Par la remarque [[8 on a acly(X’) = dclp(X’ U aclp(V)). Notons que
le L-isomorphisme entre C” et C' induit un Ly-isomorphisme de acly(C”) sur acly(C) au-
dessus de A, puisque Ly C L, donc on a également acly(X) = dclo(X U aclp(N)). Soit
y € aclp(X) N F. On considére un uple x dans X tel que y € dclp(xz U aclp(N)). Par la
remarque [LG le type tpy(xzy/N) est stationnaire. La remarque entraine que y est dans
delp(zUN)NF C delg(X)NF. Comme C est parfait dans F, et que X est définissablement
clos au sens de Ty dans C, 'on conclut que y est dans X comme souhaité.

O

Méme si nos hypothéses sont assez restrictives, plusieurs théories de corps les satisfont.

Fait 1.14. Les théories des :

— corps aux différences génériques ACFA en toute caractéristique dans le langage des
corps {+,—,-,~1,0,1} augmenté de symboles de fonctions unaires pour 1’automor-
phisme et pour son inverse ;

— corps différentiellement clos, ou plus généralement corps différentiellement clos avec
n dérivations qui commutent, en caractéristique 0;

— corps différence-différentiellement clos [7] en caractéristique 0, dans le langage des
corps différentiels aux différences ;

— corps munis d’opérateurs libres en caractéristique nulle [26] ;

— corps séparablement clos en caractéristique positive de degré d’imperfection fini avec
des constantes pour une p-base, munis des A-fonctions associées ;

— corps aux différences génériques séparablement clos en caractéristique positive de de-
gré d’imperfection fini [9] avec des constantes pour une p-base, munis des A-fonctions
associées et des symboles de fonctions unaires pour 'automorphisme et pour son
inverse ;
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— corps pseudo-finis, ou plus généralement corps PAC parfaits avec groupe de Galois
borné [18], en toute caractéristique dans le langage des corps augmenté de constantes
pour une sous-structure élémentaire ;

satisfont les hypothéeses (), (@), @), @) et ([El), pour Ty la théorie des purs corps algébri-
quement clos de méme caractéristique dans le langage de corps {+, —,-, ~1,0,1}.

Démonstration. Rappelons que 'hypothése (II) est satisfaite dés que T est une théorie de
corps infinis, pour Tj la théorie d’un pur corps algébriquement clos, puisque dclp(A) est
obtenu en ajoutant les éléments purement inséparables au sous-corps engendré par A.

L’hypothese (2]) a été démontrée lors de I’étude modéle-théorique de chacune des théories
considérées.

Pour I'hypothése (B]), notons d’abord que le corps engendré par deux sous-corps parfaits
le reste. Dans le cas des corps algébriquement clos, les opérateurs définis ci-dessus sont
additifs, et leur valeur sur un produit s’obtient & partir des valeurs sur chaque facteur.
Pour les corps séparablement clos munis de A-fonctions, toute L-structure est O-relativement
définissablement close et les A-fonctions vérifient également les propriétés ci-dessus. Enfin,
cette hypothése est triviale pour les corps PAC parfaits bornés puisque £ = L.

L’hypothése () s’avére triviale pour tous les exemples sauf pour les corps PAC parfaits

bornés, ou elle suit de [I8, Remark 1.10]. En effet, si les groupes de Galois sont bornés avec
méme quotients finis, tout épimorphisme continu entre eux est injectif.
I1 ne reste qu’a montrer ’hypothése (B)). Pour les corps algébriquement clos munis d’opéra-
teurs, les corps A et C sont alors parfaits. Ainsi, la stationnarité du type tpy(C’/A) entraine
que I'extension A C C’ est réguliére. Les opérateurs s’étendent de facon canonique au corps
engendré par B et C’, si 'on place C’ linéairement disjoint de B sur A, car il coincide avec
le corps de fractions du produit tensoriel B ® 4 C’. Puisque F' est existentiellement clos et
suffisamment saturé, il contient une L-copie C' de C’ sur A qui est linéairement disjointe
de B sur A, comme souhaité.

Pour les corps séparablement clos de degré d’imperfection fini avec une p-base nommée,
le méme genre d’argument permet de montrer que l'extension de corps F(C’) sur F est
séparable de méme degré d’imperfection, ce qui permet de trouver un L-isomorphisme
entre C’ et une sous-structure C' de F linéairement indépendante de B sur A. De fagon
analogue, on obtient le résultat pour les corps aux différences génériques séparablement
clos.

Pour les corps parfaits PAC avec groupe de Galois borné, les sous-corps A et C' sont
parfaits. On peut supposer que C’ est linéairement disjoint de F sur A. L’extension F'(C")
sur F' est réguliére, donc la propriété PAC et la saturation donnent un F-homomorphisme
d’algebres F[B(C")] — F. La restriction au corps B(C’) est un B-monomorphisme et
I'image C de C’ vérifie la conclusion. O

Remarque 1.15. Les sous-structures bornées pseudo-algébriquement closes des modéles
d’une théorie stable, considérées par Pillay et Polkowska [30] satisfont toutes les hypothéses
précédentes en passant & une expansion conservatrice du langage de fagon a ce que toute
sous-structure soit 0-définissablement close, pour garantir ’hypothése ([B]). En effet : ’hypo-
theése () correspond a ce que la sous-structure PAC soit définissablement close, ’hypothése
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@) suit des [32, Propositions 3.12 & 3.14], 'hypothése () correspond a la notion d’étre
bornée et I'hypothése (B]) suit de la condition PAC de fagon analogue au cas des corps PAC.

De fagon analogue, les structures munies d’une G-action existentiellement closes de Hoff-
mann [I7] dans le langage L, avec des symboles o4 et leurs inverses, pour g dans G,
satisfont toutes les hypothéses précédentes dés que la cléture algébrique split, qui corres-
pond & 'hypothése () : 'hypothése (I]) est vérifiée car les modeéles sont 0-définissablement
clos par [I7, Remark 3.20], I'hypothése (B)) est garantie dés que I'on considére une exten-
sion conservatrice du langage £ pour que toute sous-structure soit 0-définissablement close,
I'hypothese ([2]) suit de [I7), Fact 4.8 & Lemma 4.10]. Enfin, ’hypothése (B suit de la démons-
tration du théoréme de l'indépendance [17, Lemma 4.20], lorsque le type est stationnaire
(sans devoir supposer que l'ensemble de base est algébriquement clos).

2. UNE PREUVE SIMPLE

Nous disposons maintenant de tous les ingrédients nécessaires pour montrer que la sta-
bilité de Ty se transfére partiellement & la théorie T, qui sera donc simple.

Théoréme 2.1. Soient une théorie stable Ty avec élimination des quantificateurs et des
imaginaires dans un langage Ly et une théorie compléte T dans un langage L C Lg, conte-
nant Ty et satisfaisant les hypothéses (I), @), @), @) et @) par rapport a Ty. Alors la
théorie T est simple.

Si on augmente le langage L par de constantes pour une sous-structure élémentaire de T,
on a la caractérisation suivante :

A | B si et seulement si (AC) [°(BC).
c (@)

Démonstration. On fixe un modeéle F' suffisamment saturée de T et augmente le langage
L par de constantes pour une sous-structure élémentaire de 7. On pose A | B lorsque
(Acy [° () (BC) pour tous sous-ensembles A, B et C. Nous allons vérifier que cette relation
ternaire satisfait les propriétés de la définition LIl ce qui entraine la simplicité de T par
13].

Notons que 'hypothése (2) entraine directement que A | Bacl(B) et que A | o B si
et seulement si acl(AC) J/ad( o) acl(BC). On pourra donc considérer des parties algébri-
quement closes pour étudier 'indépendance. Puisque £ contient Lg et Ty est stable, donc
simple, avec élimination des quantificateurs, I'indépendance ainsi définie satisfait clairement
Invariance, Symétrie et Caractére fini, car 'opérateur () est finitaire.

Pour Monotonie et Transitivité, on considére des parties A, B, C et D algébriquement
closes de F telles que C C A et C C B C D. Notons que si A \J/CB et A \J/BD’ la sous-
structure A est 0-indépendante de B sur C et de D sur B. Elle est donc 0-indépendante de
D sur C, ce qui montre un sens de I'implication.

Supposons maintenant que

APD.
C
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Alors A \BC B, donc
A | B.
C

Par I'hypothese ([B]), la structure (AB) est égale a la O-structure engendrée par A et B.
Puisque
A D,
B

on conclut que
(AB) ° D,
B
donc A | D, comme souhaité.

Remarquons que pour un uple fini a de F, la L-structure (a) a cardinalité bornée par
|T|. De plus, si B = (B) est une sous-structure de F', alors par le caractére fini de la 0-
indépendance, pour chaque uple fini ¢ de (a), il existe une sous-partie C¢ de B de taille
bornée par |Tp| < |T| telle que

¢ B
Ce

Alors si 'on pose C la L-sous-structure engendrée par la réunion de tous les sous-ensembles
C¢, lorsque £ parcourt (a), on a
{a) |° B.
C1

On itére cette procédure avec (aCt), qui a aussi cardinalité bornée par |T'|, pour conclure
que
(aCs) |° B,
Coo

ou Cy est la L-sous-structure engendrée par la réunion de tous les C;, ce qui montre le
Caractére local.

Voyons maintenant que | satisfait Extension, ce qui suit directement de ’hypothése
([B) : considérons des parties algébriquement closes A, B et C' de F avec C C A. La remarque
donne que tpy(A/C) est stationnaire. Par 'hypothése (@), il existe A" = qftp(A/C)
avec A’ \JE CB . Puisque C' contient une sous-structure élémentaire, la remarque [L13] et
I'hypothése (2]) entrainent que A’ = tp(A/C'), comme souhaité.

Il nous reste & montrer que | satisfait le Théoréme de I’indépendance. Soit donc N
une sous-structure élémentaire de F', deux parties algébriquement closes A et B le contenant
et indépendantes sur N, et deux parties algébriquement closes C' et D qui ont méme type
sur N et vérifient

cClA et D | B.
N N

Par Extension, nous pouvons supposer que D est indépendante de A sur B. Par transi-
tivité, les sous-structures algébriquement closes A, B et D sont indépendantes sur N. En
particulier,

acl(AB) % acl(BD).
B
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Par I'hypothése (3], la sous-structure E engendrée par acl(AB) et acl(BD) est parfaite et
coincide avec la Lo-sous-structure engendrée par acl(AB) et acl(BD).

Vérifions maintenant que tpy(E/(AD)) est stationnaire. Par I’hypothése (II), on peut
supposer que sa base canonique est contenue dans

Enacly(AD) = ENacl(AD) = (acl(AB), acl(BD)) N acl(AD).

Par la proposition [[LT2] cette intersection est égale a (AD), ce qui donne la stationnarité
du type tpo(E/(AD)).
Puisque

AlPc et  ALD,
N N

I'hypotheése (B) donne que (AD) = qftp((AC)/N). Cet L-isomorphisme partiel induit un
N-isomorphisme entre F' et un autre modéle suffisamment saturé F; de T tel que acl(AC)
est L-isomorphe avec aclo(AD) N Fy. En particulier, nous avons l'égalité tpg (D/A) =
tpr(C/A).

L’hypothése Bl nous permet d’obtenir, & I'intérieur du modéle suffisamment saturé Fi,
une copie By de E sur (AD) qui est 0-indépendante de acly(AD) N Fy. Par la remarque
[L13] les copies de acl(AB) et acl(BD) dans E; sont algébriquement closes dans Fj. Ainsi,
la copie By de B correspondante vérifie :

tpr(B/D) = tpp, (Bi/D) et tpp(B/A) = tpg, (B1/A).
Par saturation, il existe B'D’ dans F tels que tpp(B'D’'/A) = tpp (B1D/A). Puisque

tpp(B'/A) = tpp, (B1/A) = tpp(B/A), on peut supposer que B = B’, ce qui permet de
conclure. g

Les sous-structures PAC bornées d’une théorie superstable sont supersimples [32 Corol-
lary 3.22]. Ce résultat est vérifié dés que les deux langages coincident :

Corollaire 2.2. Quand £ = Ly (ou plus généralement, quand L ne contient pas de nou-
veauzx symboles de fonctions), si Ty est superstable, alors T est supersimple.

Définition 2.3. Etant donné un entier n > 2, un probléme complet de n-amalgamation
réelle sur une sous-structure E est la donnée d’une famille des types py(xy) sur E a
variables réelles, indexée par les sous-parties propres de {1,...,n}, telle que :
— st w C W, alors Py (Ty) | Tw D Puw;
— sl ay = puw, alors
— ay C acl(E, {ai}icw), ol a; est ay | {i};
— D’ensemble {a;}icy est E-indépendant.
Une théorie simple a la propriété de n-amalgamation réelle si tout probléme complet de
n-amalgamation réelle admet un type pyy, ) complétant la famille et tel que les propriétés
ci-dessus sont conservées.

Notons que toute théorie simple a la propriété de 3-amalgamation réelle sur les sous-
structures élémentaires, car celle-ci est une reformulation du théoréme de I'indépendance.

En utilisant la proposition [[L12] la démonstration ci-dessus s’adapte facilement pour
montrer le résultat suivant :
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Corollaire 2.4. Pour tout entier n, la théorie T a la propriété de n-amalgamation réelle
sur toute sous-structure élémentaire.

Remarque 2.5. Dans le théoréme [2.1] si la théorie Tj est fortement minimale, alors le
Théoréme de I’indépendance est vérifié au-dessus de tout ensemble algébriquement clos
contenant une sous-structure élémentaire, car la proposition est alors valable sur un
tel ensemble. En particulier, toutes les théories de corps du fait [L14] satisfont le Théoréme
de l’indépendance sur toute L-sous-structure algébriquement close contenant une sous-
structure élémentaire.
En revanche, on ignore si c’est le cas pour les sous-structures bornées pseudo-algébriquement

closes d’une théorie stable quelconque [30].

Une traduction directe de [19] Proposition 4.7] donne I’élimination des imaginaires de T’
au-dessus d’une sous-structure élémentaire nommée. On retrouve ainsi une démonstration
uniforme de I’élimination des imaginaires des théories du fait .14l

Corollaire 2.6. Au-dessus de constantes pour une sous-structure élémentaire, la théorie T
élimine géométriquement les imaginaires. De plus, elle élimine les imaginaires dés que le
théoréeme d’indépendance est vrai sur toute sous-structure algébriquement close.

Démonstration. Vérifions d’abord que la théorie T' élimine géométriquement les imaginaires
au-dessus d’une sous-structure élémentaire nommeée. Soit e = f(a) un imaginaire qui est
I'image d’un uple réel a par une fonction f définissable sans paramétres. Posons FE la
collection d’éléments réels de F' algébriques sur e.

Si a est algébrique sur F, alors on a le résultat. Sinon, puisque E est algébrique sur e,
il suffit donc de montrer que e est algébrique sur E. Notons A = acl(F,a). Le lemme de
Neumann [27] entraine qu’il existe B réalisant le type tp(A/E, e) avec

ANB=FE.

En particulier, 'ensemble B est égal a acl(E,b) avec b =g, a, donc f(b) = e = f(a).
Construisons maintenant une suite des sous-structures {A; = acl(¥, a;)}i<, contenant E,
avec A1 = A et Ay = B telle que A, An11 =g A, B et

Apg1 L Ar, .o Ay
An

Alors A; N A; = F pour tout ¢ # j et par Transitivité

Ar | A
Aj

pour tout i < 5 < k.

Un argument a la Ramsey nous permet de supposer que la suite {4;};<, est E-in-
discernable. L’élimination de quantificateurs de T entraine que cette suite est également
To-indiscernable sur E. La stabilité de Ty donne qu’elle est totalement Ty-indiscernable.
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La remarque implique que le type tpg(As/A1) est stationnaire et de méme pour
tpg(As/Az). Puisque Az | A Ay, la caractérisation de 'indépendance entraine que

Az 0 Ay
Ao
Comme AjAA3 a méme Tp-type que AzA; Az, on conclut que Az |° A As. La base ca-
nonique Cbg(As/A;Az) est contenue dans dcly(A;) Ndelg(A2) = dclp(E), par la remarque
Ainsi

Az 9 A A,
E

ce qui entraine que As et A sont T-indépendants sur E. En particulier, I'imaginaire e est
algébrique sur E, ce qui donne I’élimination géométrique des imaginaires.

Supposons maintenant que la théorie T' vérifie le Théoréme de I’indépendance sur
toute structure algébriquement close. Pour montrer que 7" élimine les imaginaires au-dessus
de la sous-structure élémentaire nommeée, il suffit de montrer qu’elle les élimine faiblement
par la remarque [[L4l L’indépendance

Az 9 Ay,
E

donne deux réalisations a et ¢ du type tp(a/E) indépendantes sur F telles que f(c) =
f(@) = f(a) = e. On peut donc supposer que ¢ est indépendant de a sur E. Pour montrer
que e est définissable sur F, il suffit de montrer que la valeur de f est constante sur toute
autre réalisation du type tp(a/E). Sinon, soit d une réalisation avec f(d) # f(a). Si d réalise
le type tp(d/E, c) et est indépendante de a, la Transitivité donne que d~¢E a et f(d) #
f(e) = f(a). On peut donc supposer que d est indépendante de a. Les types tp(a/E,c)
et tp(d/E,a) sont deux extensions non-déviantes du type tp(a/E) et on a ¢ | a. Le
Théoréme de ’indépendance appliqué au diagramme

tp(d/E,a) L tp(a/E,c)

tp(d/E) = tp(a/E)
donne une réalisation ¢ indépendante de ¢, a sur E avec

¢ Etp(d/E,a) et ¢ |=tp(a/E,c).
En particulier f(¢) # f(a) = f(c) = f({), ce qui donne une contradiction.
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Remarque 2.7. Notons que la démonstration ci-dessus s’appuie uniquement sur le fait que
T est une théorie simple contenant la partie universelle d’une théorie stable Ty qui élimine
les quantificateurs et les imaginaires dans un sous-langage L telle que :
— la théorie T satisfait les hypotheéses () et (2 ;
— pour des sous-structures algébriquement closes A et B d’un modéle suffisamment
saturé F' de T,

A | Bsietseulementsi A |° B ;
ANB ANB

— la théorie T vérifie le Théoréme de I’Indépendance sur toute structure algébri-
quement close.
En particulier, la théorie d'un corps algébriquement clos muni d’un prédicat générique
élimine les imaginaires.

Certains corps munis d’opérateurs considérés dans le fait [[LT4] sont stables, notamment
les corps différentiellement clos et les corps séparablement clos de degré d’imperfection fini.
Dans ces deux cas, le L-type d'un uple a est déterminé par le L-type sans quantificateurs
de sa cloture définissable.

Corollaire 2.8. Lorsque deuzr uples a et b dans T ont méme type dés qu’il existe un L-
isomorphisme de leurs clotures parfaites qui envoie a sur b, alors la théorie T est stable.

Démonstration. Il suffit de montrer que tout type sur un ensemble algébriquement clos
contenant une sous-structure élémentaire est stationnaire, ce qui suit directement de 1’hy-
pothése ([3]) si T" satisfait la propriété ci-dessus. O

3. GROUPES ET PLONGEMENTS

Tout groupe définissable dans un corps différentiellement clos se plonge comme sous-
groupe d’un groupe algébrique, ce qui a été montré par Pillay [28] pour répondre & une
question de Kolchin. Cette caractérisation joue un réle important dans la théorie de Galois
différentielle des extensions de Picard-Vessiot [29]. Kowalski et Pillay ont obtenu un résultat
similaire [23], modulo un noyau fini, pour tout groupe connexe définissable dans un corps
aux différences générique. Il existe des résultats analogues pour décrire les groupes définis-
sables dans de nombreuses théories de corps, purs ou munis d’opérateurs, par exemple dans
un corps pseudo-fini [20] ou dans un corps séparablement clos [25] [6]. Dans ce dernier cas,
tout groupe définissable dans un corps séparablement clos L est définissablement isomorphe
aux points L-rationnels d’un groupe algébrique défini sur L.

Les démonstrations pour chacun de ces exemples s’appuient de fagon essentielle sur
le théoréme de configuration de groupe, di & Hrushovski [16], qui est une généralisation
abstraite du résultat de Weil [34] produisant un groupe algébrique a partir d’une loi de
groupe birationnelle. Hrushovski obtient alors un groupe connexe constitué des germes de
fonctions génériquement définies. Méme dans le cas de la théorie des corps algébriquement
clos, le groupe des germes ainsi obtenu n’est pas forcément un groupe algébrique, mais
pro-algébrique : une limite inverse de groupes définissables.
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Soit G un groupe type-définissable dans une théorie simple. Un élément g dans G est
générique (a gauche) sur 'ensemble des paramétres A si

h-g] Ah
dés que

h ] g
A

Un type est générique (& gauche) si toutes ses réalisations le sont. Les types génériques
existent : ils coincident avec les types dans G de rang stratifié local maximal. En parti-
culier, un type est générique & droite si et seulement s’il ’est & gauche. Toute extension
ou restriction non-déviantes d’un type générique l'est aussi. L’inverse d’'un générique est
également générique. Enfin, le produit de deux génériques indépendants I’est aussi et il est
indépendant de chaque facteur. En outre, tout élément de G peut s’écrire comme le produit
de deux génériques, pas forcément indépendants entre eux.

Etant donné un ensemble de paramétres A, la composante conneze GOA de G sur A est
I'intersection de tous les sous-groupes G d’indice borné type-définissables sur A. Le sous-
groupe G est distingué et type-définissable sur A d’indice borné. Le groupe G est conneze
sur Asi G = GIOL‘. Si la théorie est stable ou supersimple, alors la composante connexe sur A
d’un groupe type-définissable est I'intersection des sous-groupes définissables d’indice fini.
Si la théorie est stable, alors la composante connexe ne dépend pas de I’ensemble de para-
métres choisi et elle est définissable sur le méme ensemble de paramétres que G. De plus,
chaque classe de GO contient un seul type générique et G agit par translation sur I’ensemble
des types génériques, qui sont en correspondance avec G/G°. Dans la cas d'une théorie
simple, la composante connexe peut contenir plusieurs types génériques. En revanche, on a
un résultat partiel [31, Proposition 2.2]).

Proposition 3.1. Au-dessus d’une sous-structure élémentaire N, étant donnés trois types
génériques p, q et r de G?V, alors il existe deux réalisations g = p et h |= q indépendantes
sur N telles que g - h |=r.

Ziegler |35, Theorem 1] montre une sorte de contraposée a la proposition précédente, qui
se généralise facilement au cas d’une théorie simple [5, lemme 1.2|. Elle permet de déduire
le résultat suivant :

Lemme 3.2. Soient G1 et Go deux groupes type-définissables dans une théorie simple
ambiante. Etant donnés des éléments a1 et by de G, as et by de Go tels que :

(1) au-dessus d’une sous-structure élémentaire N, les éléments ay et az, sont interdéfi-
nissables sur N, et de méme pour by et by, ainsi que pour ay - by et as - by ;

(2) les éléments aq, by et ay - by sont indépendants deuz-a-deux sur N ;

alors, l’élément ay, resp. ag, est générique dans un translaté d’un sous-groupe Hy de G,
resp. Hy de Ga, le tout type-définissable sur N. En outre, les sous-groupes Hy et Ha sont
connexes et définissablement isomorphes sur N .

Notons que les sous-groupes H; et Hs sont uniques, & commensurabilité prés. Ce lemme
s’adapte facilement au cas de groupes *-définissables.
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Remarque 3.3. Si nous avons des éléments seulement interalgébriques dans le lemme
précédent, alors les groupes obtenus sont définissablement isogénes.

Par la suite, fixons une théorie T' satisfaisant les hypothéses (), @), @), @) et [) par
rapport & une théorie stable Ty avec élimination des quantificateurs et des imaginaires. On
travaille & 'intérieur d’'un modéle F' de T suffisamment saturé.

Lorsque l'on dispose de plus d’un certain controéle sur la cloture définissable, nous allons
montrer comment le théoréeme de Weil-Hrushovski permet de plonger définissablement tout
groupe type-définissable connexe & l'intérieur d’un groupe Ty-définissable. On retrouve alors
les résultats connus dans le cas différentiel et pour les o-groupes dont le produit est donné
par des fonctions o-rationnelles ainsi qu’une version faible du cas des corps séparablement
clos.

Proposition 3.4. Soit G un groupe connexe type-définissable a paramétres dans une sous-
structure élémentaire suffisament saturée Fy de F tel que, lorsque a et b sont deuzr génériques
indépendants de G sur Fy, on a

del(a - b, Fy) C dclg(del(a, Fy) U dcl(b, Fp)). (f)

Alors, il existe un groupe Tp-type-définissable H o paramétres dans Fy tel que le groupe G
est se plonge définissablement dans le sous-groupe H(F') constitué des points F-rationnels.

Si T est stable ou supersimple, tout groupe G définissable satisfaisant (f) se plonge dé-
finissablement dans les points F-rationnels d’un groupe Ty-définissable sur Fy. De plus,
lorsque Ty est la théorie d’un corps algébriquement clos de caractéristique fixée, alors on
peut supposer que H est un groupe algébrique.

Démonstration. Pour la preuve, on ajoute au langage L des constantes pour la sous-
structure élémentaire Fy. Soient a et b deux réalisations indépendantes du méme type
générique p de G.

Vérifions d’abord que 'on peut supposer qu’il existe une réalisation ¢ de p indépendante
de a,b telle que chacun des éléments dans {a,b,a -b,c,b-c,a-b- c} réalise le type p.
En effet, par la proposition 3] il existe 1 = p indépendant de a, b avec b-x1 = p. De méme,
il existe z9 = p indépendant de a,b avec a-b-x9 = p. Le Théoréme de I’indépendance
appliqué au diagramme

tp(b - x1/b) L tp(a-b-xzo/a-b)

b

entraine 'existence d’un élément ¢ comme souhaité.
Posons a* = dcl(a), et de méme pour b, ¢ et les produits correspondants. Notons que a*,
b*, (a-b)*, c*, (c-a)* et (c-a-b)* sont des réalisations du méme Tp-type, que 'on note py.
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Par la remarque [I.6 le type pp est stationnaire. Par la condition (f]), il existe une fonction
0-définissable f définie sur pgzj2 avec (a-b)* = f(a*,b*). La caractérisation de I'indépendance
donne que 'uple (a*,b*, c*) réalise pggg et

fla™, (07, ")) = (a-b-¢) = f(f(a",07),¢").

La démonstration du théoréme de groupes génériquement présentés de Hrushovski [16]
Theorem 1] adaptée aux uples infinis (cf. [23, Theorem 4.1]) donne un groupe Ty-+-définissable
H sur Fj et un plongement de G dans H(F'), par le lemme et '’hypothése (). Par sta-
bilité de Tp, le groupe H est une limite inverse de groupes Ty-définissables. Par compacité,
puisque G est type-définissable, alors on peut supposer que H est Ty-type-définissable.

Si la théorie T est stable ou supersimple, alors la composante connexe d’un groupe
définissable G est I'intersection de sous-groupes définissables d’indice fini. Un argument de
compacité entraine I’existence d’un sous-groupe définissable de GG d’indice fini qui se plonge
dans H(F), que 'on peut supposer Ty-définissable, ce qui permet de plonger sans peine G
définissablement dans le sous-groupe des points F-rationnels d’un groupe Ty-définissable
construit a partir de H (cf. [6] Proposition 4.9]).

Notons de plus que, dans la démonstration précédente, un générique de G s’envoie sur
un Tp-générique de H & coordonnées sur F'. En outre, si Tj est la théorie d’'un corps algébri-
quement clos de caractéristique fixée, alors le théoréme de Weil-Hrushovski pour le groupe
H ainsi obtenu permet de montrer qu’il est définissablement isomorphe & un groupe algé-
brique H; a paramétres dans F'. Or, I'image de G par la composition de ces morphismes est
contenue dans Hy(F™). Par compacité, quitte & composer par une puissance de Frobenius,
on conclut que G se plonge définissablement dans le sous-groupe des points F-rationnels
d’un groupe algébrique défini sur Fy.

O

Remarque 3.5. Afin d’obtenir des plongements dans des groupes 7Ty-définissables, nos
conditions globales, plus précisément la simplicité, sur la théorie T' peuvent étre éliminées
si 'on suppose l'existence des types génériques définissables. Ceci est I'approche utilisée
dans [33] pour étudier, entre autres, les groupes définissables dans certains corps valués
enrichis.

Notons qu’avec les hypotheéses ([2)) et (3]), on a toujours une version plus faible de (f) :
acl(a - b) C aclp(acl(a) U acl(b))

pour deux génériques indépendants a et b d’un groupe G type-définissable dans F. De
fagon analogue a [20], le théoréme de configuration de groupe permet de montrer qu'un
sous-groupe type-définissable de G d’indice borné se plonge modulo un noyau fini dans
le sous-groupe H(F') pour H un groupe Ty-définissable sur F, par élimination des ima-
ginaires de Ty. L’idée pour ce faire consiste & prendre des réalisations des éléments de G
lorsque I'on doit transformer le Tp-diagramme de départ en un Ty-diagramme avec des uples
interdéfinissables. On conclut ainsi le résultat suivant :



20 THOMAS BLOSSIER ET AMADOR MARTIN-PIZARRO

Corollaire 3.6. Si la théorie T est stable ou supersimple et Ty est la théorie d’un corps
algébriquement clos de caractéristique fixée, alors tout groupe définissable G admet un sous-
groupe définissable d’indice fini qui s’envoie par un morphisme définissable a noyau fini dans
le sous-groupe des points F-rationnels d’un groupe algébrique défini sur F.

ANNEXE : THEOREME DE L'INDEPENDANCE, LE RETOUR

L’approche des parties précédentes permet de montrer la simplicité de certaines théories
& partie de la stabilité d’une théorie ambiante Ty, en vérifiant que I'indépendance dans Tj
induit directement la non-déviation dans ces nouvelles théories. Il s’avére que certaines théo-
ries stables (ou simples) ne rentrent pas dans ce contexte, entre-autres les paires propres de
corps algébriquement clos ou les corps séparablement clos (ou PAC bornés) de degré d’im-
perfection infini. Dans ces exemples, la non-déviation est donnée en ajoutant une condition
a l'indépendance purement algébrique. Cependant, nous allons voir dans cette annexe que
la démonstration du Théoréme de I’'indépendance s’adapte facilement & ce cadre.

On utilisera les mémes notations que précédemment pour les théories T' et Tj. Afin de
considérer les exemples ci-dessus, la théorie T" est remplacée par le diagramme élémentaire
d’un modele de T' (et I'on augmente Ly et £ par les constantes qui énumeérent ce modéle).

Deux L-sous-structures A et B d’un modéle suffisamment saturé F' de T telles que leur
intersection C' est algébriquement close, seront dites x-indépendantes au-dessus de C' si

AB
C

et la L-sous-structure (A, B) est parfaite et coincide avec (A, B)g N F, ou (A, B)y dénote
la Ly-sous-structure de F' engendrée par A, B. Plus généralement, deux parties X et Y de
F sont x-indépendantes au-dessus d’une structure algébriquement close C si acl(X,C) et
acl(Y, C) le sont. Dans ce cas, on note X [* Y.

Dans le cas des corps séparablement clos (ou plus généralement PAC bornés) de degré
d’imperfection e (avec e dans N U {oco}) et munis des A-fonctions, la propriété (A, B) =
(A, B)o N F équivaut a ce que lextension F' sur le sous-corps engendré par A et B soit
séparable, c’est-a-dire, que FP et le sous-corps A-B engendré par A et B soient linéairement
disjoints sur (A - B)P. En degré d’imperfection fini, cette propriété est toujours vérifiée (car
lon a ajouté au langage des symboles de constantes pour une p-base). De la méme fagon,
pour les paires (K, k) de corps algébriquement clos dans le langage de Delon [14], la propriété
précédente équivaut au fait que k et le corps A - B engendré par A et B soient linéairement
disjoints au-dessus de leur intersection kN (A - B).

Pour la théorie des automorphismes génériques de corps séparablement clos de degré
d’imperfection infini [9], la x-indépendance dans le langage L, » des corps aux différences
munis des fonctions A correspond a la non-déviation |9, Corollary 3.8]. Ceci est également le
cas pour la modele compagne SCFE, . des corps K séparablement clos de caractéristique p
et de degré d’imperfection e avec un endomorphisme o non surjectif, vérifiant que o (K )“lg C
K, dans le langage L, complété par la fonction partielle o~ ! et les fonctions du langage
de Delon pour la paire (K,o(K)) [11, Corollary 4.16].

Dans ces exemples, on vérifie directement que la x-indépendance satisfait la Transitivité,
les Caractéres fini et local et ’'Extension. Nous allons isoler des conditions, qui nous
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semblent naturelles, permettant de vérifier le Théoréme de 1’indépendance de maniére
unifiée. Ainsi, on retrouve le fait que la non-déviation correspond & la description ci-dessus
pour les exemples précédents.

Puisque les A-fonctions relatives sur une somme ou un produit sont des expressions
polynomiales sur les A-fonctions de chaque facteur, on vérifie facilement que les exemples
ci-dessus satisfont I’hypothése suivante :

Hypothése 3*. Si A [* B et A" [* B, avec A" = qftp(A/C), alors
(4, B) = aftp((A, B)/C).

Par la description des types dans la théorie des paires propres de corps algébriquement
clos et dans les corps séparablement clos (ou plus généralement PAC bornés) de degré
d’imperfection infini, I'hypothése suivante est vérifiée :

Hypothése 5*. Etant donné un autre modéle F' de T contenant une sous-structure parfaite
C’" au-dessus d’une sous-structure commune A C FNF' parfaite dans F et F', si tpy(C'/A)
est stationnaire, alors il existe une sous-structure parfaite C' de F' contenant A qui est L-
isomorphe a C' au-dessus de A.

Avec ces hypotheéses, la preuve du théoréme 2.Ils’adapte pour conclure le résultat suivant :

Théoréme 3.7. Si la théorie T satisfait les hypotheses @), @), 3%, @) et (BX) par rapport
a Ty, alors le Théoréme de I'indépendance est vérifié par la x-indépendance dés que les
propriétés de Monotonie, Transitivité et Extension sont valables pour |* au-dessus
de parties algébriquement closes.

De plus, si Ty est une théorie fortement minimale, alors T satisfait le Théoréme de
I’indépendance par rapport a la x-indépendance sur tout ensemble algébriquement clos.

Démonstration. Soit donc une sous-structure élémentaire N de F', deux parties algébrique-
ment closes A et B la contenant et deux parties algébriquement closes C' et D qui ont méme
type sur N et vérifient

C A et D |* B.
N N

Par Extension, nous pouvons supposer que acl(D, B) est x-indépendant de acl(A4, B) sur
B. Par monotonie et transitivité, les sous-structures algébriquement closes A, B et D sont
*-indépendantes sur N (dans le sens précédent). En particulier,

acl(AB) |Y acl(BD),
B

et la sous-structure E engendrée par acl(AB) et acl(BD) est parfaite et coincide avec la
Lo-sous-structure engendrée par acl(AB) et acl(BD).

On vérifie comme auparavant que tpy(E/(AD)) est stationnaire, par I'hypothése () et
la démonstration de la proposition [.12] puisque

acl(A, D) = acly(A, D) N F, acl(B, D) = acly(B, D) N F et acl(A4, B) = acly(A, B) N F.

Puisque



22 THOMAS BLOSSIER ET AMADOR MARTIN-PIZARRO

A*C e A[D,
N N

alors (AD) [= qftp({(AC)/N), par 'hypothése ([B). Cet L-isomorphisme partiel induit un
N-isomorphisme entre F' et un autre modéle suffisamment saturé F; de T tel que acl(AC)
est L-isomorphe avec acly(AD) N Fy, avec tpg, (D/A) = tpp(C/A).

Ainsi, a I'intérieur du modele suffisamment saturé F, on obtient grace a 'hypothese (59
une copie Ey de E sur (AD). Par la remarque [[L.13] les copies de acl(AB) et acl(BD) dans

FE4 sont algébriquement closes dans Fj. Ainsi, la copie By de B correspondante vérifie :

tpp(B/D) = tpg (B1/D) et tpp(B/A) = tpp, (B1/A).
Par saturation, il existe B'D’ dans F tels que tpp(B'D’'/A) = tpp (B1D/A). Puisque
tpp(B'/A) = tpp, (B1/A) = tpr(B/A), on peut supposer que B = B’, ce qui permet de
conclure. H
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