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L’issue de la Bataille des Sexes sous CKR
Léo Gerville-Réache — IMS UMR 5218 — Université de Bordeaux

La Bataille des Sexes (The Battle of the sexes) est un
probléeme de théorie des jeux qui pose la question de la
coordination entre deux agents aux intéréts divergents.

Pour la petite histoire : un couple s'est donné rendez-vous
pour la soirée, mais aucun ne parvient a se souvenir si c'est
pour assister a un match de foot ou aller a I'opéra. Le mari
préférerait aller voir le foot, la femme aimerait aller a
I'opéra. Tous deux préférent cependant aller au méme
endroit plutét que d'étre seuls. S'ils ne peuvent pas
communiquer, ou iront-ils ?

La matrice des gains est la suivante :

usband )
Eﬂ\ Opera | Football

Opera 2.1 0.0
Football 0.0 1.2

Ce jeu possede deux équilibres de Nash en stratégie pure.
Mais les dissymétries de ses équilibres en font des stratégies
inopérantes. Il existe également un équilibre de Nash en
stratégie mixte, symétrique dans le sens ou chaque époux
choisit I'activité qu’il préfére avec méme probabilité. En
stratégie mixte, chaque époux choisit I'activité qu’il préféere
avec une probabilité telle que, quelle que soit la stratégie de
I'autre, son espérance de gain sera constante. En fait, les
probabilités a I'équilibre rendent I'espérance de gain de
chaque époux indépendante de la stratégie de I'autre. Ici,
I’équilibre de Nash en stratégie mixte est celui ou I'époux
choisit le foot avec probabilité 2/3 et I'épouse choisit I'opéra
avec probabilité 2/3. L'espérance de gain de chacun est alors
de 2/3 (voir [1] et [2]).

La question est de comprendre sous quelles hypothéses cet
équilibre mixte sera effectivement atteint ?

Cet équilibre sera Iissue du jeu si chacun des deux époux
doute de la rationalité de I'autre et est incapable de mettre
une loi de probabilité sur les choix possibles de I'autre. En
effet, si I'un, par exemple I'époux, croit que son épouse
choisira I'opéra avec probabilité p. Alors si il croit p>2/3, il
aura intérét a choisir I'opéra avec probabilité 1. Si il croit
p<2/3, il aura intérét a choisir le foot avec probabilité 1.
Enfin, s’il croit p=2/3, sa stratégie sera sans conséquence
(dans le sens ol son espérance de gain sera de 2/3).
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On peut donc affirmer que, si I’époux suppose que sa femme
choisira I'opéra avec probabilité 2/3, il n’aura alors aucune
raison suffisante de choisir le foot avec une probabilité de
précisément 2/3.

Sous I'hypothése de Connaissance Commune de la
Rationalité (CKR), dont on sait qu’elle n’est ni une condition

nécessaire ni une condition suffisante d’atteinte d’un
équilibre de Nash [3], l'issue de ce jeu symétrique est la
solution optimale pour chacun dans I'ensemble des
stratégies symétriques. Pour étre clair, I'issue du jeu sous
CKR est sans rapport avec un quelconque équilibre de Nash
et sans rapport avec une quelconque Pareto-optimalité.

Aussi, I'issue du jeu sous CKC sera la probabilité p (qui est la
probabilité que I'’épouse choisisse I'opéra et également la
probabilité que I'époux choisisse le foot) qui rend maximum
I’espérance de gain de chacun.

Cette espérance vaut 2xp(1-p)+1xp(1-p)= 3xp(1-p) pour les
deux époux et est maximale pour p=1/2. L’espérance de gain
est alors de 3/4.
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Sous CKR, la stratégie optimale de chacun des époux est de
choisir avec équiprobabilité le foot et I'opéra. On
remarquera que I’équilibre corrélé du jeu est que le couple
choisisse avec équiprobabilité le foot et I'opéral

Une version plus réaliste de la bataille des sexes apparait
lorsque I'on suppose qu’en cas de non coordination, chacun
préfere se retrouver dans son activité de prédilection.
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Dans ces nouvelles conditions, I'espérance de gain de chacun
des époux sous CKR sera de :

2p(1-p)+(1-p)p-(1-p)* = (4p-1)(1-p).

Ici, 'espérance de gain est maximale pour p=5/8 et cette
espérance vaut 9/16.
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L'issue dela bataille des sexes sous I’hypothése de
connaissance commune de la rationalité n’est pas un
équilibre de Nash. L’hypothése CKR est un «maitre du jeu».
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