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SUR LA CONTINUITE

HOMOMORPHISMES 1! ALGEBRES

M. EL AZHARI

Bésuné, Neus dennens un théerdme de centimuité autematique (théerdme II.1)
dent 1a démenstratien repsse essentiellement sur la généralisatien de 1la
technique de D0.S5in.Sya. Cerme censéquence, neus ebtenens deur théerdmes de

T.Husain et S.B.Ng (théerime 1 de [2] et théer2me 1 de[3]) .

I. Prél iminaires

Seit E une algdbre sur le cerps ¥ (= R eu ) , en dit seuvent que
E eat une K-algibre. Si B est mmie d'une tepelegle T cempatible avec sa
structure d'espace vecteriel et peur laquelle la miltiplicatien est séparément
centinue, en dit que (E, T ) est une algtbre topelegique.

Une algibre localement convexe (en abrégé a.l.c) est une algibre
topologique munie d'une topologis d'espace localement convexe.

Soit (B, 7 ) une algibre topologique. On dit que (E, T ) est une algibre
localement mltiplicativement convexs (en abrégé a.l.m.c) si T est définie
par une famille {;5‘ )A de semi=-normes d'espace wectoriel vérifiant en outre
B (xy)¢ R (x) B (¥) pour tout A et tous x,y de A,

I1, Résultats,

Théor2me II.1. Soient A,B deuxr TR-espaces vectoriels topologiques, A étant

métrisable et complet, Solent s @ A—A, htB—B deux fonctions tel que

2
# eet continue et s(o) = 0, Considérons Ih=[gE B*:g{hfﬂ]ng{x} pour tout x de B}




{3* dual algébrique de B) et supposons que I, est non vide,
On suppose que P satisfait & la condition
(P) pour toute suite {7,}CB 4 5, £0 4 5,4 0 il existe
TeI, tel que f(rn]ﬁl—arﬂ
alors toute application lindaire T de A dans B telle que T{a(x)) = h(Tx)

pour tout x de A, est continue.

Preuve 1 Supposons que T n'est pas continue, Il existe une suite

{J:n} ny1C A X, —>0 mais Tx —/—> 0. On peut supposer que x £ 0
et Tx # 0 pour tout n3 1. Par hypothdse, i1 existe f€ I tel que
I[Txn]-f—)- 0« On peut construlre 4 partir de la suite {In}n s une suite

{am}m telle que inf f(Ta ) =€>0 .

tas &

a —> 0 ainsi of E']nm} — 0 car 8 est continue,

Posons y = & E"am} pour tout m31 .

Alors f(ry,) = f(n(s(€7'a)))
= f((r( e 'a)))
= (7 E-1nm}}2;1 pour tout m31

On définit gy * .lkn_._} A  pour k30

ED{I:!} = 1}1
g,(byeb,) =0, + sl:b?]
Ek{h-[i"'lbk*i} = El (h11 8]{-1 {bz"‘-'ka-I]}
En utilieant la m&me construction faite dans[ 5] » on peut définir une sous-
i (sk}k.;o B (rm]m;;l

(EH(&"“'EP)J‘Fak eat une sulte de C-I.uﬂhr-

tel que pour touk k3 0




Seit ﬂk = lim Ep—k {Bk'ili.':pj

P00

par définition L {ak""'ip]“k + '(EP.(;-_H)(“}:.;'J"""I;”
On obtient O = % + “(Gkﬂ}

ainsd Te, =Tz, + T{n{ckﬂ:']
On a f(Tak} = £(Tz,) + £(7(s(e,,,)))

= £(Tz) + f(n(Te,,,))

= £(12,) + (£(1c,_))?

214+ f(*l!-almll2 pour tout k30
d'ols f{':'can]; 14 f{Tc1}2

224+ I'{Tug:lg

2
> k + £(Te,)
i.e f(Te,)> k pour tout k30

ce qui eat absurde.

Comme conaéquence , on a 1

Théordme 11,2, Soient A,B deux T-algibres topologiques, A métrisable et
compl2te. On suppose que B satisfait & la condition (D) pour toute sulte
{yn] CB,y, £0, ¥,7> 0 11 éxiste un caractire f de B tel que
ty,)+—>0.

Alors toute application linfaire T § A— B vérifiant T[:E} = II'I':;:I2

IJOHJ." t'ﬂ'ﬂt X ﬂ-“ l... E-t mt-i“'uG|

Preuve. On considére & ¢t A —s A et h:B—> R

x—:g e X

remarquons que f de la condition (D) est dans I,+ On applique alors le
thﬁﬂﬂm II.-‘-




Théortme II.3. Soit A une TR-a.l.m.c. séquentiellement compladte.
Soit B une IR-alghbre topologique satiafaisant & 1a condition (D) du
théordme II.2. Alors toute application lindeire T de A dans B vérifiant -

T{:Ej = (Tx]z. x € A, est bornde,

Preuve. On applique le théorime 11.2 et le théordme de structure de
MeAkkar ([1] ) affirmant que ai A est une a.l.m.c. séquentiellement
compldte, alors A est bornologiquement limite inductive d'a.l.m.c.

5 métrisables et complites,

flemarques 1+ Les théordmes I1.2 et I1.3 sont des améliorations des théortmes
1de[2] et 1de[3] .

2. Dans 1'énoncé du théordme IT.1, on peut remplacer IR par wun
corps archimédien.

5+ T est une R-algibre de Banach, mais [ ne satisfait pas & la
condition (D) car le seul caractire réel de T est 1'application nulle de [
dans IR,

4. On peut remplacer B dans les théordmes IT.2 et II.3 par IR j

c'est une R-algdbre de Banach qui satisfait i 1a condition (n).
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