N

N

Conservation de certaines propriétés a travers un
controle épars d’un opérateur et applications au
projecteur de Leray-Hopf

Cristina Benea, Frédéric Bernicot

» To cite this version:

Cristina Benea, Frédéric Bernicot. Conservation de certaines propriétés a travers un controle épars
d’un opérateur et applications au projecteur de Leray-Hopf. Annales de I'Institut Fourier, 2018, 68
(6), pp.2329-2379. hal-01481134

HAL Id: hal-01481134
https://hal.science/hal-01481134
Submitted on 30 Dec 2020

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-01481134
https://hal.archives-ouvertes.fr

CONSERVATION DE CERTAINES PROPRIETES A TRAVERS UN
CONTROLE EPARS D’UN OPERATEUR ET APPLICATIONS AU
PROJECTEUR DE LERAY-HOPF

CRISTINA BENEA & FREDERIC BERNICOT

RESUME. Nous poursuivons 1’étude d’un contrdle épars d’un opérateur singulier. Plus
précisément nous expliquons comment on peut conserver certaines propriétés de I'opé-
rateur initial & travers un tel controle et décrivons quelques applications : bornitude de
I’adjoint de la transformée de Riesz et du projecteur de Leray. De plus, nous nous intéres-
serons a donner un regard nouveau sur les dominations éparses & travers les oscillations
et les fonctions carrées localisées. Aussi, nous dévoilerons une connexion entre les bons
intervalles de la décomposition éparse et une décomposition atomique.
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2 CRISTINA BENEA & FREDERIC BERNICOT

1. INTRODUCTION

Ce travail a pour but de poursuivre I’étude d’un controle épars d’'un opérateur, et de
comprendre comment on peut conserver certaines propriétés au travers d’'un tel controle.
Rappelons tout d’abord qu’une collection de cubes S := (Q)ges de I'espace Euclidien R"
est dite éparse si il existe une collection d’ensembles majeurs disjoints (voir Definition .
Associé a une telle collection, on peut considérer 'opérateur épars défini par :

15() = o Y (f £ ) 1000 r € L

QeS

L’étude des opérateurs épars a commencé dans [Lerlll [CUMPI12| ou il est démontré que ces
opérateurs vérifient des estimations a poids LP(w) optimales pour des poids de Muckenhoupt
we Ap.

Récemment, ces opérateurs ont connu un trés grand intéret, puisqu’ils permettent d’avoir
une preuve relativement simple du théoréme Ag (Lerner [Lerl0Q, Lerl3al Leri3b| et La-
cey |[Lacl5|) et de nombreux travaux ont contribué au développement de cette approche :
contrdle ponctuel d’un opérateur de Calderén-Zygmund par un opérateur épars, contréle de
différents opérateurs singuliers (transformées de Riesz associées a un semi-groupe [BFP16],
Bochner-Riesz [BBL17], BHT [CDPO16|, opérateurs singuliers homogénes [CACDPO11],
...) & travers une forme bilinéaire (ou trilinéaire) éparse ...

La domination éparse d'un opérateur linéaire T' ou de sa forme bilinéaire Ap = (f, g) —
(T'f,g) s’est révélée utile pour montrer des estimations aux poids optimales : en effet “le
caractere épars laisse de la place au poids pour n’intervenir qu’une seule fois’. Un aspect
important vient aussi de 'opérateur maximal & poids qui est borné sur des espaces LP a
poids de maniére indépendante de la caractéristique du poids.

En général, le mieux qu'on peut espérer pour la forme bilinéaire d’un opérateur de
Calderon-Zygmund, est la domination éparse (dans le sens que la collection S est éparse)
avec des moyennes dans L' :

1) Mmmszéwméwwm

QeS

La philosophie d’'un contréle épars d’un opérateur est la suivante : dominer un opéra-
teur singulier par une représentation géométrique (sur une collection d’intervalles ou cubes
éparse, c’est a dire 'raréfiée’) a laide d’opérateurs élémentaires positifs (localisés a 'échelle
des différents cubes) qui sont facilement estimables (dans le cas ci-dessus, des opérateurs
de moyennes dans L*).

Dans le membre de droite du controle épars, on a une expression qui semble avoir perdu
les propriétés de I'opérateur de Calderéon-Zygmund initial, mais on a une forme bilinéaire
qui implique la bornitude L? — LP de 'opérateur 1" ainsi que des estimations & poids. Dans
ce travail, nous souhaitons comprendre quelles sont les informations supplémentaires que
I’on peut conserver au travers d’un controle épars et nous décrirons plusieurs applications.

Avant d’expliciter les différentes propriétés que nous allons étudier, nous souhaitons moti-
ver I’obtention d’un controle épars, autrement que par I’obtention des estimations & poids :
un opérateur (ou une forme bilinéaire) épars est un opérateur auto-adjoint (positif), qui
vérifie de bonnes estimations (quantifiées) dans des espaces & poids, ainsi que des estima-
tions de type faible L' (ce qu’on peut montrer en utilisant une décomposition de Calderén-
Zygmund (sic!)). Par conséquent, si un opérateur admet un controle épars, alors son adjoint
est de type faible L' (voir Corollaire . Nous appliquerons ce principe dans le cadre des
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transformées de Riesz, fonctionnelles carrés, et projecteur de Leray associés & un opérateur
elliptique du second ordre div(AV-), obtenant de nouvelles estimations de type faible L!
pour ces opérateurs (voir Section .

Estimation éparse et régularité. Les sections [ et [5] sont dédiées a I’étude de

propriétés de régularité, et comment on peut les conserver via un controle épars.
En particulier, nous obtiendrons d’abord une représentation éparse d’un opérateur
de Calderon-Zygmund vérifiant la condition 7(1) = 0 en termes d’oscillation. Ces
oscillations permettent de conserver le caractére T(1) = 0 a I’échelle élémentaire
de la représentation éparse. Une telle amélioration nous permettra de faire quelques
observations sur la composition d’opérateurs de Calderén-Zygmund.
Puis en Section [5] nous nous intéresserons au gradient d'un opérateur de Calderén-
Zygmund régulier, et nous verrons que l'on peut, en un certain sens, commuter
I'opérateur gradient avec la propriété de représentation éparse. Ceci nous permettra
d’en déduire des estimations optimales pour un tel opérateur dans des espaces de
Sobolev a poids.

Estimation éparse pour un multiplicateur de Fourier /Haar via un prin-
cipe de localisation. Le fait qu'un opérateur 7" borné sur L? puisse admettre un
controle épars comme (1)) est un peu surprenant : si on utilise la bornitude L? — L?
de 'opérateur, on obtient

(Tf 9l < 1Dz Nlglls

et si on localise ce résultat, on peut dire que la version localisée sur un cube () de
Ar, est bornée par des moyennes en L?:
1 1
2 Tat. o) < ([ |Pdn) - ([ lgPdz)*-1Q)
Q Q
Mais en effet, I'idée du controle épars est de dire qu’en choisissant les bons cubes sur
lesquels on décompose, on peut avoir des moyennes L!.

Dans la section @ nous allons nous spécialiser & un cadre ou l'opérateur 7' (et

sa forme bilinéaire) peuvent facilement étre localisés. Cette situation est le cas des
multiplicateurs de Fourier, ou de Haar. Nous verrons alors comment peut-on tirer
avantage et conserver la structure fréquentielle de 'opérateur initial a travers une
estimation éparse.
En effet, par exemple si T" admet une représentation simple par des ondelettes, alors
est remplacée par la méme estimation, mais avec des moyennes L? de la fonction
carrée (localisée) de f et de g, respectivement. Aprés, on peut se servir du théo-
réme de John-Nirenberg pour obtenir des moyennes dans L* de la fonction carrée,
chacune d’elles précédée par un ‘sup’ sur une collection d’intervalles (ou cubes) dya-
diques. Avec un temps d’arrét soigneusement construit, on peut a la fin obtenir une
domination éparse, avec des moyennes L' des fonctions f et g.

Dans I'analyse de temps-fréquence, on utilise souvent des structures contenues dans
le plan espace-fréquence, et 'information sur la fonction f est conservée dans deux
quantités : le ‘size’ et I"“energy’. L’énergie concerne plutot 'orthogonalité des paquets
d’onde, et pour un opérateur de Fourier classique, on peut le transformer en ‘size’
(qui est une moyenne maximale en L' ou L"), en localisant sur des bons intervalles.
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Cette idée de transformer les moyennes L? en moyennes L' apparait souvent dans ce
secteur de 'analyse.

De plus, la localisation, comme presentée dans la Proposition [I3] est déja apparue
dans [BM16], ot les auteurs emploient une telle localisation en espace (construite
par un temps d’arrét gouverné par les ensembles de niveau du ‘size’) afin de montrer
des estimations a valeurs vectorielles pour les paraproduits et pour la transformé
bilinéaire de Hilbert BHT'.

Observons que dans le cas le plus facile, d’'un multiplicateur de Haar, la moyenne
L? de la fonction carrée de f correspond exactement & loscillation L? de f, et il
est alors plus évident qu’on doit utiliser le théoréme de John-Nirenberg pour obtenir
I'oscillation L*.

Ces idées sont présentées dans la section [6] Plus précisément, dans la sous-section
[6.1], on expose ces idées pour obtenir une estimation éparse, permettant de retrouver
les estimations & poids dans LP(w) pour p > 1. Dans la sous-section on décrit
comment on peut conserver l'information fréquentielle, a ’aide des fonctions carrées
localisées dans la représentation éparse. Le théoréme de John-Nirenberg, dans la
forme de [MS13|, qu'on peut généraliser pour des espaces & poids (d’une maniére
indépendante du poids), nous permet d’employer n’importe quelle moyenne L?P de
la fonction carrée, avec 0 < p < oo. Par conséquent, en utilisant un temps d’arrét
similaire a celui pour la décomposition atomique éparse, on en déduit alors dans
la sous-section , des estimations dans des espaces de Hardy a poids HP(w) pour
pe (0,1]:

T:HP — HP,  pour tout poids w et pour tout 0 <p <1,

avec une norme indépendante du poids (améliorant ainsi des résultats de Lee,Lin
[LLO2| et Lee,Lin,Yang [LLY05])!

Application a la transformée de Riesz et au projecteur de Leray. La sec-
tion [7]est dédiée a des applications dans le cadre des transformées de Riesz, associées
a un opérateur elliptique sous forme divergence L. = —div AV. Plus précisément,
nous verrons que sous l'’hypothése que cet opérateur génére un semi-groupe, dont
le gradient admet des estimations Gaussiennes ponctuelles, alors la transformée de
Riesz Ry, := VL /2 a un comportement vraiment similaire & celui des opérateurs de
Calderon-Zygmund. En particulier, nous obtiendrons les nouveaux résultats suivants

e L'opérateur dual (Rp)* est de type faible L', ainsi que différentes fonction-
nelles carrées.

e Le projecteur de Leray 7y := Rp(Rr+)* est aussi de type faible L' et admet
des estimations LP(w) & poids optimales si p € (1,00) et HP(w) si p € (0,1].

Lien entre controle épars et oscillation. D’autre part, dans le cadre des fonc-
tions de Haar, on obtient (sous-section une décomposition atomique et simulta-
nément éparse pour une fonction (générique) de 'espace de Hardy H?, 0 < p < 1. Jus-
qu’ici les différentes décompositions atomiques obtenues ne permettaient pas d’avoir
le caractére épars des supports des atomes. Nous 'obtenons par une construction
similaire & celle de la domination éparse, en utilisant un bon temps d’arrét basé sur
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les fonctions carrées localisées, pour prendre en compte les oscillations d’une fonction
de l'espace de Hardy.

Nous finissons par la sous-section [8.2] dans laquelle on décrit une sorte d’'inégalité
de polarisation, du résultat de Fefferman-Stein permettant d’estimer la norme L?
d’une fonction par celle de sa fonction maximale diése. Ce nouveau résultat repose
la aussi sur une gestion optimisée des oscillations, a travers un controle épars.

2. PRELIMINAIRES

Notations. Lors de tout ce travail, on se placera dans R™ muni de sa structure
Euclidienne, mais tout pourrait étre écrit dans un espace homogéne. En effet, les
techniques et outils utilisés reposent sur la structure dyadique et le caractére doublant
de I'espace ambiant.

Avant de faire quelques rappels sur les grilles dyadiques et les collections éparses,
fixons quelques notations, qui seront réguliérement utilisées dans ’ensemble de ’ar-
ticle : pour une boule (cube ou intervalle) de ’espace Euclidien, on note oscp 'oscil-

lation sur B définie par
oscp(f) == (][ f —][ fdx
B B

-1
Si I est un intervalle, un cube ou une boule, on note aussi x(z) := (1 + d(‘r’l)) la

dx) :

o1)
fonction de localisation autour de I.
Les différentes preuves présentées ici auront pour but de construire une collection
éparse de cubes dyadiques, celle-ci sera obtenue via des temps d’arrét. Tout au long du
papier, Js;oer dénotera la collection des intervalles (ou cubes) disponibles au moment
du temps d’arrét. On notera aussi M la fonction maximale de Hardy-Littlewood, et

M, denote sa version LP : M,(f) = (M| f[)"/?.

Grilles dyadiques et collection éparses. Sur R”, associée a un paramétre
a € {0, %, % " on peut considérer la grille dyadique (translatée)
D* = {275 ([0,1]" + m + (-1)*) , k € Z, m € Z"}

et on note D := U,D*. Pour un cube dyadique Q* € D, on note ¢(Q) la longueur
de son coté. Un résultat bien connu est alors que pour tout cube ) de R", il existe
a €{0,%, 2} et un cube Q“ € D* tel que

1303
QCQ™ et Q%) S6LQ).

D’un coté, on doit se réduire aux grilles dyadiques, dont la structure permet une
analyse plus précise. De I'autre, pour ne pas perdre la généralité du probléme, on doit
toujours considérer 'union des 3" grilles dyadiques D := U,D* (afin de pouvoir re-
couvrir toute boule par un cube dyadique équivalent). On essaie de capturer les deux
(la généralité, ainsi que Iaspect pratique de la grille dyadique) dans les définitions
suivantes.
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Définition 1. Une collection S C D est dite n-éparse pour un certain n € (0,1)

si pour tout a € {0, %, %}", on peut trouver une collection d’ensembles mesurables

disjoints (Eg)gesnpe telle que pour tout Q € SN D,
EqCc@Q et |Egl>nlQl

Définition 2. Une collection S C D est dite A-Carleson pour un certain A > 1 si

pour tout a € {0, %, % " et pour tout Q € D on a
> IPI<AQL
PeSND™
PCQ

Remarquons que (contrairement a [LN15]), nos deux définitions de collection éparse
ou de Carleson, sont écrites pour une sous-collection de D (et pas seulement de I'une
des grilles dyadiques D*). Une collection n-éparse peut étre considérée comme 1'union
de 3" collections n-éparses, chacune étant une sous-collection d’une des grilles dya-
diques D*. Il en est de méme pour une collection de Carleson.

Le résultat de [LN15, Lemme 6.3] nous dit que, pour & C D%, ou la grille D*
est fixée, les notions de A-Carleson et (1 //NX)—éparse coincident. Donc on obtient
I’équivalence entre nos notions de Carleson et éparse :

Proposition 3. Une collection S C D est n-éparse si et seulement si elle est n~!-
Carleson.

Cette équivalence nous permet donc d’utiliser simultanément les propriétés 'faciles’
dues a chacune des propriétés (voir [LN15]). Dans la suite, nous appellerons une
collection éparse, si elle est n-éparse avec un parameétre 1 € (0,7y) pour un certain
paramétre 1y < 1 implicite. En particulier, nous avons la remarque suivante (qui
motive notre définition pour des sous-collections de D) :

Remarque. Une union finie de collections éparses est encore une collection éparse.

Pour construire une collection éparse, nous utiliserons le critére suivant (qui est
presque équivalent) :

Proposition 4. Soit S une collection S C D° et n € (0,1) tels que pour tout Q € S,

> 1PI<ulql,

Pechs (Q)

ot chs(Q) représente la collection des descendants directs de QQ dans S, c¢’est a dire les
intervalles mazimauz de S strictement contenus dans Q. Alors S est une collection
n-€éparse.

Réciproquement, une collection n-éparse de D° peut étre écrite comme 'union de
N := N(n,n) sous-collections, chacunes d’entre elles vérifiant le critére ci-dessus.

Démonstration. Le premier énoncé est connu et s’obtient directement en utilisant la
structure dyadique de la grille D°. Nous allons nous concentrer sur la réciproque, qui
est contenue implicitement dans [LN15l section 6.2]. Fixons donc S une collection 7-
éparse de DY. D’apres [LN15|, la collection S ne peut contenir de n-piles anti-Carleson
F de hauteur M, pour un entier M = M (n) assez grand. Ici, une sous-collection F
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de D est appelée une n-pile anti-Carleson de taille M et de sommet Q € D' si Q € F
et

> Q' > Q|
Q'eF, dr(Q,Q")=M

ot dx(Q, Q') est la distance de graphe entre @ et @), c’est a dire le nombre minimal
d’arétes pour relier @, Q" dans le sous graphe dyadique F C D (voir [LNT5, Section

4]).
Considérons donc notre collection initiale S. Elle peut étre décomposée en N =
N (n,n) sous-collections S;, i = 1,.., N de sorte que pour chaque i = 1,.., N et deux

cubes différents Q C Q' € S* alors
ds(Q, Q") = Mdsi(Q,Q') > M.
En particulier, on a alors pour Q € S°
chs: (Q) ={P €S, PCQ, ds:(P,Q)=1}Cc{Pe S, PCQ, ds(P,Q)= M}.

Etant donné que l'on ne peut pas avoir de piles anti-Carleson de hauteur M, cela
signifie que

> IPI<nlQl.

Pechgi(Q)

Ainsi, chaque collection S vérifie bien le critére de la proposition. O

Nous avons aussi la propriété suivante (JLN15, Sections 12-13]) :

Proposition 5. Soit S une collection éparse et p une fonction continue croissante
sur [0, 1] telle que p(0) = 0. Supposons que p vérifie

Z kp(27F) < o0.

k>1

1

loes U existe une collection éparse enlargie S telle

Alors pour toute fonction f,g € L

S 3 (f, ) (f tiae) 100 3 (f 1) (f i) 1

Les constantes implicites sont indépendantes de f,qg et de S et ne dépendent que de
p.

Dans |[LN15|, I'enlargissement de la collection éparse est une union de 3" col-
lections, chacune d’entre elles étant contenues dans une des grilles dyadiques D®.
Comme nous l'avons vu précédemment (Remarque , cette union finie de collection
est encore une collection éparse, en tant que sous-collection de D.
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3. LA PROPRIETE DU TYPE FAIBLE (1,1) ET DE LA BORNITUDE L>*-BMO
3.1. Type faible (1,1) comme conséquence d’un controdle épars.

Proposition 6. Soit T un opérateur linéaire borné sur L*, vérifiant un controle
épars via la forme bilinéaire. Plus précisément, supposons que pour toutes fonctions
(compactement supportées) f, g € L* il existe une collection éparse S telle que

TS (]{2 flir) (]{2 glds) Q.

Qes
Alors T' est de type faible (1,1).

Ce résultat n’est pas nouveau, et on peut trouver une preuve dans [CACDPOIT,
Théoréme E|. Nous allons cependant donner une preuve un peu différente, qui met
en lumiére la connexion avec la décomposition de Calderon-Zygmund.

Démonstration. Nous allons utiliser la caractérisation suivante de I'espace L' ([MS13]
Lemma 2.6, Vol II|) : pour une fonction mesurable ¢ alors ¢ € LY si

®) ol s int [ Jo()]da,
ECR"? E'CE, B
0<|E|<o0 2| E'|>|E|
ou le supremum est pris sur les ensembles E' de mesure finie.
On fixe donc une fonction f € L' N L2 normalisée dans L' (||f]; = 1) et on
souhaite vérifier que T'(f) € L'*. Donc pour tout ensemble mesurable E de mesure

finie, on considére ’ensemble E’ défini par
E :={z€E, M(f)(z)<KI|E|™"},

pour une constante K numérique suffisamment grande. Cet ensemble est majeur
dans E et vérifie 2|E’| > |E|. 1l nous reste alors a estimer

(4) . T f(x)| do = sup (T f, )

ou le supremum est pris sur toutes les fonctions h € L? supportée sur E' avec
|h]lo < 1. Fixons une telle fonction h et utilisons I'hypothése de controle épars. Il
existe donc une collection éparse S telle que

TSy (]{2 flir) (]é plde) Gl

QeS

Supposons que toute la collection éparse soit incluse dans une des grilles dyadiques :
il existe a tel que S C D* (ce qu'il est toujours possible de supposer). Utilisons
maintenant une décomposition de Calderén-Zygmund de | f| € L' au niveau K|E| ™! :
il existe une ’bonne’ fonction g, des cubes @);, et des 'mauvaises’ fonctions b; telles
que

fl=g+ b lglle SIET gl S 1

et b; est supporté dans (); avec une intégrale nulle. En fait, les cubes @); peuvent
étre choisis comme un recouvrement maximal dyadique de l’ensemble de niveau
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{z, M(f)(z) > K|E|™'} de sorte que tous les cubes Q; sont inclus dans (E’)°.
En utilisant la bornitude L? des formes éparses, on obtient que

S (Lote) (f mac) el [ maapaeqy as

Qes
1/2
S llgllallnllz S Clgllsollgl)? 1Alloc £
<1

Pour chaque cube @); fixé, puisque b; est d’intégrale nulle et est supportée sur @);, la
structure dyadique entraine :

2 (]ébidx) (]{2|h!dx) Q= QZ; (égdx) (]éyhydx) Q=0

[
Q QCQ;

car h est supposée étre supportée sur E’ qui ne rencontre pas Q;. A la fin, on obtient
que
(Tf,m] <1

uniformément en h, ce qui entraine (par (4)))
Tf(2)de <1
E/

et donc conclut la preuve de ||Tf| g1~ < 1. O

Remarque. o L’hypothése de la bornitude L? de l'opérateur n’est pas impor-
tante, c’est juste pour donner un cadre et pouvoir évaluer T'(f), pour f € L.

e On observe donc que ’évaluation du type faible L' de lopérateur T, cor-
respond exactement a [’évaluation de [’opérateur sur la ’bonne’ partie de la
décomposition de Calderon-Zygmund.

Le contrdle d'un opérateur linéaire, par une forme bilinéaire éparse permet d’ob-
tenir un controle par une forme auto-adjointe (alors que 'opérateur considéré initia-
lement ne l'est pas forcément), qui implique le type faible L'. On en déduit donc le
corollaire suivant :

Corollaire 7. Soit T' un opérateur linéaire, tel que T admet un contrdle par une
forme bilinéaire éparse. Alors l'opérateur dual T* est de type faible L*.

3.2. Lien entre la propriété éparse d’une collection et BMO.

Proposition 8. Soit (I); une collection d’intervalles dyadiques et ¢ = >, hi, ot

h; sont les fonctions de Haar L>®-normalisées. Alors la collection est éparse si et
seulement si ¢ € BMO

Démonstration. Cette proposition est une conséquence de la caractérisation des fonc-
tions de BMO par des mesures de Carleson et fonctions carrées ([Ste93, Théoréme
3 page 159|). Ou, encore plus direct, on peut utiliser la caractérisation de BMO
avec des ondelettes, comme décrite dans [Mey90] : “les coefficients d’ondelettes d’une
fonction de BM O satisfont les célébres conditions quadratiques de Carleson”.
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En effet, si on emploie les ondelettes de Haar, la condition éparse, qui traduit une
condition d’ordre 1 de Carleson (definition , devient équivalente a ’appartenance
de certaines fonctions ¢ a BMO. Pour une telle fonction ¢, on doit avoir

|(¢, h1)|* = |I|, pour tout I dans la collection éparse.

On peut donc prendre ¢ =), ¢ erhr, pour toute suite (e7); = £1.

4. LA PROPRIETE “T'(1) = 07 ET APPLICATION POUR LA COMPOSITION
D’OPERATEURS

On rappelle qu'un opérateur linéaire borné sur L? est dit de Calderén-Zygmund
si il est associé a un noyau K : R” x R™ — R tel que pour un certain € > 0 et tout

x #y € R" alors
1

K@yl $ -
T

et pour tout z € R"™ avec 2|z| < |z — y|
|2
|K(z + 2,y) — K(z,y)| + |[K(z,y + 2) = K(z,y)| S Ty

Il est maintenant classique que si 7' est un opérateur linéaire de Calderén-Zygmund
alors on peut définir 7'(1) dans BMO (et plus généralement montrer que 7' admet
une extension continue de L dans BMO). L’espace BMO étant défini modulo les
constantes, la condition 7'(1) = 0 € BM O signifie plus exactement que 7'(1) est une
fonction constante.

Proposition 9. Soit T' un opérateur de Calderon-Zygmund vérifiant T(1) = 0 €
BMO. Alors pour toute fonction f € L? il existe une collection éparse S telle que,
pour presque tout x € R"

T(F) @) S Y oscq(f)lq(@).

QeS

L’oscillation oscg(f) est plus précise que la moyenne et encode exactement le
caractére T'(1) = 0. On obtient donc un controéle épars, en préservant cette propriété
a ’échelle élémentaire de la représentation.

Démonstration. Il n’est pas clair comment utiliser la propriété T'(1) = 0 a travers
les plus récentes preuves de Lacey [Lacl5| ou Lerner [Lerl6], qui utilisent un bon’
opérateur maximal tronqué. Nous préférons donc utiliser la preuve initiale de Lerner
[Ler13b| qui repose sur les oscillations locales en moyenne. Rappelons tout d’abord
sa définition : pour ¢ une fonction mesurable sur R™ et une boule B, 'oscillation
locale en moyenne de ¢ sur B au niveau A € (0, 1) est définie par

wr(6:B) i= inf (6 — c)1p)" (\IB))

ou * correspond au réarrangement décroissant. Fixons alors le niveau A suffisamment
petit, en utilisant la formule de Lerner (see [Lerl0]) et [LN15L Theorem 10.2|, pour
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toute fonction f € L? (de sorte que T'f a aussi un sens dans L?) il existe une collection
éparse S = (@) de cubes telle que pour presque tout x, nous avons

Tf(@)] S waTf;Q)Lo(x).
QEeS

De plus, T' étant un opérateur de Calderén-Zygmund, on sait que pour un certain

6 :=9(n,e)
A(TFQ) <Y 277 <]£Q 7] di ) |

£>0

Etant donné que T(1) = 0 € BMO et que loscillation est invariante par les
constantes, on peut soustraire la moyenne et obtenir

THQ)S Y 279 — 4 fdu| dp) .
RCCED (]iQ‘f £ | an)
Par conséquent, il vient
TF@)I <Y D 2 “( ‘f ][fdu‘ du) 1o(x).
>0 Qes 2¢Q

En utilisant que

(]éeQ ’f—]éfdu‘ du) < éoscm(f)

on en déduit

ITf(x)] < Z Z Z 2 %0scorg(flo(z) S Z Z 27" 0scorg(f)1o().

£>0 QES k=0 k>0 QeS

Il nous suffit maintenant d’estimer la double somme par une somme sur une seule
collection éparse. Cette étape est expliquée dans [LN15, Sections 12-13], en utilisant
un temps d’arrét supplémentaire. Il repose uniquement sur le fait que pour une
collection disjointe de boules By, ..., By incluses dans B alors

N N
> Bioses (1) <23 151 (f |~ sau] aw)

< 2|Bloscp(f).
Cette propriété est utilisée pour vérifier que la collection agrandie est bien toujours
éparse. Donc en appliquant cet argument, il existe une collection éparse agrandie S
telle que

Tf(@)] S osco(f)lo():

QeS
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Nous allons maintenant étudier la composition de deux opérateurs de Calderon-
Zygmund, S et T. Par composition des estimations a poids, nous savons que pour
tout p € (1,00) et tout poids w € A, alors

1T 0 S| spn S [w]imette-07

w N v

Nous allons voir comment ces estimations peuvent étre améliorées en fonction d'une
condition du type T'(1) et/ou S*(1) = 0. Tout d’abord, nous observons que pour
améliorer cette estimation, nous avons besoin de comprendre profondément la com-
position en utilisant que les deux opérateurs 1" et S ont des “annulations” qui doivent
intéragir. Plus précisément, pour la composition 7 o S, les interactions entre T' et S*
semblent étre les plus importantes et il est donc naturel de s’intéresser aux condi-
tions 7'(1) = 0 et S*(1) = 0. Ceci a déja été observé dans |[CM97, Section 9| pour
montrer que la composition 70 S est encore un opérateur de Calderén-Zygmund sous
la condition T'(1) = 0 = S*(1).

e Si TS sont deux opérateurs de Calderén-Zygmund, alors ils sont tous les
deux controlés ponctuellement par un opérateur épars. Il est alors facile d’en
déduire que pour tout exposant r € (1,00) nous avons le controle suivant :
pour toutes fonctions f, g € L? il existe une collection éparse S telle que

(oSt gl =15/ T°g)| S 3 (]{2 11 do) " (]{2 ot dc) "l

Qes

En utilisant [BEP16, Proposition 6.4], on obtient que pour tout p € (1, 00),
tout exposant r > 1 tel que r < p < 1’ et tout poids w € A/, N RH ;) alors

«
|T o SHLZHL& S (MAp/r [W]RHW/p)') ’

/— ra M P
piw :,_113}. On peut donc améliorer I’exposant sur la caracté-

ristique du poids, si on s’autorise a perdre un peu sur la classe du poids.

e Dans lautre cas extréme ot on suppose une double condition 7'(1) = 0 et
S*(1) = 0 alors nous savons de [CM97, Section 9| qu’il existe suffisamment
d’interaction de sorte que 70 S est encore un opérateur de Calderéon-Zygmund

et est donc borné ponctuellement par un opérateur épars avec des moyennes
L.

e Interéssons nous maintenant au cas intermédiaire ou nous supposons seule-
ment que T vérifie la condition T'(1) = 0. Alors en utilisant la proposition
précédente avec le fait que pour tout cube @ et tout exposant r € (1, 00)

1/r
0sco(Sf) S (]£Q|f|r> +ing[f]

on peut déduire que T oS admet un controle ponctuel par un opérateur épars
avec des moyennes L". Cette observation permet ainsi d’améliorer le controle



CONTROLE EPARS D’UN OPERATEUR ET APPLICATIONS 13

de la forme bilinéaire de la fagon suivante :

(To st =SET 9SS (][Q 11 do) " (]{2 glde) Q)

Qes

ou l'exposant d’intégrabilité des moyennes de g est maintenant égal & 1. Selon
[BEP16] pour les estimations a poids obtenues par une telle forme bilinéaire,
nous obtenons que 'on peut supprimer la condition de Hélder inverse RH,
dans la classe de poids considérée : pour tout exposant r € (1, p) et tout poids
w € Ay, alors

(6]
IT0 8N zrr S (Wlay,)
1

avec o 1= max{p_T, 1}. Par symeétrie, si S*(1) = 0 alors 'exposant d’intégra-
bilité des moyennes de f peut étre choisi égal a 1.

5. LE CONTROLE PAR LE GRADIENT ET ESTIMATIONS OPTIMALES DANS DES
ESPACES DE SOBOLEV A POIDS

Proposition 10. Soit T un opérateur de Calderon-Zygmund avec un noyau K vé-
rifiant |V K(z,y)| S e —y| "t et |V§,7yK(x,y)| < |z —y|™ 2. Supposons de plus
que

e 7(1) =0 dans BMO
o L'opérateur VT vérifie l'estimation L* suivante :

INT(Hl2 SNV Fll2 Vf e W

Alors pour toute fonction f € W2, il existe une collection éparse S = (Q)ges telle

h ICEDY (]{2 911) 10(0),

Remarque. On observe que :

o Une régularité d’ordre 1 + € sur le noyau est en fait suffisante.

o (lette propriété traduit une certaine commutativité entre la domination éparse
et le gradient dans le cas des opérateurs de Calderon-Zygmund suffisamment
réquliers.

e La preuve que nous allons détailler reprend la preuve de Lerner [Ler13b)|, basée

sur une représentation avec des oscillations locales. Nous la détaillons, pour
voir comment y intégrer le gradient.

Démonstration. Etape 1 : Nous allons d’abord vérifier que l'opérateur V7' vérifie
une estimation de type faible L', plus précisément :

(5) IVT fllLree SV SlLr

Pour cela, nous allons utiliser une décomposition de Calderén-Zygmund pour les
fonctions “gradient”, développée par Auscher dans [Aus07] (voir aussi [Aus08| pour
une explication supplémentaire). La preuve n’est pas originale et a été souvent utilisée



14 CRISTINA BENEA & FREDERIC BERNICOT

dans le cadre de différentes transformées de Riesz. Pour étre complet, nous détaillons
la preuve dans ce contexte. Fixons donc une fonction f € W2 telle que |V f| € L*
ainsi qu'un niveau a > 0. Nous savons qu’il existe une “bonne” fonction g et une
collection de cubes (); vérifiant la propriété de recouvrement borné ainsi que des
fonctions b; € VVO1 ’I(Qi) supportées dans @; telles que

IVlloo S Vgl STV I,

~

S Sa VL et ][Wbimzsa.

k3

On souhaite maintenant estimer
H{z, IVTf| > a}| < {z, [VTg| > o/2} + {z, [VT] > a/2}],

avec b = > b;. Pour le premier ensemble de niveau, on utilise 'hypothése L? pour
déduire que

{z, IVTgl > a/2}] S a2 [VTgl3 S a7Vl S o7 [V [

Pour le second ensemble de niveau, étant donné que U;(2@Q);) a une mesure controllée
par a '[|V f]|1, nous avons seulement & estimer

{z € Mi(2Q,)°, |VTb(z)| > a/2}].

Pour chaque indice i et un point = € (2Q);)¢, on note ¢; (resp. ¢;) le centre (resp. la
longueur du coté) de Q; et alors par la condition T'(1) =0 € BMO, on a

VT(:)(z) = VT (bl- _ ][ | bi> (z)

— VT Kb _ ][ | z%) XZ} (z) + (][ | bi> VT — i) (x)

ou x; est une fonction Lipschitz, égale & 1 sur ();, supportée sur 2Q); et avec un
gradient uniformément borné par ¢;'. Par Pestimation de régularité sur le noyau
(puisque d(x,Q;) ~ |z — ¢;]), on obtient

1

‘VT(bi—][ibi) (x) 5/i biy) ~ b Py—

g' n+1i
5( - ) (5 oscq, (bi)

|z — ¢

f‘ n+1 f- n+1
< | —— |Vbi|dz | S | —— a,
|z — ¢ 0 |z — ¢

dy
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oll nous avons utilisé que b; est supporté sur Q; et l'inégalité de Poincaré L. De
maniére similaire, nous obtenons

(/ | b ) V(1 - )0

<t (]{2 19k =) IVT () (0)

0
S < Vb, dz) |_—1n+1
Qi T r1|

~ \z — ¢l '

En conséquence, pour tout x € N;(2Q);)° nous avons montré que

E‘ n+1
IVTb(x)| < az (m) 5

ce qui est exactement la fonction de Marcinkiewicz associée a la collection (@Q;), qui
vérifie une estimation de type faible L' puisque la collection vérifie la propriété de
recouvrement borné. On conclut donc que

& n+1
{9”’;?('&-+|x—cil) Zl}

ce qui finit la preuve de [{z, |VTf| > a}| S a M|V S|

D1 S oM VL,

Etape 2 : Nous allons maintenant obtenir le contrdle épars de I'opérateur V7.
En utilisant la formule de Lerner (sur les oscillations locales) (on renvoie le lecteur a
la preuve de la Proposition [J] pour les notations), [Ler10] et [LNT5, Theorem 10.2] :
pour toute fonction f € Wh? (de sorte que VT'f a aussi un sens dans L?) il existe
une collection éparse S = (Q))g de cubes telle que pour presque tout z, on a avec un
certain parameétre A

IVTf()| S D wA(VTf:Q)1g().

QeS

Fixons une des boules (), et une fonction Lipschitz xq, égale a 1 sur 2(), supportée
sur 4Q et avec un gradient uniformément borné par £(Q)~*. Alors puisque T(1) =
0€ BMO, on a VT(f)=VT(f1)+ VT(f2) avec

fio= (f—]éf)m o frim (f—]{?f) (- xa).
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En utilisant I'inégalité (b)) sur la premiére fonction f; avec I'inégalité de Poincaré L*,
on obtient que

1

< gl + (f@ v dz)

< (ﬁ@ |Vf|dz) -

Pour la seconde partie, on utilise ¢ le centre du cube (), pour avoir

wA(VT'f2:Q) SIVTf2 = VT f2(¢)| L~ ()-

Pour tout point x € @), on vérifie en utilisant la régularité du noyau K que

VT fo(x) — VT f2(c)] 5/ o) VK (z,y) = VK (c,y)||f(y) — fol dy
ye ¢

< ZQ—J' 2j€1(Q) <]€]Q |f = fal dy)

ol nous avons utilisé 'inégalité de Poincaré L' et la notation fg pour la moyenne de
f sur la boule ). On conclut donc que

ATRQ £ Y2 (£, 19H1).

£>0
d’ou
N OIENEDD (][ v dy) ().
k>0 Qes V2FQ

On obtient le résultat énoncé en utilisant la méthode de [LN15, Sections 12-13|, qui
permet d’estimer la double somme par une seule somme sur une collection éparse. [

Corollaire 11. Soit T' un opérateur comme dans la proposition précédente. Alors
Popérateur T' vérifie des estimations optimales dans des espaces de Sobolev a poids :
pour tout p € (1,00) et tout poids w € A, alors T est continu sur WHP(w) et

max{1l,(p—1 -1
HTle,P(w)_)Wl,p(w) ’S [O)] p {1,(p-1) }
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6. REPRESENTATION DE MULTIPLICATEURS DE FOURIER GENERALISES,
APPLICATIONS A LA BORNITUDE DANS DES ESPACES DE HARDY A POIDS

Dans cette section, nous allons nous intéresser au controle épars d’un opérateur,
admettant une certaine représentation (généralisant le cas des multiplicateurs de
Fourier).

Pour simplifier, nous allons travailler en dimension 1 avec les intervalles dyadiques
D° de R. Tous les résultats s’étendent de facon automatique au cas de la dimension
plus grande avec les cubes dyadiques.

Plus précisément, on considére un opérateur linéaire 7 borné sur L? tel qu’il existe
des coefficients a;(f), indexés par les intervalles dyadiques I € D°; et tel que, pour
toutes fonctions f, g € L?

(T 901 < lar(f)] - lar(g)]-
Ieno

Remarque. On pourrait supposer une décomposition sur ’ensemble des intervalles
dyadiques . Une telle représentation généralise la décomposition en ondelettes d’un
multiplicateur de Fourier, et permet de considérer d’autres types d’opérateurs (voir
section @

De plus on pourrait considérer deux types de coefficients a;(f) et by(g), en supposant
les mémes hypotheses sur les deux collections de coefficients.

Les coefficients a;(f) doivent étre considérés comme une version élémentaire loca-
lisée de 'opérateur T en espace (autour de 'intervalle I) et en fréquence (a 1’échelle
¢(I)71). L’exemple canonique dans cette situation est donné par ar(f) = (f, é1),

ol ¢; est un paquet d’onde : ¢; décroit trés vite loin de I et ¢; est supporté dans

[1/6(1), 2/0(1).
En suivant la terminologie de [MTTO04] ou la présentation de [MSI13| : pour un
intervalle I, on définit le ’size maximal’ par

. 1/2
size 1, f sup<|I|Z|CLJ > :

IClIy

Nous allons faire les deux hypothéses suivantes :

e Condition d’énergie : Pour tout intervalle I

2 M
(6) Z lar(H)IF SIS - X10||2
ICIy
ou M est un entier assez grand.

e Condition de Carleson sur le “size” : pour tout intervalle I

(7) size % sup (Tl ).
ICIy ’[ ’

Remarque. Sia;(f) = |(f, ¢r1)|, la condition (0)) est une conséquence de la bornitude
L? de la fonction carrée

(8) Si,(f (Z s ))1/2'

IClIp




18 CRISTINA BENEA & FREDERIC BERNICOT

Aussi, la condition sur le “size” est une conséquence du théoréme de John-Nirenberg,
car le “size” se comporte comme la norme BMQO. Cela devient plus évident dans le
cas ar(f) = (f,hr) (o (hy); est la base de Haar) : on a alors

S lar0F = S UERDE = (7 = f )10

ICIy ICIy
Ien® Ien®

et par le théoreme de John-Nirenberg,

SUP |]|1/2H ][f 11H2 SUP i H ][f 1IH1

Nous allons tout d’abord obtenir un controle épars classique de 'opérateur 7', par
la forme bilinéaire, ceci permettant d’en déduire des estimations a poids LP(w) et le
type faible L' de I'opérateur T et de son dual T*. Puis dans un second temps, nous
allons montrer comment on peut conserver la structure ’fréquentielle’ (décomposition
en terme de coefficients localisés en espace et en fréquence) a travers un controle
épars. Ceci nous permettra alors d’en déduire et de quantifier de maniére précise des
estimations dans des espaces de Hardy & poids.

6.1. Domination éparse et estimation dans des espaces LP a poids pour
1 <p<oo.

Théoréme 12. Sous les hypothéses @ et , pour toutes fonctions f,g € L? il
existe une collection éparse S telle que

Thol S ( flic) ( glde) Q.

Qes
Les opérateurs T et T* sont de type faible L' et vérifient pour p € (1,00)
[w]max{la(p—l)*l}'

P

1T Lo (@)= Lo @) + 1T o) Lo @) S

Ce théoréme est la conséquence de la Proposition [14] ci-dessous, ainsi que du Co-
rollaire [7] avec la Proposition 5

On considére un modéle de 'opérateur T', pour lequel la forme bilinéaire est donnée
par

No(f,9) =) erar(f)ai(g)

Ied

ou J est une collection finie des intervalles dyadiques, et (e7); est une suite bornée
uniformément (pour simplicité, on suppose que |e;| < 1 pour tout I € J). Les estima-
tions obtenues ne dépenderont pas des coefficients ni de la collection J. On rappelle
que le prototype est celui de la forme bilinéaire Ay(f, g) == >,y €r(f, ¢1)(g, ¢1), ot
les ¢; sont des paquets d’onde L?-normalisées.

Remarque. Etant donné que les fonctions f, g sont fizées dans L? et grice a @,
on a la situation suivante : ou bien (T'f,g) = 0 et il n’y a rien a montrer, ou alors
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il existe une sous collection finie J C D° telle que
1
> lar()] - lar(g) < SITF,9)l-
1eDO\J

Il suffit donc d’estimer seulement As(f,g) ce qui montre que l'on peut bien se res-
treindre a une collection finie d’intervalles.

La propriété la plus importante est le caractére local de la forme bilinéaire. On
commence avec [y un intervalle dyadique fixé, qui n’est pas nécessairement contenu
dans la collection J. On dénote

j([()) = {I c€J:. I1C Io} et j+([0) = j([o) U {I()}
On a alors le résultat suivant :

Proposition 13 (Localisation de la forme bilinéaire).
| Asiro)(f, 9)| S sizer, f - size 9 - | o),

ot le nouveau “size " est défini par

—_—

sizer, [ := sup |]|/|f| ) dx.

JeTt(Ip)

Démonstration. On peut estimer la forme bilinéaire, en appliquant Cauchy-Schwartz,
par

1 51
|AJ(IO)(fug)|§ H( Z la;(f )|2|]I| 1/2H2 Z laz(g |II| 1/2H2

IeJ( 0) IEJ(I
1 1/2 1 1/2
’[ ’1/2H Z Jar( |2’[I‘ Hz 1o ‘1/2H Z |ar(g |2’[I‘ H2'|IO|
1€9(I 191,
S size g (1) f - size gt(15)9 - 1o

Bien que sizeg+(z,) est une quantité dans L?, par John-Nirenberg et la bornitude

L' — LY de la fonction carrée, on peut remplacer sizeg+(j,) par sizeg+(r,), qui

est une quantité dans L'. L’estimation size 5+(10)f S sizegr () f est présentée dans
IMS13, Lemma 2.13|, [MTT04, Lemma 4.2]. O

Remarque. D’une maniere générale, les intervalles Iy qui seront considérés ulté-
rieurement, seront choisis par un temps d’arrét et vérifierons la propriété que

szzeaIO |]|/‘f| XIO

et l'analogue pour g. Autrement dit, le size qui est un supremum sur la collection
J5, est controlé par linformation a Uéchelle de Iy. Dans un tel cas, le size peut-
étre vu comme une fonction maximale My ). Ainsi, le temps d’arrét choisi les bons
intervalles Iy et collections Iy, C I(1y) tels qu’on a, en utilisant la Proposition [13

180y, (£,9)| S inf M, (/)(y) - Inf Mo, (9)(0) - ol
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De fagon similaire au Théoréme [I2] on obtiendra :

Proposition 14. I existe une collection éparse S d’intervalles telle que

ORI (,Q|/\f| ~de)-(ﬁfﬂgwg\->zgdx)-!@\-

QeS

Démonstration. Dans le cas présent, nous allons considérer le critére - Proposition [4]
pour le caractére épars de la collection, avec un parameétre n = %

La collection S sera construite de maniére récursive, de sorte qu’on peut l'écrire
comme S = J, Si. En effet, chaque intervalle () représente un bon support pour
la forme bilinéaire localisée Aj, et il ne doit pas appartenir a la collection J. Pour
chaque ) € S on aura une collection d’intervalles Jg C J(Q) associée telle que

aotr o)l 5 (g [ 11-58a) (i f1o1- <) e

On commence par poser Jgicr := J. On définit la collection Sy (le niveau zéro de
la collection éparse) comme ’ensemble des intervalles maximaux Qo € J, et pour
chacun d’entre eux, on définit Jg, comme la collection d’intervalles I € Jgoek(Qo)
telle que

|f|/‘f' rir< Oy [10Gas g [ labitar < Oy [lobits

Aprés, on réinitialise Jsioer = Istock \ UQoe 50 Jqos et il nous reste a définir les
descendants de chaque Q. Les intervalles I € Jguek(Qo), s'il y en a encore, ils
satisfont une des deux conditions suivantes : soit

i Lt > o [inatae o o [lalaitar > 0 [ ot

L’ensemble des descendants de @, chs(Qo), se compose des intervalles maximaux
@ C Qo qui contiennent au moins un intervalle I € Jg,(Qo) (donc, la moyenne de
|f] - Xg, sur I est trop grande, ou celle de |g| - Xg,), et pour lesquels on a

~M ~M
!Q\/'f'XQd“Cr@!/'f'XQO o \Q|/'Q'XW>O|@1/'9'X%

De cette fagon, chs(Qp) est une collection d’intervalles disjoints, dont I'union est
contenue dans

: M L T T X dx
(o M(|f] xQO)>C|QO|/R|fr Wdrhule s M(lsl-34) > O |/|g| W d.

La bornitude L' — LY de la fonction maximale entraine alors que Z Q] <
QEchs(Qo)
1 . . . .
§\Q0|, si la constante C' est choisie assez grande, ce qui correspond & la condition
“éparse” désirée.
Avant de décrire la construction itérative (k = k + 1), les observations suivantes
sont nécessaires :
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(a) Dans la construction de Sy, chaque Qo est contenu dans Jg,, donc celle-ci
n’est pas vide. Ca ne sera pas toujours le cas pour k > 1 (il est possible que
Jg, = 0), mais ga n’aura aucune conséquence pour le temps d’arrét.

(b) On a s/i}gg%f < m Je If- X&,d et de méme pour g.

Supposons maintenant que S, a été déja définie, et que pour chaque Qg € Sy,
on a une collection éparse des descendants directs chs(Qp), ainsi qu'une collection
Jg, C J. On rappelle que Jsioer, := I\ U U Jk est constitué par les intervalles I € J

j<k K€S;
qui n’ont pas été choisis par le temps d’arrét.

On défini alors Sy41 = Ugyes, {@ : @ € chs(Qo)}, et il reste a définir Jg et chs(Q)
pour chaque @ € Sgi1. On cherche des intervalles I € Jgioe N I(Q) telle que

(11)
1 M 1 M 1 M 1 M
m R|f|'X1 d$§C|Q—| R|f|'Xde et m R’Q"XI dacSC@ R|g|'XQal$~

Il est possible qu’il n’y a pas d’intervalles satisfaisant cette propriété, donc pour
k > 11l peut arriver que Jg = (). Aprés avoir construit la collection Jg, on réinitialise

Istock = Istock \ U Jo.
QESk+1
Les descendants directs chgs(Q) de @ sont des intervalles maximaux P qui contiennent

au moins un I € Jgy0 NI(Q) (pour un tel 7, la condition est fausse), et de plus,
on veut aussi que

i L1 o [ e o g [lalar > oy [ 1ol sar

Comme on I’a déja vu, la bornitude de la fonction maximale implique que > Pechs(Q) |P| <
2|Q]. Si on arrive & avoir Jgioer N I(Q) = 0, alors on choisi chs(Q) = 0.

La procédure s’arrétera aprés un nombre fini d’étapes car la collection initiale J
était finie. Pour chaque I € J il existe un unique @) € U,S; telle que I est contenu
dans Jg : on peut voir qu'il existe un certain @) (qui doit étre choisi par le temps
d’arrét) pour lequel

1 B 1 5 1 B 1 N
m/R\frx%dxgc@/R!f«xgdx et m/R!g!-x%a:gc@/R!gmgdaz.

La propriété ci-dessus est vraie pour () = I, mais ¢a peut étre vrai avec un intervalle
Q) € S dont [ est strictement contenu.
De plus, le processus de sélection implique que pour chaque )y € S, on a

— 1
SIZGJQOf§m4|f| XQOdw et SlZeongN o |/|g| XQo
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Cela permet d’estimer la forme bilinéaire par :

|Afl(fag)‘ S Z Z }AJQ(f’g)‘

k QESk
S Zs/i—igf]@f ' S/i—%—éng ' |Q|
Qes
< (g [ 1154ae) - (5 [1al-3ae) -1
. —_— g 'XQ 1‘ . >
~ 2 \[qQ] Ql
qui correspond a l’estimation éparse de @ 0

6.2. Domination éparse via des fonctions carrées. Pour les multiplicateurs de
Fourier, qui sont plus réguliers que les opérateurs de Calderéon-Zygmund généraux,
on peut montrer une domination éparse avec des fonctions carrées. C’est le but de
cette sous-section, d’obtenir cette estimation plus précises, qui conserve la structure
fréquentielle de 'opérateur initial.

Comme précédemment, on considére la forme bilinéaire modéle :

(12) As(f,9) ZCICLI
Ied

ot J C DY est une collection finie d’intervalles dyadiques, {c;}; est une suite de
nombres complexes uniformément bornés.
On va montrer alors le résultat suivant :

Théoréme 15. Fizons des exposants p,q € (0,00). Pour toutes fonctions f,g € L*
il existe une collection éparse S telle que

1/p 1/q
As(f,9)] < ( |5erpda:) '(Q|5Qg|wx> 10l
QeS

Proposition 16. Si Iy est un intervalle dyadique fixé et st I(1y) :={I € T: 1 C Iy},

alors
lar(f)I* 5 /2 1 lar(g)]?, \'/?
H( Z I|I’ 11) Hp’oo' sup ;H( Z I|I| 11) ||q’oo'|fo|

Ao (£ 9)] S ;
cr reio) [I'|e cr

I€7(Io) 1€3(Io)

I’EJ(I) |I’

pour tous 0 < p,q < 00.

Démonstration. L’'inégalité de Cauchy-Schwartz implique immédiatement 1'estima-

tion
1 a 2 a 1/2
ra (o)l 5 =1 2 =), (2 “Th) I, - 1Qul.
|]0|p 1e1(Io)

| 0| P Ie)

qui entraine la conclusion pour p = ¢ = 2, avec des norme L2. Pour obtenir le cas
général pour tous 0 < p,q < oo, il suffit d’invoquer le lemme de John-Nirenberg,
comme présenté dans [MS13, Section 2.6]. O

Preuve du Théoreme [14. 1 objectif est d’obtenir une collection éparse S d’intervalles
dyadiques qui satisfont les conditions suivantes :
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— pour chaque @) € S, il existe une collection chs(Q) des descendants directs
telle que la condition éparse est vérifiée :

1
Z 1P| < 5\@"
Pechs(Q)

— également, pour chaque () € S il existe une sous-collection Jg C J((Q)) com-
posée par de “bons intervalles” telle que

olfl S orl (2 )l (X R

I€i(Q) \Qlf Iei(Q)

On commence en initialisant Jg;or := J et en choisissant Qg € Jgioer Un intervalle
maximal (ceux-ci forment Sy). La collection Jg, se compose par les intervalles I’ €

jStock(QO) telle que
Jar(f)[> 1 \1/2 Jar(f)[> 1 12

H( Z I’[| 11) ||p— H( Z Im 11) ||p

|Q0 | ? I€9510ck (Qo)

I€dst0ck (I/)

)

et simultanément pour la fonction g

ar(g)]?. \1/2 ar(g)]?. \1/2
) (X R <o (0 AR,

|I/|q ]EJStock(I/) |Q0|q ]EjStock(QO)

Pour chaque Qg € S, on choisit ses descendants parmi les intervalles @ € Jsioer(Qo)
pour lesquels une des conditions ou est fausse, et qui, de plus, sont maxi-
maux. Donc pour un tel intervalle Q) on a

( Z |a[|8ﬁ)|211)1/2\\p>0' 11”< Z |a1|(]j;)|211)1/2‘

|Q| » I1€9510c1(Q) |Q0| g I€510ck(Qo)

p7
ou la condition similaire pour g. Dans les deux cas, l’inégalité au-dessus implique que

inf M (( Z ‘CLI’(TJ].)’]-I)l/Q)(y H( Z %h)l/ﬂb-

€Q
Y I€T5t0ck(Q0) ’QO ’ P I€9510ek(Q0)

Maintenant on peut vérifier la condition éparse : 3 o ooy IQl < 3/Qo|- On note
que chaque () est contenu dans ’ensemble

oo X ) @

I€T5t0ck(Qo)

ou dans I'ensemble correspondant a la fonction g.
On utilise la bornitude LP — LP* de 'opérateur M, et la maximalité des inter-
valles QQ € chg(Qo) pour calculer

DR (A U SR = N I PR D R

Q€echs(Qo) ’QO I1€9500ek(Qo) 1€95100k(Qo)
< C7MQol-

> By )

|Q0|7 IejStock(QO)
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En effet, on doit prendre en considération les intervalles ) € chs(Qo) pour lesquels
la condition est fausse pour la fonction g. En choisissant une constante C' assez
grande, on obtient la condition éparse.

Apreés avoir construit les collections Jg, et chs(Qo), on réinitialise Istock := Istock \
Ugoes,Jg,- D’ici, on réitére la procédure d’une maniére claire pour obtenir une col-
lection éparse S.

Cela permet d’estimer la forme bilinéaire par
(15)

1 Jar(£)? \V? 1 Jar(g)* \'/2

Ma(fl D — (X =) Ul — (X ) -1l

QI 1 QI 1]
QeS I€3(Q) 1€3(Q)
pour tous 0 < p,q < oo. 0

6.3. Application a la bornitude dans des espaces de Hardy H” & poids pour
0 < p < 1. Pour Iy un intervalle, on considére la fonction carrée localisée

1/2
SIO =T > Z ’G[ W) .
ICIy

Pour un poids w € Lj,., on défini 'espace de Hardy a poids H? pour p € (0, 1] par
la norme ||Sf||» et I'espace CMO?, par la norme

I| \1/2
sup IOZ|I |2||>

To W(Io)” ICIo

Ici, on identifie le poids w avec la mesure wdz, pour noter w(l) = [, w(z)dz. Nous
allons montrer I'estimation suivante :

Proposition 17. Sous les hypothéses (6) et (7)), fixzons un exposant p € (0,1], un
poids w et deux fonctions f € HY et g € CMOP. Alors pour toute collection finie J
de cubes

1A (f ) S Mz - [lgllearorns
avec une constante implicite indépendante des fonctions f,g et du poids w.

Démonstration. On suit la méme approche que celle de la sous-section précédente.
On a d’abord une estimation & poids localisée. Si I est un intervalle fixé alors

)2 1]2
A (f 9)] S a a = “la
A (f, 9)] ;I ()] lar(g)] = ;I T \f! | z(g)lw(l)%
0 0
1] 1 1 |I| 1/2
S satl X aOF - ) -—l(wuo)ZmI(f)P—)
ICI, /] B w(lo)? ICIy w(l)
1[ 1
5 Z |ar( oY ||L2 “Nlgllerror - w(lo)?
ICI, | |
1
< su 7 HLz ||9||CMO£ -w(lp)?r.
i, | |

ICI

w(lo)?
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Gréace au théoréme de John-Nirenberg, qui reste vrai méme si on ajoute un poids (la
preuve est identique & celle du Théoréme 2.7 de [MS13|), on obtient

An(f.9) S sup - ~1\\ > las(f) 2|I| N - Nglleasos - w(lo)®.

ICI

Dés qu’on a ces estimations localisées, on peut refaire le méme temps d’arrét pour
obtenir une domination w-éparse (éparse relative a la mesure wdz). En effet, la condi-
tion dans le temps d’arrét pour choisir Jg, est donnée par

17 1 1r
[ ar(F P |y <€ —— I ar(F)P =)
2 IO e = € g I 2 0
Ief]swck I€dst0ck

L (w)’?

avec un r < p qui sera choisi ultérieurement.
L’estimation w-éparse qu’on obtient a la fin est

As(f.9)] (D la m ),

QES 1€lg

@) HgHCMOf, 'W(Q)%'

On fait alors apparaitre 'opérateur maximal a poids M, ,, défini par

MT,wf<I> = (Mw|f|r>1/ra

qui est borné sur LP(w) uniformément en fonction du poids w, car M, est borné sur
LP/"(w) (voir [LN15, Théoréme 15.1] ou [BEP16]).

En utilisant que la collection § est w-éparse, pour chaque () € S on peut trouver
E(Q) C Q telle que w(E(Q)) > sw(Q) et tels que les ensembles {F(Q)}ges sont
deux a deux disjoints. Avec ces observations, on peut estimer la forme bilinéaire par

A0 S int M3 lar( D)) - lalewor - o(EQ)

1€]g

3=

/lM“" Z‘ ar ’2|[’ 5)lp‘“J(ﬂL’)dﬂU)E'HQHCMog

Ielg

5 HSfHLP(w) ) ||9||CMO£~
O

Remarque. On observe que le temps d’arrét qu’on a utilisé est vraiment similaire
a celui qui sera utilisé ultérieurement dans la sous-section [8.1 La condition pour le
temps d’arrét et toujours donnée par une inspection de la moyenne de la fonction
carrée dans L", avec r < p.

D’aprés [LLLO09|, CMO? est l'espace dual de HE, de maniére indépendante du
poids. En fait, les énoncés dans [LLL09| sont décrits avec un poids w € A, car
'espace de Hardy est défini en termes d’une fonction maximale. Si on choisit (comme
c’est le cas ici) la norme de l'espace de Hardy définie en terme de la fonction carrée
alors, les résultats de |[LLL09| décrivent la dualité de maniére indépendante du poids.
On obtient alors le résultat suivant :
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Théoréme 18. Soit T un opérateur vérifiant les hypotheses @ et @ Pour tout
exposant p € (0,1], il existe une constante C = C(T,p) telle que pour tout poids w,
T est continu sur HF, avec

1T gz, S C-
7. APPLICATION A LA TRANSFORMEE DE RIESZ ET AU PROJECTEUR DE LERAY

Sur 'espace Euclidien R", considérons 'opérateur du second ordre L = — div AV,
avec les hypothéses suivantes :

Hypothéses sur L. e Soit A = A(x) une application & valeurs matricielles
complezes, définie sur R™ et vérifiant une condition d’accrétivité (ellipticité)
(16) MEP S RA)EE) and  [(A(2)E, O] < Aal€¢],

pour des constantes numériques A\, Ao > 0 et tout x € R™, £, € R™. On y
associe alors l'opérateur du second ordre défini par

L=Laf:=—div(AV").

On sait que L est un opérateur injectif, sectoriel et mazimal accretif sur L?, et
donc admet un calcul fonctionnel holomorphe borné H*® sur L?. De plus —L
est le générateur d’un semi-groupe (e) w0 sur L2, qui vérifie des estimations
de Davies-Gaffney L*-L? (ainsi que \/te " div ).

e On suppose que le semi-groupe e~** a une représentation intégrale par un

noyau K; tel que ce noyau et son gradient vérifient des estimations Gaus-
siennes ponctuelles : pour tout t > 0,

(17) Ko, )| + VE Vo Ko, y) S |Bla, VE)| e

avec des constantes implicites uniformes ent > 0 et x,y € R™.

_olz=yl?
t

Remarque. Tous les résultats de cette section pourraient étre écrits dans le contexte
d’une variété Riemannienne doublante non-bornée (M, g) munie de son semi-groupe
de la chaleur (e7*2);50 (ot A est Uopérateur positif de Laplace), sous Uhypothése que
le semi-groupe et son gradient admettent une représentation intégrale avec un noyau,
vérifiant des estimations ponctuelles Gaussiennes.

Dans un tel cadre (ou celui d’une variété Riemanienne avec son semi-groupe de
la chaleur), on définit la transformée de Riesz Ry := VL™'/2 et le projecteur de
Leray 71(f) := AVL™'div. Nous allons nous intéresser a I'é¢tude de ces opérateurs
et utiliser les résultats précédents sur le controle épars pour obtenir de nouveaux
résultats sur les bornitudes de ces opérateurs.

Précisons ici que le projecteur de Leray 7y, ou le dual de la transformée de Riesz
R; agissent sur un espace de champs de vecteurs. Pour les espaces de Lebesgue
et un poids w, on doit donc distinguer l'espace LP? = LP(R";R) de fonctions et
LP = LP(R™; R™) I'espace de champs de vecteurs, ot les deux espaces LP sont définis

par la norme /
([ iropsto)
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avec | - | étant le module ou une norme de R™ (selon que f est une fonction ou un
champ de vecteur.
Par simplicité, on gardera la méme notation LP de ces espaces, ainsi par exemple

|7rllzo—re = I7Ll| L2 @nme) - 12 ®0R)-
Pour différentier, nous allons prendre dans cette section, la notation suivante : une
lettre majuscule (resp. minuscule) pour un champ de vecteurs (resp. fonction) et
alors implicitement sa norme LP correspond a l'espace LF = LP(R™; R") (resp. =
12, (R";R)).

7.1. Type faible L' pour le dual de la transformée de Riesz et autres fonc-
tionnelles carrées verticales. Sous les hypothéses faites sur L, les transformées
de Riesz Ry := VL™ '/? et Ry := V(L*)~"/? sont continues sur tous les espaces L”
pour p € (1,00) et sont de type faible L' (voir par exemple [Aus07]). Par dualité, les
opérateurs adjoint R} = (L*)~'/2div et (Rp-)* = L~'/2div (agissant sur les champs
de vecteurs) sont aussi continus sur LP pour p € (1, 00). Sous les conditions ci-dessus,
il est montré dans [BEP16] que les transformées de Riesz admettent un controle épars
sous la forme suivante :

Proposition 19 ([BFP16]). Pour toutes fonctions f,g € L? il existe une collection
éparse S telle que

(R (), )] + [{Re(f |<Z<][ o) (]£Q|g|dx) Q1

QeS
En appliquant le Corollaire [7], on obtient donc le résultat suivant :
Proposition 20. Sous les hypotheses faites sur L, les opérateurs adjoints des trans-
formées de Riesz R} et (Rp+)* sont de type faible L' : pour tout champ de vecteur

Fel!
(L)~ Y2 div F|| p1ee 4+ |[[(L) Y2 div F|pree < ||/ F||1-

On obtient aussi le méme résultat pour les fonctions carré associées :

Proposition 21. Sous les hypotheses faites sur L, on fivze Qi(L) = (tL)Ne™* pour
un certain N > 1/2. Alors les fonctions carré

(/000 Vi 1) it %/ ! (/ooo ViQuL) div()| %)/

sont de type faible L' et bornées sur LP pour p € (1,00).

Démonstration. La bornitude LP pour p € (1,00) est bien connue par dualité. On va
donc se concentrer sur le type faible L, qui est nouveau et nécessite une preuve plus
compliquée. On ne traite par symétrie que le cas de 'opérateur L. On commence
par linéariser la fonctions carré, en utilisant ¢ : [0,1] — [0,1] un bon systéme de
fonctions de Rademacher, on sait que

( /0 N ViQu(r)div(F)| %)m _E, [

[ atoviaum a5

t
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Fixons F' € L' et un ensemble mesurable E arbitraire, de mesure finie et notons £’
le sous-ensemble majeur donné par

E :={zeE, M(F)(z)> K|E|""}

pour une certaine constante numérique K. Alors, on sait que (uniformément en
o ) dt
e:(w)VtQy(L) div(F) "

w € [0,1])
Il

car on peut appliquer la preuve de la Proposition |§] et le fait que [BFP16] s’applique
pour obtenir le contrble épars de 'opérateur dual

(/ T a@VIQUL) div() %) - /Ooo VIV %

0

d S [|F| e

(avec des constantes uniformes en w € [0,1]). En intégrantE] alors par rapport au
parameétre w € [0, 1] et par le théoréme de Fubini, on obtient que

[ e[ et ae) F] a5 i,

ce qui conclut la preuve de

(/ooo ’\/%Qt(L) div(F)‘Q @)1/2

t

S AFlzr
L1,00
de par la caractérisation de la norme L1, 0

7.2. Etude du projecteur de Leray. Associé & un tel opérateur L, on peut consi-
dérer le projecteur de Leray my, défini (formellement) par

7(f) = AVL ' div.

Cet opérateur a été introduit pour 1’étude des équations de Navier-Stokes, puisque
Id — 7, peut étre vu comme le projecteur sur les champs de vecteurs a divergence
nulle. En effet, pour un champ de vecteur F' : R” — R", on a la décomposition

F= G —+ WL(F)
avec G := F — 1 (F) et la propriété n2 = 7. De plus, par définition, on a
div(G) = div(F) — div(m F) =0

ce qui nous permet de décomposer un champ de vecteur F' comme la somme d’un
champ de vecteur & divergence nulle G et d'un champ de vecteur de type 'gradient’
7 (F) (relatif a A).

Remarque. Il est plus naturel d’écrire les choses en termes de métrique perturbée.
Soit B := B(x) une application & valeurs matricielles vérifiant une condition d’ellip-
ticité et définissons A := B*B. On peut alors définir les opérateurs de gradient et de
divergence relatifs a B : Vg := BV et divg := div B*, de sorte que divg Vg = —L4.
Le projecteur de Leray mp, := VBLzl divg permet alors de décomposer un champ de

1. On note ici qu’il est trés important que la construction de I’ensemble majeur E’ soit indépendante du
parameétre w.
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vecteur, comme la somme d’un champ de vecteur a divergence nulle (divg) et d’un
champ de vecteur de type gradient (Vg).

Un tel choiz d’application B correspond a une structure Riemannienne (éventuelle-
ment non réguliére) sur R"™. En effet, il existe une équivalence entre les deuz points
de vue : perturber 'opérateur Laplacien par une telle application B et perturber la
métriqgue Riemannienne sur l'espace Euclidien de maniére quasi-isométrique (pour
plus de détails, voir [Bar96| et [CDO7, Section 4] ).

En définissant la transformée de Riesz Ry, := V.L~™'/2, on observe que
T = ARL (RL*)* .

Donc le projecteur de Leray 7y, est la composition de deux opérateurs singuliers non-
intégraux. Sous les hypothéses précédentes, [BEP16] montre que les transformées de
Riesz Ry et Ry« vérifient les estimations & poids optimales suivantes : pour tout
p € (1,00) et tout poids w € A, alors

1t S |W]21§X{171/(p_1)}-

Rl e + || R

Par dualité (avec le poids dual o := w'?'), on en déduit que

(R Mgy = I1Beell L S

< [w](p’fl)max{lyl/(p’fl)} < [w]zlax{l,l/(pfl)}.

~ ) P

[i—? a1/ -1}

Ay

En composant ces deux estimations, on obtient

[W]Q max{l,l/(p—l)}.

[A IF NS »

La transformée de Riesz est un opérateur qui vérifie R (1) = 0 donc en suivant
la 'philosophie’ de la section [4| (la fin sur la composition d’opérateurs de Calderon-
Zygmund), on doit s’attendre a pouvoir faire intéragir cette cancellation et obtenir
de meilleures estimations pour le projecteur de Leray, en tant que composition de
deux opérateurs singuliers. La proposition suivante montre en effet que méme si les
transformées de Riesz ne sont pas des opérateurs de Calderon-Zygmund, la composée
7y, vérifie bien de meilleures estimations & poids, de maniére analogue & la composi-
tion de deux opérateurs de Calderon-Zygmund vérifiant la condition 7'(1) = 0 (voir
la fin de la section (4]) :

Proposition 22. Sous les hypothéses précédentes, pour tout champs de vecteurs
F,G € L? alors il existe une collection éparse S telle que

). 6 s 3 (f1r1ar) (f61a ) il
Qes Q Q
En conséquence, pour tout p € (1,00) et poids w € A,, on a

1,1/(p—1
Imelligpn Syl @D,

et mp, est de type faible L'.
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Remarque. En appliquant le Théoréme [18, on obtient aussi des estimations du
projecteur de Leray dans des espaces de Hardy a poids.

Dans le cas classique ot A = Id alors L est le Laplacien Euclidien et il est bien
connu que le projecteur de Leray 7 est un multiplicateur de Fourier vérifiant les
conditions de Mikhlin et donc est en particulier un opérateur de Calderén-Zygmund.
Ici, on étend les différentes estimations (type faible L' et estimations LP a poids),
dans le cas ot 7y n’est pas un opérateur de Calderén-Zygmund.

Démonstration. On utilise une formule de reproduction de Calderén, pour obtenir
pour tout champ de vecteur F,G € L?

<n1(pv,g>::/gx<v€@qu+hatth«ﬁn,VGQLﬁ) —tLe dn«fﬁcn>‘f

- / AV (tL)N e div(F), tV (L") Ve " div(A*G)) Cff
0

En particulier pour le choix N = 0, on obtient

(rp(F), g) = /Oo<tAVe_tL div(F), tVe " div(A*G)) a?

2k+1 dt
=Y / (tAVe " div(F), tVe 'F div(A*G)) — e
2k

kEZ

Considérons alors la grille dyadique dans R™
D:={2"([0,1]"+m), k€Z, meZ"},
ce qui permet d’écrire
(m(F), G) S ) ar(F)a;(G)[]
1€D
avec les coefficients définis pour I = 2% ([0, 1]" + j) par

92k+2

1/2
. dt
Mm;(ékuww%m)wut>

22k+2

1/2
% Y R % dt
aI(G) — </2 Htve tL d]V(A G)H%Q(I) 7) .

et

2k

I nous reste alors & vérifier la propriété principale (7)) pour les coefficients a;(F') et
aj(@). Etant donné que les hypothéses sur L sont symétriques et la multiplication
par A* sur les champs de vecteurs laisse invariante les normes et moyennes LP, il
nous suffit de vérifier pour a;(F').

Fixons un intervalle dyadique I, et on souhaite controler sup;, -, size (-, ;) ot

1/2
size (F, I1) := (]I Z|a1 > :
1



CONTROLE EPARS D’UN OPERATEUR ET APPLICATIONS 31

Comme décrit dans [MTT04, Lemma 4.2], cette quantité satisfait une inégalité de
John-Nirenberg et on a

(18) sup size (F,1;) < sup size (F, 1)

I11Clo I:Clo

avec la nouvelle quantité

9111 1/2
size (F, 1) = |1|H< |a1 )P 1]) ]

Ll,oo([l) ’

Examinons alors la fonction carrée apparaissant dans 'expression ci-dessus : pour
tout intervalle Iy C I et tout point z € I3

22k+2
L i dt
>l ) = 3 3 L Ve P2 e T
IChi kezZ
2k <1y Jzkell
—tL 3: 2 dydt
< » |tVe dlv(F)(y)} L

lz—y|SVI<er,
Donc pour une certaine constante numérique x, on en déduit que
9 1 1/2
(D larPPIIT) S Con(F)
ICcIy

ot Cy, y, est la fonction carré conique tronquée, définie par

‘L 2 dydt \1/2
C&[l /%\x Y |tVe le )( )} m) .
f<nll
Ici, ¢, est la longueur du cube I;. Notons aussi C, := C.grn la fonction conique

compléte.
En utilisant le lemme , on en déduit que la fonction carré conique tronquée Cy ;
vérifie 'estimation de type faible suivante :

1
T 7 Cli 1,00 Nﬂ 2 N (f d ) 9
|J’ H ,J( HL (J) % 5t (y)| Yy

o N est un entier fixé (aussi grand que l'on veut). On obtient donc l'estimation
suivante : pour tout cube dyadique I,

(e ) £ 2 (f i) < (g7 [ 1w a).

De (|18)), on conclut que

_ 1
1) S sup (—/IF(y)Ixh<y)Mdy),
LCly ncr, \ 11|

sup size (F, 1)

qui correspond a . On peut donc appliquer les résultats de la section précédente,

Théorémes [12] et [18]. 0
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Lemme 23. La fonction carrée conique tronquée C, ; vérifie l’estimation de type

faible suivante :
1
IG5 2 (1P la)

£>0

Démonstration. On rappelle la définition de la fonction conique

. 2 dydt \1/2
C,.;J //; YIS |tVe le )( )‘ W) .

Vit<kly

En suivant [AR03] (ou [AMROS, Section 7.3| dans un cadre géométrique), on introduit
aussi la fonction maximale non-tangentielle

v (F)(z) = sup
lz—y|<rVt
Vi<rly

Alors par [AR03, Lemma 9] (ou [AMROS8, Section 7.3] dans un cadre géométrique),
la fonction carré conique satisfait une estimation aux “bons-A" par rapport a la
fonction maximale non-tangentielle. Il est bien connu qu’une telle inégalité permet
alors d’avoir 'estimation suivante :

fett div(F) (y)‘ .

‘ ‘ maz

HCR,J( HLl oo (J) ~ ”LLOO(J) ’

En utilisant les hypothéses faites sur le semi-groupe, il est maintenant facile de contro-
ler ponctuellement la fonction maximale non-tangentielle : en effet pour tout z € J
et tout (y,t) tel que |z — y| < v/t < Kl alors, on a

i, )\ Y

( U J) F
r(J)

ol M est la fonction maximale de Hardy-Littlewood. En utilisant le type L!-faible

de M, on en déduit donc
d('7 J) -
1 F
(1+5%7)

s (f, Fwia)

£>0

Ve div(F)(y)| S« M

()

1

HLLoo(J) N |_J| M

‘Mmaz

!
Lteo(J)

ou N est un entier aussi grand que 1'on souhaite (pouvant changer d’une ligne & une
autre). O

8. ESPACE BM (O, MESURES DE CARLESON

Dans |[AHM™02|, les auteurs présentent le lien entre les ‘size’, comme ils sont
utilisés dans 'analyse de temps-fréquence, 'espace BM O, et les mesures de Carleson.
Les mesures de Carleson sont apparues pour la premiére fois dans la décomposition
en couronnes de [Car62], et elles ont joué un role important aussi dans le probléme
de racine carrée de Kato.
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Le ‘size’ est d’habitude un opérateur maximal défini sur des arbres (structure dans
le plan de temps-fréquence). Mais si 'information fréquentielle depend seulement de
la longueur de 'intervalle spatial (dans ce cas-la on dit qu’on a une collection de rang
0), le ’size’ devient un sup aprés des collections d’intervalles, comme défini au début
de section [0} En utilisant des ondelettes de Haar, on peut voir que la norme BMO
et le ’size’ sont vraiment la méme chose... Dans ce méme cadre, nous allons montrer
deux autres propriétés : l'existence d’'une décomposition atomique éparse ainsi que
la domination éparse par des oscillations.

8.1. Une décomposition atomique éparse pour des fonctions de 1’espace
de Hardy. Dans cette section, on montre I'existence d’une décomposition atomique
éparse, dans le cadre spécial des espaces de Hardy associés aux fonctions des Haar.
On considére donc (hy) le systéme de fonctions de Haar (normalisées dans L?) adapté
a la collection dyadique DY. Pour un exposant p € (0, 1] 'espace de Hardy HP est
associé a la quasi-norme LP de la fonction carrée

(19) 5= (X 1l g) "

IeDo
Nous allons montrer le résultat suivant :

Proposition 24. Soit f une fonction appartenant a l’espace de Hardy HP, qu’on
peut écrire comme une combinaison linéaire finie des fonctions de Haar :

f) = (f hi)ha(),

ou J est une collection finie des intervalles dyadiques.ﬂ Alors, il existe une collection
S d’intervalles, une collection de coefficients (cg)ges et des atomes (ag)g associés
a S tels que

e On a une décomposition atomique de
f=2_ cqaq
QeS
e S est une collection éparse
e la décomposition atomique réalise la norme HP, c’est a dire que
> B S
Qes

On rappelle tout d’abord qu'un atome ag est une fonction de L?*(Q)), telle que
f o adz = 0, et avec la normalisation

lagllz < 1@

La nouveauté de ce résultat est d’obtenir une décomposition atomique qui est
simultanément supportée sur une collection éparse. La décomposition atomique pré-
sentée en [AHM™T02| a des propriétés similaires, mais les supports des atomes ne
forment pas une collection éparse.

N

_1
pu

2. On rappelle que ce sous-espace de H? est dense dans HP”.
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Démonstration. Pour simplicité, on suppose que ||.S f]|, = 1 et on veut écrire f comme
11
r) =Y coug(r), ot |agla <|QIF77et > ) S
Qes Qes

On choisi 7 un nombre réel telle que 0 < r < p, et on veut construire (d’une maniére
itérative) une collection éparse S d’intervalles dyadique satisfaisant les propriétés
suivantes :

(i) S= UkZO Sk
(i) Pour chaque @y € Sk, il existe une collection Jg, C J associée a l'intervalle
0, ainsi qu’une collection chs((Q)y) formée par des descendants directs de Q).
q P

(iii) Dailleurs, Sg11 := Up,cs, chs(Qo)-

(iv) La condition éparse est équivalente a Z Q] < %|Q0|.
Qéechs(Qo)
Comme avant, on initialise Jger := J, et on défini Sy comme la collection des
intervalles maximaux :

So :={Qo : Qo € J intervalle maximal}.

Pour chaque Qg € Sy, la collection Jg, se constitue par les intervalles I” € Jgtocr avec
la propriété

1 ,1 1
el 2 W RPE) <€ gl 3 0t ),

IejStock IEJStock
cr ICQo

De l'autre coté, la collection des descendants chs(Qg) se compose des intervalles
dyadiques maximaux @) € Jgiek, avec Q) C )y, pour lesquels

1 1
ho) 2 I 1/2 )2 1 1/2
’Q‘l/r” Ie%mk {f; ) ul ” ]Q |1/7~|| Ie%mk (f; ) m H
cQ ICQo

Ainsi les intervalles des chs(Qp) sont deux a deux disjoints et ils sont contenus dans
I’ensemble

. 1 21] 1/2
{2 M (S0u) > Crm 30 R P ) e}

I€ist0ck
ICQo
Cela permet de montrer la condition éparse :
1 1
> QI o Mo(( 3 1R P)) > O lm( >0 P Ik
QGChS (QO) IEJCSéock IijCSCt?ock
=0 =0
1 1 —r 1
S (Ol 20 1P ) IMe(C 32 10 R P D) )
0 ]EjStock IejStock
I1CQo ICQo

S C_T|Q0|7
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qui est borné par %|Q0| pour une valeur de C' assez grande.

Aprés avoir défini Sy et, pour chaque @)y € Sy, les collections associées Jg, et
Chs(Qo), on réinitialise JStock = jStock \ UQQES@ jQ.

La procédure continue par itération, mais seulement pour un nombre fini de pas,
car la collection initiale des intervalles J est finie.

A la fin, on a une collection éparse S et une décomposition de la fonction f :

ZZ fh[ h[ ZCQCLQ

QeS Ielg Qes

ou

1
cq = 1Q| -

o1
(s Pe) et aqi=cg' Yo7 k(o)

|Q| IEJQ IEJQ

Il n’est pas difficile de vérifier que chaque ag est un atome dans H”, dans le sens
de JAHM™02| (la propriété de cancellation de 'atome ag est impliquée par le fait
que 'atome est engendré par des fonctions de Haar h; avec I C Q). Il reste a vérifier
que ZQG s¢o S 1. On remarque que

> Q—Z(‘Q, (1 z|2|1;| 1)

QeS QEeS
< (s A (S 1AmDET) L)
Qes Q€q |Q| Ielg |I|

Ig@

car Jg contient Q. Grace a I'inégalité de John-Nirenberg, les moyennes L? et L" de
’oscillation sont comparables :

11 1/2 11 1/2
[(f r [(f
2 I 1) e g e (2 kP
ICQ ICQ

Maintenant on utilise les propriétés des collections construites par le temps d’arrét :
chaque intervalle I € Jg est tel que

112

Iejgtock
Icr

(Y« >|2,1;,)”2\

| Q | Iejgtock
IcQ

r?

ou par Jg,,., on dénote la collection des intervalles disponibles au moment du temps
d’arrét ou Jg a été construit. En particulier, Jy est contenue dans € Jg,, ., et en
conséquence, on a

51 17.1/
sup = O KR P, < € o NG 10 m ) L

Q€lq | Ielg I€D®
I1CQ IcQ
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Dans 'expression ci-dessus, D dénote la collection de tous intervalles dyadiques, et
on rappelle la notation Sf(x) pour la fonction carrée “totale” associée :

1; 1 2
= (X W hnE)
|1 \
S
D’autre part, le caractére épars de la collection & implique, pour tout ) € S,

'existence d'un sous-ensemble majeur F(Q) C @ telle que les ensembles { E(Q)}ges
sont deux par deux disjoints. En observant que

11 1/2 .
gl 2 NARPT) LS dpf, M)
€lg
ICQ

on obtient ’estimation

S Y (ut, M) 2B

Qes Ocs \VEP@
< / M, (Sf) (@)Pde < / SF(2)Pde < 1.
R R

Ci-dessus on utilise la bornitude L? de la fonction maximale M,., qui est une consé-
quence de la condition r < p. 0

Remarque. On remarque que les atomes contiennent linformation des paquets
d’onde de la collection Jq, qui a €lé choisie telle que

1 1/2 1 1/2 1, 1/2

2 I 2 1 2
Sl KR F Tl ~ o IO KR L~ 1O 1T o
Iedg Iedo Iedg

ICQ ICQ IEQ

8.2. Une certain regard sur la domination éparse par des oscillations. On
reste toujours dans le cadre de fonctions de Haar, et on considére un multiplicateur
de Haar associe a une collection finie des intervalles J C D° :

Tf(x) =) elf h)hi(x),

IeJ

et sa forme bilinéaire As(f, g) := Zq(f, hi){g,hs). Ici les coefficients a; sont uni-
Ied
formément bornes : |¢;| < 1 pour tous I € J.

Proposition 25. Si T est un multiplicateur de Haar comme défini ci-dessus, et si f
et g sont deuz fonctions dans L?, alors il existe une collection éparse S, dépendant
de f et g, telle que

Mol 9)] € Qes<\Ql INCE ) (i e giir) - al.

Remarque. Dans le cas particulier ou [’opérateur coincide a l’identité, on obtient
pour deuz fonctions f,qg € L?

/R f(2) - glx)de < / M# () - M g(2)da
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Ceci améliore l'inégalité de dualité [Ste93| (16) page 146] et correspond & une version
“volarisée” de I'inégalité L? de Fefferman-Stein [Ste93, Corollary 1, page 154].

Démonstration. On commence par deux observations :

(i) si Fg(x) := ( fQ ) , alors
(O Kfh)P m )= (37 (Fg. h) -#)”Q-

IcQ IcQ

(ii) Si f admet une représentation dans la base de Haar f = Z (f,hr)hy, alors

IeDO
pour tout intervalle dyadique @), on a

Z|fh[ _H Z| fhf |[| 1/2H2 /|f ]{2f|2d$-

IeDP IeDP
I1CQ IcQ

La preuve de la Proposition 25| est toujours fondée sur un temps d’arrét, mais avec
des conditions un peu différentes. On initialise Jgsoer := J €t

So := {Qo € Istoek : Qo maximal par rapport a l'inclusion}.

Pour tout )y € Sp, la collection Jg, est formée d’intervalles dyadiques I" € Jgtock
contenus dans (g, telle que

ﬁH(ZW,h»F-ﬁ(f))l”\hmé(f@—ld o F@ =g ldo et

Icr Qo

S ot ey <ondhe [ - f g

Icr

On note que Qg € Jg, : par Pobservation (i), I'expression a gauche est | SFg, 1,00,
qui est controlée par ||Fp,|/1. La méme observation est vraie pour la fonction g. On
rappelle que S est la fonction carrée compléte introduit en ([19)).

Les descendants de () sont les sous-intervalles maximaux pour lesquels la condition
du temps d’arrét n’est plus vraie. C’est a dire, chs(Qo) est formé par des intervalles
de Jsi0er, contenus dans o, tels que

1;(z) )2
hi)2 - 21T / d
gl 3 1t S > 0 g ,, 14 o
IejStock
1,(x) 1/2 1
(g, hp)]* - = >C - —— —][ dz.
,Q‘II 2, Vohal =) P > € iy [, lo@ = £ alda
I€Tst0ck

Puis on réinitialise Jsiock := Istock \ U Jg, et on redémarre la procédure en choisis-
Qo€ES

sant d’une maniére similaire les collections Jg et chs(Q) pour tout Q € chs(Qg). A

la fin on obtient & := Ug>oSk.
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Il reste & montrer la propriété éparse de la collection S, i.e. pour chaque @y € S,

> el <5l

QGChS(QO)

La définition de la collection chs(Qp) garantit que les intervalles @) € chgs(Qg) sont
deux a deux disjoints et qu’ils sont contenus dans ’ensemble

(20) {wm«i]&awm”%f%< @d/ f fldz}.

ICQo

ol, bien str, dans I'’ensemble définit similairement par g. Ici 'opérateur M,, est la
fonction maximale faible définie par

M(f)(zx) = %ggﬁllf 15,

ou on considére le sup aprés tout boules contenant x. La fonction maximale faible
M, n’agit pas de L' dans L' ([Neu87]), mais sa composition avec un opérateur
de Calderén-Zygmund agit de L' dans LY (|[BKST]).

Par conséquent, la mesure de I'ensemble de est majorée par

( @Nmm@ 30 X P2 20, S €7

ICQo

qui entraine la propriété éparse, en choisissant une constante C' assez grande.
A la fin, pour tout @) € S, on a une sous-collection Jg des intervalles dyadiques et
= | J J¢. Ainsi
Qes
g) :ZEEZ-AJQ(f7g)
Qes

L’estimation locale pour la forme bilinéaire, ainsi que I'inégalité de John-Nirenberg,
impliquée par Proposition

I{f,on* ¢>1 /2 1 (g, o1)*

A . g <supe sup 1 - sup — Q@

Ao (£ 9)] < sup [ed] ‘”ME; ’>”wz@amM§; “10) ")l

I€dq I€3g
1
<sw ol (1o [ 1@ = f flaz) - ([ lotw) f glas).
IEJQ |Q‘ Q Q Q Q

ce qui conclut I'estimation éparse. U
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