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Unification par section de Dirac
Jonot Jean Louis

ABSTRACT. Ce document est la synthése d’une série d’articles décrivant un
procédé d’unmification des équations de Dirac et d’Einstein via les sections
de Dirac. Cette représentation mathématique permettant d’unifier ces deux
équations est obtenue en déterminant quatre matrices de Dirac appartenant a
l’algebre de Clifford
{9 = 29",

définies & partir d’une section de Dirac hermitienne. Si le tenseur de Ricci est
inversible, 'opérateur de Dirac de rang 2 devient un opérateur d’Einstein. Si
ce tenseur n’est pas inversible, 'opérateur de Dirac de rang 2 est un opérateur
de Ricci. Dans les deux situations, cet opérateur permet de décrire I’équation
relativiste d’Einstein a ’aide de 'opérateur de Dirac de rang 2 et le complexifié
de 'opérateur de Dirac de rang 1 qui lui est associé donne ’équation relativiste
de Dirac.

Le probléme de 'existence des métriques de Dirac-Einstein, ou de fagon
plus faible des métriques d’Einstein, reste ouvert. Dans I’hypothése ou ces
métriques n’existent pas, on identifie le tenseur énergie-impulsion «T, au
tenseur symétrique associé & 'opérateur de Dirac de rang 2, en donnant une
représentation de ce tenseur & partir des matrices de Majorana. Ce tenseur
devient un tenseur réel symmétrique que l'on identifie & K7}, .

1. Complexification des sections de Dirac réelles

Soit ¢ = (E (¢),m, W, B) un fibré de Banach réel sur 'univers W [11]. Une
section de Dirac est une section v du fibré (&, ®¢)" ® ¢, ou &y est le dual du fibré
tangent &w = (TW, m, W, RP) [10]. A chaque événement w € W, on associe une
application bilinéaire

v (w) : ToWRE (€) = Euw ()
telle que Vd € T' (T*W) et Vs € T (¢), on ait

V(A @ s) (w) =7 (w) (d(w) @ s(w)),

N

ol
d(w)®s(w): TyW — Ey (€), d(w) @ s(w) () =d(w) (x).s(w), Yo € T, W.
On pose %, la section définie par

v (s)=v(d®s),
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2 JONOT JEAN LOUIS

qui & chaque événement w € W et pour une section fixée d € T (T*W), on ait

(W) By (€) = Bu () v (w) (u) = v (w) (d (w) @ u), Yu € By (¢)
en particulier, pour chaque événement w € W, v (w) € End (E,, (¢)).

DEFINITION 1. La section de Dirac v est bornée si pour toute section

deT (§w),

les endomorphismes v (w) sont bornées pour la structure de Banach induite par B
sur les fibres By, (C) et v est a trace si chaque endomorphisme v® (w) est a trace.

REMARK 1. En dimension finie, toute section de Dirac 7y est bornée et a trace.

Soit (W, ¢) une carte au voisinage de 1’événement w de 'univers W, on suppose
que l'univers est de dimension p > 4 et on note {9, : ¥ =0,1,2,--- ,p — 1}, le local
frame associé & la carte (W, ¢) et {d" : p=0,1,2,--- ,p— 1} le local frame dual
vérifiant

d" (9,) = o4,
A la section de Dirac «, on associe les sections locales d’endomorphismes de
Dirac
’YH:’yd“a M:0,1,2,"' 7p71
qui sont des endomorphismes bornés et a trace, on peut ainsi définir le tenseur de
Poisson local
~H = Trace (v*4") ,
ce tenseur est un tenseur symétrique [4], [5], [6].

REMARK 2. Le tenseur de Poisson choisi est défini a partir de I’équation rel-
ativiste de Dirac, on verra que l’on peut étendre la notion de tenseur de Poisson a
des tenseurs de la forme

~* = Trace (Tr (v")7") ou +"" = Trace (Y*7")

qui permettent de définir des tenseurs réels symétriques dans le cas des sections de
Dirac hermitiennes.

DEFINITION 2. 5% le tenseur de Poisson est métrique, on définit la métrique g
par le tenseur

1
9O 00) = guw> g = 57‘“’,
ou (g") représente la matrice inverse de (guu).

REMARK 3. La métrique g, est indépendante du choiz de la carte.
On peut définir une section de Dirac v par ses sections d’endomorphismes, en
posant
4 = a Y, d=a,d".
Soit V une connexion de Koszul sur le fibré ¢, V : T'(¢) — T'(&y ®¢) ou
& = (T*W,m, W,RP) est le fibré dual du fibré tangent &w de W. On définit

lopérateur de Dirac de rang 1, par
Hy=v®V, H € End (T (¢))

ou

Hy(s) (w) =7 (w) (Vs (w)), Vs €T ({) et Vw € W.



UNIFICATION 3

Le complexifié de l'opérateur Hy, noté H; est défini sur End (I' (¢ ® C)) de la
facon suivante. On se fixe une base de sections locales {e,} sur W, orthogonale et
reduite pour la section des formes quadratiques () associée a g,

g (e, er) =+,

et soit {e”} la base duale. On pose

=17, (1.1)
ot 7¢ est la section locale des endomorphismes de Dirac associée & la 1-forme e”.

LEMMA 1. Si#~y = Trace ((*v) (")) alors
Yy = £pdH”.

PrOOF. On note P = (aZ) la section locale des matrices de passage des sec-
tions locales {0, } a {e,},
ey = azay
et
g (eu’ el/) = O‘;O‘ggar = 6,
en représentation matricielle
TP (gor) P = (£047).
Soit Q = (8%) définie par
e = gL',
alors
6, =e” (en) = aje” (07) = a;, Byd’ (0;) = o, By,
on en déduit que Q = P~1. Ainsi

Moy = BB = pBiBrgTT = £pit.

Les endomorphismes de Dirac sont complexifiés en posant

v v

F=1i("y) si”y=-pet"y=("y) si "y =p,
on étend les sections des endomorphismes de Dirac au complexifié du fibré ¢ en
posant

(=) == @) +i("y)(s) sty =—p
et
F(z2) =) () +i(")(t) sty =p,Ve=s+it e ((®C),
on en déduit une complexification de la section de Dirac v en posant
Fd®z)=X (") (2) sid=\e".
On peut complexifier la connexion de Koszul V de fagon canonique, en posant
V=V+iV,
sous forme de dérivée covariante, on a
Vz(z)=Vx(s) = Vy () +i(Vx (t) + Vy (5))

ouZ=X+iY €T ({w) et z = s+ it € T'({). Avec ces définitions, 'opérateur de
Dirac complexifié de rang 1 est

H =7®V, H € End (T (¢ ®C))
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ol
Hi (2) (w) =7 (w) (Vz (w)),Vz €T ((®C) et Yw € W.
DEFINITION 3. On dira que Uopérateur H, est obtenue par complezification

métrique.

Il existe un autre procédé de complexification et de décomplexification entre
les sections de Dirac hermitiennes et les sections de Dirac réelles qui sera développé
dans les sections suivantes.

2. L’opérateur de Dirac de rang 2

On note A"&y, le fibré des n-formes différentielles sur W, d’espace total
A"T*W et &5/ le fibré des (p, ¢)-tenseurs, p fois covariant et g fois contravariant

, x \®F ®1
d’espace total
TPIW = (QPT*W) ® (RITW).
DEFINITION 4. Le commutateur d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac
{’yd“} est
1 2 n (1) (2) T(n—1) (n)
[vd,vd,---md}= Yoo e oy ooy oy,
T€Perm{1,2,--- ,n}
et lanticommutateur ou crochet de Poisson est défini par,
1 2 n (1) (2) T(n—1) (n)
{,yd,,yd,,..7,yd}: Z N oqd "
T€Perm{1,2,--- ,n}

Quand on parle de symétrisé ou d’antisymétrisé de la famille

{’ydj)j = 13 an}a
on pose respectivement

1 2 n 1 1 2 n
S(Vdﬁda"'ﬁd):—{Vdﬁd,“'ﬁd}
et

1 2 n 1 2 n 1 1 2 n
A(vd % ,~~~,7d):7d AT A AT = [vd v 7"',7d}7

ces définitions interviennent dans la construction des espaces de Fock associé a
lespace des sections d'un fibré de Hilbert [7], [1]. Les extensions de rang n d’une
section v sont les sections 7, de Hom (A& ® ¢, ¢) définies par

B (@A A nd) @) = [y 47 ] (), s €T ()

et on prolonge v, par R-linéarité sur chaque fibre du fibré A&y, ® ¢. Toute con-
nexion de Koszul sur V a une extension

dy ‘T (A" @¢) » T (A" ® (),
dy =V, A%y @ ¢=¢
et
dy (p®@s)=dp®@s+ (—1)" ¢ AVs, ¥ € A&y
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DEFINITION 5. L’opérateur de Dirac de rang n associé a la connexion V et ~
est endomorphisme de T' ()
H, =% ®V,_1 avec V1 = dZ_l o--- odov,
et Hy (8) = vn (Vn-18), Vs € T (().

REMARK 4. 7, est C® (W, R)-linéaire et H, est R-linéaire. On a pour l’opéra-
teur Hy,

V(fs)=df @s+ [Vs ety @V (fs) =¥ (s) + fr@V(s),
en un certain sens, ¥ mesure la "non C>° (W,R)-linéaire” de l'opérateur H;.

Pour n = 2, Popérateur de rang 2 s’écrit Hy = 72 @ RY avec RV = dy ody. On
suppose que ¢ est de dimension finie. Soit W une carte de I'univers W sur laquelle
le fibré tangent &w et le fibré ¢ sont trivialisables. On note, {9,,0 < p <p—1}
le local frame associé & la carte W et {d”,0 < v < p — 1} la base duale. Sur W, il
existe une base locale de sections, notée {e,,0 < a < m —1}, m = dimB. Sur le
fibré ¢, avec les notations précédentes

T2 (@ Ad?) @) = [77 %] (5) =49 (5) = 775" (5).

RY =dY ody
représente la courbure de la connexion V. Sur un ouvert de trivialisation W du
fibré tangent &w de W et du fibré ¢, pour s = s%e, , on a

Vs = (9,s" +s°T5,) d” ® ep,
'8, sont les coefficients de Christoffel de la connexion et
RY (s)=dy (Vs) =dy ((0,s" +s°T%,) d” @ ep)
=d ((9,5" +5°T5,) d) @ eg — ((0us” +5°T%5,) d”) A Veg
= (d(0,5" +5°T5,)) Ad’) ®@eg — ((0,5” +s°TE,) d” AT},d7) @ e,
= (d (0’ +5°Th,) N @ e — (05" +5°TS,) & ATS,d7) @ e
= (0 (90’ +5°T,) = (B + $°T2,) T, ) (@ A ) @ ¢
= (04005 + (8,12, ~T2,TS, ) s7) (@ N ) @,
La section de Dirac y de ¢ a pour représentation locale [5]
v (d” ®eg) =75 ¢€o,

et pour 7* =~%", en posant (7”)% =5", ona
12 RY (5) = (8,005 + (0,12, ~T2,T5, ) s7) 1", 7"] (e5)

Y1 (e) =" () 7es) =27 (V4 eq)
= (V" =) ex

et
2 @ RY (5%€q) = (y/7lk — 1o vk (aﬂaysj + (aurgw - rgﬂrgy) s”‘) en.
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Pour le local frame {0, =0,1,---,p— 1} associé a la carte W, 'opérateur
de dérivation [0, 0,] est identiquement nul, donc

(578" = A7) 0u0us” = D (077" = ") [0, ) 87 =0,
u<v
et si on pose
rf = (V0 =) (%FJ}U - Ffuféy)
alors
Y2 @ RY (5%4) = r¥s7ey.
Pour Vy, e, = Ffmek on a

Vo,Vo,e0 = (1], +Th,I0L) er,

et

(Vo,Va, = Vo,Va,) eq = (1], + Tk, I7, — 0,07, —T5,I],) er
= Ry,.er,
la courbure de la connexion V sur le fibré ¢ est, voir [8] et [10],
RY (8,,0,) (e) = Vo,Va,6 — Vo, Vo, eq
= [V, Vil (es) = B3, 67,

Ry, =01, =0, ,+ Tk T, —Th,T7,

ovp po- vk
= al/r;a - F;krﬁa - (a#FZU - FZkFZU)
= A;uu - Aguu

ou
Ay, =00, —TI%,.
Sur une carte de trivialisation W de &w et ¢, pour U'opérateur de Dirac de rang

2, on peut écrire
72 ® RY (s%ea) = (V776" =4 77") (@Hp — Ffﬁjﬁu) s" ek,
et

Hy (s%a) = (V75" =770 ) AL, 57 ey,

en permutant les indices p et v et en additionnant

1 _
Hy (s%ea) = 5 (796" =21 775") Rl 57 ex
=V Ry s e

_ o, ukpj T
_’Yj ’YSL R’r,uus €k,

la matrice de Hy dans la base de sections locales vérifie

1., k i
h@ D) "] R
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Popérateur Hy n’est pas C°° (W)-linéaire, mais sur chaque fibre cet opérateur est
linéaire. La matrice de Hs (w) dans la base e, (w) est

g (w) = % I (w),~* (w)];€ Réw (w), Vw e W.

THEOREM 1. L’opérateur Ho s’écrit

1
Hy; = ) ['vi'yu] [Vm VU] = ('YV /\'Yu) [V#,V,,] .
Proor. I suffit de remarquer que
j j v 1 v
Ry = Vi, Vil et 9" A" = S 177,71

O

REMARK 5. On peut étendre ces calculs a une section de Dirac complexe.
L’opérateur Hy devient un opérateur compleze.

3. L’équation relativiste d’Einstein

Dans ce qui suit le fibré ¢ est le fibré tangent &w. Sous cette hypothese une
section de Dirac peut s’identifier & un (1, 2)-tenseur

(Ev@Ew)” @ Ew ~ Ey ® Eaz,

la connexion de Koszul est la connexion de Levi-Civita associée au tenseur métrique
guv- On peut écrire la matrice de I'opérateur Hy dans le local frame en fonction
des matrices de spin et des matrices de courbure sous la forme

. ov ] - v i v
M{a,,} (H2> = 2§ HRU,UJ (Ru,u)i = Rgtl/p, VJ,VO& et S" = Z [7 7/7“] (31)

SYF représentent les matrices de spin associées a la section de Dirac . L’équation

3.1 se met sous la forme hJ = 75”7? TRZ)W, par abaissant de 'indice o on obtient

7 HT D7 v rvo
hUP - FY(TT,Yj Rppz/ avec 707’ - gda’YT 9

ce tenseur se décompose en un tenseur symétrique

1 1 v T v T DJ
Sop = 5 (hop +hpo) = 5 (7] By + 757 Ri)

et un tenseur antisymétrique

1 1 . -
AUP = 5 (h’UP - hPU) = 5 (FYZT’Y]HTR%LW - ’YpVTry;ATRguu) :
PROPOSITION 1. Si la condition de Dirac {v",y"} = 2¢g"*14 est vérifiée alors

gU'U‘RVH = 04.

On fait ’hypothese que le tenseur symétrique S, est proportionnel au tenseur
énergie-impulsion alors on peut définir la notion d’équation généralisée relativiste
sous la forme

_ 8nG

Sop = KTGp, k= -

(3.2)

DEFINITION 6. L’opérateur Ha est un opérateur de Ricci si Ss, s’identifie
au tenseur Ro, et lopérateur Ho est un opérateur d’Finstein d’ordre A si Sy,
s’identifie au tenseur Rop 4+ Agop, 0U A est une C'*°-application définie dans une
carte de trivialisation, Ry, est le tenseur de Ricci et go, est le tenseur métrique.
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La relation 3.2 est motivée par les théoremes suivants.
THEOREM 2. Si les matrices de Dirac {v"} vérifient
72NN 75 I vy VuUNo _ opsSV OV SH
[V =H, (RS = g7M6) — g7vdy,
alors Uopérateur Ho est un opérateur de Ricci.

PROOF. On a

o 1 v a i 1 ou v ov i
ho = 9 V"M y B = ) (97107 — g 57) Riy

1 . 1 .
= 5970 Ry — 597707 R

T By
= 3970 Bt 507 0 B

= g°13YR)

oo =97 Ry = 97" Rpy = R7,

277
et par abaissement d’indice
hop = Rgp.
O

DEFINITION 7. Le tenseur de Ricci Ry, est inversible s’il existe un tenseur TH”
tel que

THTR;, = 6% ou R,;TTH = §b.
REMARK 6. Le tenseur TH™ est unique si il eziste.
LEMMA 2. Si Ry, est inversible alors il existe un unique tenseur €°* tel que
" Ryup =gy . (3.3)
PROOF. On pose R = (RA), RE = Ry, et £ = (£7), £ = 7 alors 3.3 s’écrit
ER =G avec G = (gg) ,
le tenseur R,,, est inversible si et seulement si R est inversible donc
E=GR,

le tenseur €7* existe et est unique. (I

THEOREM 3. Si le tenseur de Ricci R, est inversible, on note G'*(X) la
matrice définie par
(@ ()] = (g7 + A1) 87 — (g™ + Xe™) o,

et on fait ’hypothése que les endomorphismes de Dirac associés a v vérifient
[y, 7] =G (N)
alors le tenseur Hy est un opérateur d’Einstein d’ordre A. En particulier, pour
1
A= fiR + A,
ou R est la courbure scalaire, I’équation relativiste d’Finstein s’écrit

hop = K1g, ou Hy = KT'.
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PROOF. On a

(e 1 (e g ov ov
he =< A" R, = 5(( H NeTR) Y — (g7 + Ae”V) 8 ) RD,,,,

(e (on 1% 1 ov ov
(97" + A7) 65 wa# 2(g + de )5“wa“

v 1 ov ov
= S (g7 F AT 8 R) + 5 (7 AT IR,
= (9" + Ae") YR,
= g7FOY RS, + AeHSY RS, =

=Ry + Agy .

N RN~ DN

= 97" Rpp + A" Ry,

par abaissement de l'indice o,
hop = Rop + Agop-
Si\= ——R—|— A, alors
ho’p = Ga’p + Agopa
ou G, est le tenseur d’Einstein, A la constante cosmologique et
hop = KT5p.

O

DEFINITION 8. La métrique g est une métrique de Ricci si et seulement si on

[V, "] = H"™. (3.4)
DEFINITION 9. Une A-métrique d’Einstein est une métrique pour laquelle
V", = 6" (A). (3.5)

REMARK 7. L’existence des métriques de Ricci et d’Finstein reste un probléeme
ouvert.

On a identifié les sections par leurs représentations matricielles locales données
dans le local frame.

Si il existe une métrique de Ricci dans I'univers ou une métrique d’Einstein alors
on peut unifier les équations relativistes d’Einstein et de Dirac, sinon on donne une
forme généralisée de I’équation d’Einstein 3.2, a partir de la base de Majorana

0, o2 io3, O 0, —o?

0 _ 2 P 1 _ P 2 2 2 P

T™m = < 012) 0, > y YTm = < 0, 20133 ) T = ( 0123 0, > ) (3-6)
—iol (@) o2

7?\/1 = ( OQP 71;113 ) ’ 7]5\/1 = ( r )

L0001 o [0 —i s (10
O’P—(l 0)’013_(1' O)Gtap— 0 —1 (3.7)

sont les matrices de Pauli [2]. On procede de la fagon suivante, & partir du local
frame {0, } associé a une carte, on construit par le procédé d’orthogonalisation de
Gramm-Schmit, une base de sections locales {e, } orthogonale et réduite pour g. On
note g, la section des endomorphismes de passage de {0, } & {e,}. En réindexant,

gep,ep) =—1sip=0,g(epen) =1sip=123et g(eue,)=0sip#v,
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et on fait 'hypotheése que les sections des endomorphismes de Dirac #~ définis en
1.1 ont pour matrices v, dans le local frame {9, }, définies en 3.6. Sous cette
hypothese, on a la représentation de Majorana lorsque le local frame est une base
orthogonale et réduite pour g, c’est-a-dire, lorsque 'univers est localement un espace
de Minkowski. Comme précédemment, on note P = (aﬁ) la section locale des
matrices de passage des sections locales {0, } a {e,}, on a e, = o]0, P est la
représentation matricielle de 6 dans les bases de sections locales respectivement

{0} et {eu} et

g (eua el/) = O‘Laggtﬂ' = ié#u;
en représentation matricielle
TP (gor) P = (£5"),

et on rappelle que si Q = (BY) est définie par

el/ — /B‘I.r/d‘l'
alors @ = P~'. Ainsi les représentations matricielles de v* dans le local frame {9, }
sont données par

oy, o eR

ces sections d’endomorphismes sont des sections d’endomorphismes a représentation

matricielle en imaginaires purs. Ainsi le tenseur

— AV AHT DRI
hUP*ryaT’Yj Rppl/

est un tenseur réel. La représentation matricielle de la section des opérateurs Hy
dans le local frame s’écrit

avec,

oo [Yar, Vil Ryuws 1a somme se fait pour v <
(0) —20t 21 (0)
0 17 _ 2 P 0 .2 2 2
[’YMa ’YM} - < 720_113 O2 > ) [’7]\/15 ’YM] < O2 7212 ) )
(0] —20% 0, 20}
0 37_ 2 P 1,27 _ 2 P
[’YMa’YM} - ( 720_% O2 ) ) [IYIV[a’YM] - ( 20_113 O2 ) )
2ic%, O 0, 203
1 37 — P 2 2 371 _ 2 P
[’YMa ’YM} - ( O2 2710_123 ) ) [ M>» 71\/[] - ( 20_‘13,3 O2 ) .
Sous forme tensorielle, I’équation généralisée s’écrit

L T n S —
a’l'a’!] [71\/[’7]\/[]0@ RP,U.V - K‘To'p; v < ,U/

ou T,,, est le tenseur énergie-impulsion. Si le tenseur

(25T B | N
OéTOén [7]\/17 FYJ\/I]O—g Rppl/

n’est pas symétrique, on prend le symétrisé

VW [AT Ul N vV B [~T n S —
aran [IVIV[’ ’71V[]gg Rp;w + aran h/IV[’ /yIV[]pg Ra;w - 2"{TUP

Vol MTT RS VAl MTTRS =
et aioy MR, +ofog MR, = KT,

ot M7 = 3 (Vi Vidloe aVeC [Vir Virloe = Yoo Vo Vile -
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REMARK 8. Tous les calculs sont développés a partir de deux hypotheses. La
premiére hypothése est que le symétrisé du tenseur hs, associ€ au tenseur défini
par Uopérateur de Dirac de rang 2 est proportionnel au tenseur énergie-impulsion
et la deuxiéme hypothése affirme que dans une base de sections locales orthogonale
et réduite pour la métrique g, les sections des endomorphismes de Dirac ont pour
représentation matricielle la représentation de Majorana. Sous ces hypothéses peut-
on donner un sens physique au tenseur antisymétrique

VOBA[TTRS _ oVl MTTRS 2
ozToanangW ozToanpg RUW.

4. L’équation relativiste de Dirac

On suppose que le fibré ( est complexe, v est une section de Dirac et V
une connexion de Koszul complexe [10]. On s’intéresse a la représentation lo-
cale de l'opérateur H; = v ® V, dans une carte de trivialisation W de &w et
¢. On pose v57 = (7”)2 les coefficients de la matrice de 4 dans le local frame
{€a,0 < a < p—1} associé a la carte de trivialisation de (. Les fonctions locales
'8, sont les symboles de Christoffel de la connexion V. Dans une base de sections
locales {eq : @« =0,1,--- ,p— 1}, on pose si s = s%e,,

Veoa =T ,d" @ ep

ou L, (s) = L, (s%) eq, L, est la dérivée de Lie le long du champ 9, et la matrice
de V'opérateur de Christoffel I', dans le local frame est (Fu)’g = T8, Avec ces
notations, 'opérateur Hy s’écrit,

THEOREM 4. L’opérateur de Dirac Hy est
Hl = ’YVDV7

¥ sont les quatre endomorphismes de Dirac définies par le ”local frame” ou D, =
L, +T,.

On se place sur le fibré tangent ¢ = &w. Pour construire I’équation relativiste
de Dirac, on part d’une section de Dirac réelle et de la connexion de Levi-Civita
associée au tenseur métrique défini par le tenseur de Poisson v#”. On complexifie
l'opérateur de Dirac Hy par le procédé décrit plus haut, cet opérateur s’écrit

H, =%"D,, D, =L, +T, (4.1)

avec L, (Z) = L, (Z%) 0n, Ly (Z%) = L, (X*) +4iL, (YY) o0 Z = Z“0, avec
Z% = X*4+iY“ et L, est la dérivée de Lie le long du champ 9,. L’opérateur I, a
pour matrice (Fu)’g =T%, oun

V0o =V =18 d" ® g,

les endomorphismes 7" sont les endomorphismes associés a la section de Dirac 7
complexifiée de ~.

REMARK 9. Dans cette situation, les sections locales de ¢ sont les sections
locales de &w @ C, c’est-a-dire, les champs locauz complezes de univers W.

Lopérateur de Christoffel I',, défini sur les sections réelles de (& @ Ew)" @&w
s’étend aux sections complexes, ainsi que l’opérateur de Lie s’étend auxr champs
complexes.
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L’équation relativiste de Dirac est donnée par
H\(Z) = )2, Z € Tw (¢w ® C),

oll A est une fonction propre locale de H; définie sur W cela signifie, puisque H;
est C-linéaire et que Vw € W, Z (w) € E, (éw ® C) est un vecteur propre pour
I'endomorphisme H; (w) de E,, (éw ® C). Dans le local frame 1’équation de Dirac
s’écrit

57 (0,27 + Z°TS,) = A\Z27,0< 0 < 3, (4.2)
ainsi les champs locaux propres de H; ont une densité de masse \, on peut ainsi
quantifier les densités de masse d’un champ propre.

REMARK 10. Si le tenseur de Poisson associ€ a vy définit une métrique pseudo-
riemannienne alors

H (Z2)=H, (X)+iH, (Y), Z= X +1iY,
Vopérateur H, est Uextension naturelle de Uopérateur Hy aux champs complezes.

Si on se place sur un univers parallélisable, le fibré tangent est trivial, ainsi que
le complexifié. Les sections de ce fibré sont formées des C°°-applications de W a
valeurs dans C%. On se fixe une carte W de W, de local frame {9, }. L’équation
de Dirac s’écrit [3]

imc

'Yga;ﬂ/) = - h 1/}5 1/} € c= (VV, C4) ’
olt
I (0) 0) ol
0 __ 2 2 o 2 P N _
YD = ( c)2 _12 >77D ( _O_IL; c)2 ) Ou,ufla2a3 (43)

et o sont les matrices de Pauli définies en 3.7. Ces matrices ont pour tenseur de
Poisson associé

A0 =4, y* = 4 pour p=1,2, 3 et ¥*¥ =0 pour pu # v

la métrique associée sur la carte est une métrique de Minskowski. La question
que 'on peut se poser est de savoir si on peut écrire opérateur v¥d, comme le
complexifié d’un opérateur de Dirac réel de rang 1, dont la métrique locale est une
métrique de Minkowski. On doit trouver quatre matrices réelles {§”} telles que

Y = A,

Les coefficients de Christoffel associés a cette métrique sont nuls, le complexifié
s’écrit en utilisant 4.1

5 = (9L, = (9) 0,
et #§ = 4, en particulier
ot = —iyl et 63 = —in3,

Popérateur de Dirac complexifié associé a la section de Dirac v définie par les
matrices gamma est

Hy =~ +iv'01 + 7202 + i7y30s, (4.4)
si on pose {3#} la base de champs locaux complexes sur W par

50260,51 :i61,52 262 et 53263



UNIFICATION 13

I'opérateur complexifié H; s’écrit
El = ")/‘ug#.
5. Unification par section de Dirac hermitienne

DEFINITION 10. Une section de Dirac hermitienne est une section du fibré
(G ®Cc)" ® (e siVd € Exy v¢ est hermitien.

Cette définition a un sens car le fibré &y, est réel et on a
Tr,Y/\,,d" — Tr (Ayfyd") — )\’Er,},d” — AUTr,.yd" —_ )\u')/dy _ ,qud".

Soit g une métrique de signature (—,+,+,+) et W une carte de trivialisation
de &w, le local frame et son dual sont notés {d,} et {d”}. On pose

Juv =9 (a;u au) s
et soit {e, } une base de sections locales réduites et orthogonales pour g, {e”} est la
base duale de {e, }. Les procédés d’orthogonalisation de Gramm-Schmit étant C'°,
la base de sections locales {e, } existe. On définit une section de Dirac hermitienne
7, en posant

Mia (Weu) = D>
ou ~vp sont les matrices de Dirac définies en 4.3. Cette représentation est la
représentation de Dirac. Avec les notations précédentes, soit P = (a,’j) la sec-
tion locale des matrices de passage de {9,} & {e,} et @ = P~! = (8
représentation matricielle de 4* = y%" dans le local frame {9,,} est

174

u) alors la

oZvp, o € R
l'opérateur de rang 1 dans le local frame s’écrit
Hy = oyp (L +1) (5.1)
et I’équation locale des champs complexes s’écrit
% (L +14) (2) = AZ,

ol A est une fonction propre de H; définie localement sur la carte de trivialisation
W. La section locale de Dirac définie par
Y(d® Z)=+"(Z),d” €T (&)

est une section de Dirac locale hermitienne. On se fixe une section de Dirac hermi-
tienne -, métrisable. La métrique induite localement par le tenseur de Poisson ~*
est indépendante du choix de la carte de trivialisation choisie. L’opérateur de Dirac
H; de rang 1 s’écrit dans une carte de trivialisation sous la forme 5.1. Pour une
carte de trivialisation, le local frame {0} est une base de champs locaux complexes

du fibré & ® C. La section des matrices de ¥¢ dans cette base est une section de
matrices hermitiennes [10]

Mo,y (v1) = A?+iB?, AY, B € M4 (R)

donc, A% est symétrique et BY est antisymétrique. La section de Dirac réelle 'yﬂfé
dont la matrice dans le local frame {9, } est

Mo,y (1) = AY + B

est la décomplexification de ~.
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LEMMA 3. L’application yr ne dépend que de la section hermitienne vy et
Uapplication
YR
est un isomorphisme des sections de Dirac hermitiennes sur les sections de Dirac
réelles.

PROOF. On pose 7% (X) = v (X +i0), o est le champ nul, on vérifie que
7% (X) = Rey? (X) + Im7? (X) (5.2)
avec
Y(Z) =79 (X) + 5 (V) s Z = X +iY €T (6w @ C), d € T (&)
et
d(7) — RoAd ot ad . ~d ~d
7' (Z) =Re7* (X) —Im75* (V) + i (Re7* (V) + Im7* (X)) .
On note A% = Mya,y (Re ?d) et B¢ = Mya,y (Im ﬁd), la matrice
Mo,y (v1) =AY +iB?, A%, B € M4 (R)
car
“(0u) = Req? (9,) +iIm7? (9,
Y4 (Ou) = Req® (9y) + i ImA* (),
AT +iBd = (T AY) —i ("BY) = A* +iB?
donc A4 = A? et ™B? = —B?. L’endomorphisme symétrique Re7¢ et Im~?
I’endomorphisme antisymétrique forment la décomposition d’un unique endomor-

phisme vérifiant 5.2. O

DEFINITION 11. Le passage de v a yr est une décomplexification, le passage de
YR G 7y est une complexification.

REMARK 11. On parlera de complexification hermitienne pour la distinguer de
la complexification métrique.

La section de Dirac réelle yg définie un opérateur de Dirac de rang 2, noté
Hy = ('Y]R)Q ® RY

oi RV est la courbure de la connexion de Levi-Civita associée & la métrique g.
Dans le local frame {0, } associé a une carte de trivialisation de {&w, la matrice de
Hs est
o __ VO, MUT DJ
hp =77 RHVP’

si

vyl = H™, (H)] = g71) — g7vo) (5.3)
alors Hs est un opérateur de Ricci et si le tenseur de Ricci est inversible, Hy est un
opérateur d’Einstein d’ordre \ si

[ vl = G (N), (G (V)] = (97" + A7) 67 = (977 + A7) o5 (5.4)

Le probleme d’unification par section hermitienne peut s’énoncer comme suit.
On se fixe une matrice réelle symétrique inversible de signature (4, —, —, —), notée
(9uv) € M4 (R), de matrice inverse (g"”) et A € R. Existe-t-il quatre matrices
hermitiennes
MY =A"+iB", v=0,1,2,3
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telles que si on note N¥ = AY 4+ BY, les matrices décomplexifiées associées aux
matrices MY,

{MU,M'U‘} = 291/“14 et [NU,N’M] = guu ()\),

si la réponse est affirmative, on peut unifier par section de Dirac hermitienne. Si la
réponse est négative, on est amené a unifier par paires de sections compatibles.

6. Les paires de sections compatibles

On se fixe deux sections de Dirac réelles ou complexes v et ¢ métrisables. On
sait que les métriques induites sur 'univers W, par ces sections métrisables, sont
idépendantes du choix de la carte choisie [5].

DEFINITION 12. La paire de sections de Dirac (v, 0) est compatible si et seule-
ment si, les métriques qu’elles définissent, sont les mémes. De facon plus générale,
la paire (7, 0) est isométriquement compatible si l'univers muni de la métrique in-
duite par v est isométrique a 'univers muni de la métrique induite par o.

Dans ce qui suit, v est une section de Dirac complexe et o est une section de
Dirac réelle. Le théoreme d’unification par paire s’écrit comme suit. On se fixe une
carte de trivialisation W de W et le local frame {0, } qui lui est associé. On note
{7v*} et {0*} les sections locales d’endomorphismes de Dirac qui sont associées &
et a g respectivement. Le tenseur métrique s’écrit g,,, avec

4g"" = Trace (y"~") = Trace (0" 0")

on suppose que cette métrique est une métrique Lorentzienne de signature (1, 3),
c’est-a-dire, (+,—,—, —). Il existe une base de sections locales {e,} orthogonale
et réduite pour g. Si on note {e*} les sections locales d’endomorphismes de Dirac
associées & {e, }, on veut que I’équation relativiste de Dirac, dans la base sections
locales orthogonale et réduite, retrouver 1’équation de Dirac et que le tenseur associé
a 'opérateur de Dirac de rang 2 défini par la section de Dirac g soit une section de
Ricci. On a les théoremes suivants d’unification.

THEOREM 5. L’équation de Dirac associée a la section ~y s’écrit dans le local

frame {0, }
V' (Lp4Tw) Z = pZ, Z € Tw (§w ® C)

ot p est une fonction propre locale de Uopérateur v* (L, +T,,), L, est la dérivée de
Lie le long du champ 0., I, est l'opérateur de Christoffel dont la matrice dans le
local frame s’écrit I, = (Fgu). Les endomorphismes {y"} sont des sections locales
d’endomorphismes dans ’algébre de Clifford [9]

{7ty = 29",

On impose la condition supplémentaire, si le local frame est orthogonal et réduit,
c’est-a-dire, si localement on a une métrique de Minkowski alors les endomor-
phismes de Dirac {y"} ont pour matrices dans le local frame les matrices gamma
et pour fonction locale propre

m est la masse de la particule.
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REMARK 12. Dans U’hypothese ou la métrique est une métrique de Minkowski
dans le local frame, l'opérateur de Christoffel est identiquement nul et on retombe
sur l’équation relativiste de Dirac.

D’autre part, les fonctions propres associées ¢ v* (L, +T',) discrétisent, en un
certain sens, les mesures des masses.

L’autre théoreme permet d’écrire I’équation relativiste d’Einstein a 1’aide de
l'opérateur de rang 2 associée a la section de Dirac réelle.

THEOREM 6. Si les sections locales d’endormorphismes de Dirac {o"} associées
a la section de Dirac réelle p vérifient

[0”, 0" = H"*,

l ’équation relativiste d’Einstein s’écrit sous la forme
1
HQ = §R — A g + KT,

ou Hy est lopérateur de Dirac de rang 2 associé a o, G est l'opérateur métrique
de matrice dans le local frame G = (gg), T est Uopérateur énergie-impulsion de
matrice T = (Tg) avec T, est le tenseur énergie-impulsion, la fonction R désigne

la courbure scalaire, A la constante cosmologique et k = SZF.

Si le tenseur de Ricci Ry, associé a la métrique g est inversible et
[0", 0" =G"" (N),

avec A = —%R + A alors l’équation d’Einstein s’écrit

HQ = KT.

DEFINITION 13. Une équation unitaire est une équation qui lie les sections de
Dirac v et ¢ sous la forme

€(yr,0) =0 oul(y,0c) =0
ot o est la section identiquement nulle de (&5 ®@¢) " ®C¢ avec ¢ = &w ou ( = EwRC.

REMARK 13. Dans le cas de l'unification par section de Dirac hermitienne,
l’équation unitaire s’écrit
TR = Q-

PROBLEM 1. Eziste-t-il une équation unitaire entre les sections de Dirac vy et
o vérifiant les équations

{7 "} =29""14
et
[0", 0" =H"™ ou [¢", 0" =G"?
Dans I’hypothese ou la section de Dirac ¢ vérifiant 5.3 ou 5.4 n’existe pas, il

faut décomposer le tenseur h,, associé a H> en un tenseur symétrique S,, et un
tenseur antisymétrique A,,.
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7. Les tenseurs S,, et A,

Les tenseurs S,, et A,; sont les tenseurs, respectivement symétrique et anti-
symétrique, associé au tenseur h,q,

1 1 , ,
Spo = 9 (hpo + hop) = 9 (VZTV;TR%W + 'VPVTV;TRgW)
1 1 , ,
et Ayy = 3 (hpo — hop) = 3 (VAR — eV TR L)

ces tenseurs Sy, et A,, s’écrivent
2800 = VoV R, + VoV R,
= (V00 + T 08) R
= (VAT 4+ 7 60) 67 Ramun
= (YL A" + 454 782) Ranup
= Yor V' Rapup + Ve V' Racups
et
2406 = VoV Rapup = VeV Raoup
on rappelle que le tenseur de courbure est défini dans le local frame sous la forme
[V, Vi (08) = R0y Rapuw = gar Ry,

avec cette notation, les symétries de R,g,, s’écrivent

Rapup = =Rpavps Rapup = —Rapups Rapup = Ruvap (7.1)
et I'identité cyclique
Roguy + Ravgu + Roywp = 0. (7.2)
THEOREM 7. Si
VoV Ay TR = O - ahT (7.3)
alors
Spoe = Rpo,
et si le tenseur hy, est symétrique, I'équation 7.3 s’écrit
[V y"] = H

PrROOF. On a
2S00 = VoV R + 00 R
_ v T v T j
- (’Ya'r’y]‘ 5:;7 =+ pr'r’y‘j 52) Rg]u;u
si
VAT A A A TSR = 65HT 4 gk
alors

— (SYHN vpn\ pio . SYHN pj VU pj
QS‘TP - (5j0p + 6]';70) Rnw - 6]'0;7 anu + 6jpa anu
= 552R77# + 5%7Rmt = Rpo + Rop = 2R;).
Si I’équation tensorielle 7.3 est vérifiée et si le tenseur hg, est symétrique on a

%ZTV]WR%W - ’Y;)/TIY?TR‘;'U,U. =0
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et

m

7y = 5 (S )

1
9 \Yjop Jpo
En particulier,

1
Yol = 5 (Gjay +0500) = 952

vo . 1T OK AV

VO =97 ey
= 97705, = 97"y
et
VT =Ry = g7hey — g7y,
ce qui s’écrit matriciellement [y¥, v*] = HYH.

O

On rappelle que Popérateur de Dirac de rang 2 est un opérateur de Ricci si

Sap = Ra’pa

et un tenseur d’Einstein d’ordre A est un tenseur qui s’écrit, dans le local frame,

sous la forme
Rap + /\gapa

o A est une C'*°-application définie dans une carte de trivialisation, Rs, est le
tenseur de Ricci, gg, est le tenseur métrique. On rappelle que le tenseur de Ricci

R, est inversible s’il existe un tenseur T tel que
THTR;, =68 ou R, TTH = dt.

Sous cette hypothese, le tenseur T#7 est unique si il existe. Si R, est inversible

il existe un unique tenseur €7* tel que

e"Ryp =g, et eGRup = gop- (7.4)
THEOREM 8. Si
Vor Yy Op + vy 00 = 050y + 0500 + Aed o 4+ Ae ok (7.5)
alors le tenseur S, est un tenseur d’Einstein d’ordre A.
PrROOF. On a
280p = VoV B + 1Y) Rl
= (VWAL + AT R
_ SVHN pj vun pj Vi g Vi g
- 6]';70 Rﬁwu + 5]'0/3 Rgzw + )‘Egéjp Rgzw + )‘EZ(SJU Rgzw
= 00 Ry + 04 Ry + Aeg 6 Ry + Aejol Ry,
= Rop + Rpo + Aeg Ryp + Aep Ry
= Ro’p + Rpo’ + )‘gap + )‘gpa
=2 (Rop + )‘gap) .
O
COROLLARY 1. Si léquation 7.5 est vérifiée pour A = —;R + A, Uéquation

relativiste d’Finstein s’écrit sous la forme
Sop = Klyp

ot T, est le tenseur énergie-impulsion.
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8. Les métriques de Dirac-Ricci—Einstein

Les métriques de Dirac—Ricci-Einstein sont des métriques construites a partir
d’une section de Dirac métrisable. Si g”* est le tenseur métrique défini par les
sections locales d’endomorphismes de Dirac v* dans le local frame, cette métrique
est une métrique de Dirac si

{77 "} = 29", (8.1)

c’est une métrique de Ricci si le symmétrisé S,, du tenseur associé a l'opérateur
de Dirac de rang 2 vérifie

Sop = Rop.

Si ce tenseur vérifie
1
Sop = Rop + Nop, A = —ERJr A

on dit que la métrique est une métrique d’Einstein. La métrique de Minkowski est
une métrique de Dirac pour la section de Dirac dont les sections d’endomorphismes,
définies sur une carte de trivialisation, ont pour matrices les matrices de Dirac v,
dans le local frame. Si les sections d’endomorphismes de Dirac, définies sur une
carte de trivialisation, vérifient 7.3 alors la métrique est de Ricci et si 5.3 est vérifiée
la métrique est une métrique de Ricci et le tenseur associé a 'opérateur de Dirac
de rang 2 est symmétrique.

On peut donner des conditions sur les sections locales d’endomorphismes de
Dirac. Si 7.5 est vérifiée alors le tenseur S,, est un tenseur d’Einstein d’ordre A,
cette équation a un sens que si le tenseur de Ricci est inversible. L’existence de
métrique de Ricci et d’Einstein est un probleme ouvert. L’unification est donnée par
Pexistence d’une métrique de Dirac-Einstein, c’est-a-dire, une métrique d’Einstein
qui vérifie la condition de Dirac 8.1. Ainsi on peut reformuler I’équation relativiste
d’Einstein sous la forme 3.2.

9. Conclusion

On a démontré que 'on pouvait, sous certaines hypotheses, écrire 1’équation
relativiste de Dirac comme 1’équation propre d’un opérateur de rang 1, d’une section
de Dirac hermitienne métrisable y. Pour 1’équation relativiste d’Einstein, sous
certaines hypotheses, 'opérateur de rang 2 d’une section de Dirac g réelle de Ricci
ou d’Einstein, s’écrit comme combinaison linéaire de 'opérateur de Ricci et de
lopérateur métrique. L’équation relativiste d’Einstein devient une relation entre
opérateurs, tandis que 1’équation relativiste de Dirac s’écrit comme une équation
propre d’un opérateur.

L’unification se fait en déterminant une équation entre vy et g, de fagon précise
entre Yg et 0 ou v et goc. La premiére équation du type &£ (g, 0) = o est une
équation dans l’espace des sections de Dirac réelles. La deuxiéme, £ (v, oc) = o est
une équation dans ’espace des sections complexes hermitiennes. Certains problemes
d’unification par sections de Dirac restent ouverts. L’existence des métriques de
Dirac-Ricci ou de Dirac-Einstein n’est pas résolue completement. Le tenseur anti-
symmétrique associé au tenseur défini par la section de Dirac de rang 2, n’a pas
encore d’interprétation physique. L’hypothése d’identifier le tenseur symétrique as-
socié a Hy au tenseur k1), permet d’unifier les équations de Dirac et d’Einstein si
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ce tenseur est un tenseur d’Einstein d’ordre A avec

1
A=—- A.
2R+
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