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Unification par section de Dirac

Jonot Jean Louis

Abstract. Ce document est la synthèse d’une série d’articles décrivant un
procédé d’unification des équations de Dirac et d’Einstein via les sections
de Dirac. Cette représentation mathématique permettant d’unifier ces deux
équations est obtenue en déterminant quatre matrices de Dirac appartenant à
l’algèbre de Clifford

{γµ, γν} = 2gµνI4,

définies à partir d’une section de Dirac hermitienne. Si le tenseur de Ricci est
inversible, l’opérateur de Dirac de rang 2 devient un opérateur d’Einstein. Si
ce tenseur n’est pas inversible, l’opérateur de Dirac de rang 2 est un opérateur
de Ricci. Dans les deux situations, cet opérateur permet de décrire l’équation
relativiste d’Einstein à l’aide de l’opérateur de Dirac de rang 2 et le complexifié
de l’opérateur de Dirac de rang 1 qui lui est associé donne l’équation relativiste
de Dirac.

Le problème de l’existence des métriques de Dirac-Einstein, ou de façon
plus faible des métriques d’Einstein, reste ouvert. Dans l’hypothèse où ces

métriques n’existent pas, on identifie le tenseur énergie-impulsion κTµν au
tenseur symétrique associé à l’opérateur de Dirac de rang 2, en donnant une
représentation de ce tenseur à partir des matrices de Majorana. Ce tenseur
devient un tenseur réel symmétrique que l’on identifie à κTµν .

1. Complexification des sections de Dirac réelles

Soit ζ = (E (ζ) , π,W,B) un fibré de Banach réel sur l’univers W [11]. Une
section de Dirac est une section γ du fibré (ξ∗

W
⊗ζ)

∗
⊗ ζ, où ξ∗

W
est le dual du fibré

tangent ξW = (TW, π,W,Rp) [10]. A chaque événement w ∈ W, on associe une
application bilinéaire

γ (w) : T ∗
wW⊗Ew (ζ) → Ew (ζ)

telle que ∀d ∈ Γ (T ∗W) et ∀s ∈ Γ (ζ), on ait

γ (d⊗ s) (w) = γ (w) (d (w)⊗ s (w)) ,

où

d (w)⊗ s (w) : TwW → Ew (ζ) , d (w)⊗ s (w) (x) = d (w) (x) .s (w) , ∀x ∈ TwW.

On pose γd, la section définie par

γd (s) = γ (d⊗ s) ,
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Key words and phrases. Algèbre de Clifford, opérateur de Dirac, section de Dirac, métrique

Lorentzienne, connexion de Koszul, connexion de Levi-Civita.

1



2 JONOT JEAN LOUIS

qui à chaque événement w ∈ W et pour une section fixée d ∈ Γ (T ∗W), on ait

γd (w) : Ew (ζ) → Ew (ζ) , γd (w) (u) = γ (w) (d (w) ⊗ u) , ∀u ∈ Ew (ζ)

en particulier, pour chaque événement w ∈ W, γd (w) ∈ End (Ew (ζ)).

Definition 1. La section de Dirac γ est bornée si pour toute section

d ∈ Γ (ξ∗
W
) ,

les endomorphismes γd (w) sont bornées pour la structure de Banach induite par B
sur les fibres Ew (ζ) et γ est à trace si chaque endomorphisme γd (w) est à trace.

Remark 1. En dimension finie, toute section de Dirac γ est bornée et à trace.

Soit (W,φ) une carte au voisinage de l’événement w de l’univers W, on suppose
que l’univers est de dimension p > 4 et on note {∂ν : ν = 0, 1, 2, · · · , p− 1}, le local
frame associé à la carte (W,φ) et {dµ : µ = 0, 1, 2, · · · , p− 1} le local frame dual
vérifiant

dµ (∂ν) = δµν .

A la section de Dirac γ, on associe les sections locales d’endomorphismes de
Dirac

γµ = γd
µ

, µ = 0, 1, 2, · · · , p− 1

qui sont des endomorphismes bornés et à trace, on peut ainsi définir le tenseur de
Poisson local

γµν = Trace (γµγν) ,

ce tenseur est un tenseur symétrique [4], [5], [6].

Remark 2. Le tenseur de Poisson choisi est défini à partir de l’équation rel-

ativiste de Dirac, on verra que l’on peut étendre la notion de tenseur de Poisson à

des tenseurs de la forme

γµν = Trace
(
Tr (γµ) γν

)
ou γµν = Trace (γµγν)

qui permettent de définir des tenseurs réels symétriques dans le cas des sections de

Dirac hermitiennes.

Definition 2. Si le tenseur de Poisson est métrique, on définit la métrique g

par le tenseur

g (∂µ, ∂ν) = gµν , g
µν =

1

p
γµν ,

où (gµν) représente la matrice inverse de (gµν).

Remark 3. La métrique gµν est indépendante du choix de la carte.

On peut définir une section de Dirac γ par ses sections d’endomorphismes, en

posant

γd = αµγ
µ, d = αµd

µ.

Soit ∇ une connexion de Koszul sur le fibré ζ, ∇ : Γ (ζ) → Γ (ξ∗
W

⊗ ζ) où
ξ∗
W

= (T ∗W, π,W,Rp) est le fibré dual du fibré tangent ξW de W. On définit
l’opérateur de Dirac de rang 1, par

H1 = γ ⊗∇, H1 ∈ End (Γ (ζ))

où

H1 (s) (w) = γ (w) (∇s (w)) , ∀s ∈ Γ (ζ) et ∀w ∈ W.
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Le complexifié de l’opérateur H1, noté H1 est défini sur End (Γ (ζ ⊗ C)) de la
façon suivante. On se fixe une base de sections locales {eµ} sur W , orthogonale et
reduite pour la section des formes quadratiques Q associée à g,

g (eµ, eν) = ±δµν

et soit {eν} la base duale. On pose

νγ = γe
ν

, (1.1)

où γe
ν

est la section locale des endomorphismes de Dirac associée à la 1-forme eν .

Lemma 1. Si µνγ = Trace ((νγ) (µγ)) alors
µνγ = ±pδµν .

Proof. On note P =
(
αν
µ

)
la section locale des matrices de passage des sec-

tions locales {∂µ} à {eµ},
eµ = αν

µ∂ν

et
g (eµ, eν) = ατ

µα
σ
νgστ = ±δµν ,

en représentation matricielle
TrP (gστ )P = (±δµν) .

Soit Q = (βν
τ ) définie par

eν = βν
τ d

τ ,

alors
δνµ = eν (eµ) = ατ

µe
ν (∂τ ) = ατ

µβ
ν
σd

σ (∂τ ) = ατ
µβ

ν
τ ,

on en déduit que Q = P−1. Ainsi
µνγ = βµ

τ β
ν
σγ

τσ = pβµ
τ β

ν
σg

τσ = ±pδµν .

�

Les endomorphismes de Dirac sont complexifiés en posant
νγ = i (νγ) si ννγ = −p et νγ = (νγ) si ννγ = p,

on étend les sections des endomorphismes de Dirac au complexifié du fibré ζ en
posant

νγ (z) = − (νγ) (t) + i (νγ) (s) si ννγ = −p

et
νγ (z) = (νγ) (s) + i (νγ) (t) si ννγ = p, ∀z = s+ it ∈ Γ (ζ ⊗ C) ,

on en déduit une complexification de la section de Dirac γ en posant

γ (d⊗ z) = λν (
νγ) (z) si d = λνe

ν .

On peut complexifier la connexion de Koszul ∇ de façon canonique, en posant

∇ = ∇+ i∇,

sous forme de dérivée covariante, on a

∇Z (z) = ∇X (s)−∇Y (t) + i (∇X (t) +∇Y (s))

où Z = X + iY ∈ Γ (ξW) et z = s+ it ∈ Γ (ζ). Avec ces définitions, l’opérateur de
Dirac complexifié de rang 1 est

H1 = γ ⊗∇, H1 ∈ End (Γ (ζ ⊗ C))



4 JONOT JEAN LOUIS

où

H1 (z) (w) = γ (w)
(
∇z (w)

)
, ∀z ∈ Γ (ζ ⊗ C) et ∀w ∈ W.

Definition 3. On dira que l’opérateur H1 est obtenue par complexification

métrique.

Il existe un autre procédé de complexification et de décomplexification entre
les sections de Dirac hermitiennes et les sections de Dirac réelles qui sera développé
dans les sections suivantes.

2. L’opérateur de Dirac de rang 2

On note Λnξ∗
W
, le fibré des n-formes différentielles sur W, d’espace total

ΛnT ∗W et ξp,q
W

le fibré des (p, q)-tenseurs, p fois covariant et q fois contravariant

ξ
p,q
W

= (ξ∗
W
)
⊗p

⊗ (ξW)
⊗q

,

d’espace total

T p,qW = (⊗pT ∗W)⊗ (⊗qTW) .

Definition 4. Le commutateur d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac{
γd

µ}
est

[
γd

1

, γd
2

, · · · , γd
n
]
=

∑

τ∈Perm{1,2,··· ,n}

ε (τ) γd
τ(1)

◦ γd
τ(2)

◦ · · · ◦ γd
τ(n−1)

◦ γd
τ(n)

,

et l’anticommutateur ou crochet de Poisson est défini par,
{
γd

1

, γd
2

, · · · , γd
n
}
=

∑

τ∈Perm{1,2,··· ,n}

γd
τ(1)

◦ γd
τ(2)

◦ · · · ◦ γd
τ(n−1)

◦ γd
τ(n)

.

Quand on parle de symétrisé ou d’antisymétrisé de la famille
{
γd

j

, j = 1, · · · , n
}
,

on pose respectivement

S
(
γd

1

, γd
2

, · · · , γd
n
)
=

1

n!

{
γd

1

, γd
2

, · · · , γd
n
}

et

A
(
γd

1

, γd
2

, · · · , γd
n
)
= γd

1

∧ γd
2

∧ · · · ∧ γd
n

=
1

n!

[
γd

1

, γd
2

, · · · , γd
n
]
,

ces définitions interviennent dans la construction des espaces de Fock associé à
l’espace des sections d’un fibré de Hilbert [7], [1]. Les extensions de rang n d’une
section γ sont les sections γn de Hom (Λnξ∗

W
⊗ ζ, ζ) définies par

γn
((
d1 ∧ d2 ∧ · · · ∧ dn

)
⊗ s

)
=

[
γd

1

, γd
2

, · · · , γd
n
]
(s) , s ∈ Γ (ζ)

et on prolonge γn par R-linéarité sur chaque fibre du fibré Λnξ∗
W

⊗ ζ. Toute con-
nexion de Koszul sur ∇ a une extension

d∇n : Γ (Λnξ∗W ⊗ ζ) → Γ
(
Λn+1ξ∗W ⊗ ζ

)
,

d∇0 = ∇,Λ0ξ∗
W

⊗ ζ = ζ

et

d∇n (ψ ⊗ s) = dψ ⊗ s+ (−1)
n
ψ ∧∇s, ψ ∈ Λnξ∗W.
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Definition 5. L’opérateur de Dirac de rang n associé à la connexion ∇ et γ

est l’endomorphisme de Γ (ζ)

Hn = γn ⊗∇n−1 avec ∇n−1 = d∇n−1 ◦ · · · ◦ d
∇
0 ,

et Hn (s) = γn (∇n−1s), ∀s ∈ Γ (ζ).

Remark 4. γn est C∞ (W,R)-linéaire et Hn est R-linéaire. On a pour l’opéra-

teur H1,

∇ (fs) = df ⊗ s+ f∇s et γ ⊗∇ (fs) = γdf (s) + fγ ⊗∇ (s) ,

en un certain sens, γdf mesure la ”non C∞ (W,R)-linéaire” de l’opérateur H1.

Pour n = 2, l’opérateur de rang 2 s’écrit H2 = γ2⊗R
∇ avec R∇ = d∇1 ◦d∇0 . On

suppose que ζ est de dimension finie. Soit W une carte de l’univers W sur laquelle
le fibré tangent ξW et le fibré ζ sont trivialisables. On note, {∂µ, 0 6 µ 6 p− 1}
le local frame associé à la carte W et {dν , 0 6 ν 6 p− 1} la base duale. Sur W , il
existe une base locale de sections, notée {eα, 0 6 α 6 m− 1}, m = dimB. Sur le
fibré ζ, avec les notations précédentes

γ2
((
d1 ∧ d2

)
⊗ s

)
=

[
γd

1

, γd
2
]
(s) = γd

1

γd
2

(s)− γd
2

γd
1

(s) ,

R∇ = d∇1 ◦ d∇0

représente la courbure de la connexion ∇. Sur un ouvert de trivialisation W du
fibré tangent ξW de W et du fibré ζ, pour s = sαeα , on a

∇s =
(
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
dν ⊗ eβ,

Γβ
αν sont les coefficients de Christoffel de la connexion et

R∇ (s) = d∇1 (∇s) = d∇1
((
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
dν ⊗ eβ

)

= d
((
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
dν

)
⊗ eβ −

((
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
dν

)
∧ ∇eβ

=
(
d
(
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
∧ dν

)
⊗ eβ −

((
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
dν ∧ Γτ

βσd
σ
)
⊗ eτ

=
(
d
(
∂νs

j + sαΓj
αν

)
∧ dν

)
⊗ ej −

((
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
dν ∧ Γj

βσd
σ
)
⊗ ej

=
(
∂µ

(
∂νs

j + sαΓj
αν

)
−
(
∂µs

β + sαΓβ
αµ

)
Γj
βν

)
(dµ ∧ dν)⊗ ej

=
(
∂µ∂νs

j +
(
∂µΓ

j
τν − Γβ

τµΓ
j
βν

)
sτ
)
(dµ ∧ dν)⊗ ej .

La section de Dirac γ de ζ a pour représentation locale [5]

γ (dν ⊗ eβ) = γνσβ eσ,

et pour γν = γd
ν

, en posant (γν)
α
β = γναβ , on a

γ2 ⊗R∇ (s) =
(
∂µ∂νs

j +
(
∂µΓ

j
τν − Γβ

τµΓ
j
βν

)
sτ
)
[γµ, γν ] (ej) ,

[γµ, γν ] (ej) = γµ
(
γνσj eσ

)
− γν

(
γ
µσ
j eσ

)

=
(
γνσj γµkσ − γ

µσ
j γνkσ

)
ek

et

γ2 ⊗R∇ (sαeα) =
(
γνσj γµkσ − γ

µσ
j γνkσ

) (
∂µ∂νs

j +
(
∂µΓ

j
αν − Γβ

αµΓ
j
βν

)
sα

)
ek.
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Pour le local frame {∂µ, µ = 0, 1, · · · , p− 1} associé à la carte W , l’opérateur
de dérivation [∂µ, ∂ν ] est identiquement nul, donc

(
γνσj γµkσ − γ

µσ
j γνkσ

)
∂µ∂νs

j =
∑

µ<ν

(
γνσj γµkσ − γ

µσ
j γνkσ

)
[∂µ, ∂ν ] s

j = 0,

et si on pose

rkτ =
(
γνσj γµkσ − γ

µσ
j γνkσ

) (
∂µΓ

j
τν − Γβ

τµΓ
j
βν

)

alors

γ2 ⊗R∇ (sαeα) = rkτs
τek.

Pour ∇∂µ
eσ = Γk

µσek on a

∇∂ν
∇∂µ

eσ =
(
∂νΓ

τ
µσ + Γk

µσΓ
τ
νk

)
eτ ,

et

(
∇∂ν

∇∂µ
−∇∂µ

∇∂ν

)
eσ =

(
∂νΓ

τ
µσ + Γk

µσΓ
τ
νk − ∂µΓ

τ
νσ − Γk

νσΓ
τ
µk

)
eτ

= Rτ
σνµeτ ,

la courbure de la connexion ∇ sur le fibré ζ est, voir [8] et [10],

R∇ (∂ν , ∂µ) (eσ) = ∇∂ν
∇∂µ

eσ −∇∂µ
∇∂ν

eσ

= [∇ν ,∇µ] (eσ) = Rτ
σνµeτ ,

Rτ
σνµ = ∂νΓ

τ
µσ − ∂µΓ

τ
νσ + Γk

µσΓ
τ
νk − Γk

νσΓ
τ
µk

= ∂νΓ
τ
µσ − Γτ

µkΓ
k
νσ −

(
∂µΓ

τ
νσ − Γτ

νkΓ
k
µσ

)

= Λτ
σνµ − Λτ

σµν

où

Λτ
σνµ = ∂νΓ

τ
µσ − Γτ

µkΓ
k
νσ.

Sur une carte de trivialisationW de ξW et ζ, pour l’opérateur de Dirac de rang
2, on peut écrire

γ2 ⊗ R∇ (sαeα) =
(
γνσj γµkσ − γ

µσ
j γνkσ

) (
∂µΓ

j
τν − Γβ

τµΓ
j
βν

)
sτek,

et

H2 (s
αeα) =

(
γνσj γµkσ − γ

µσ
j γνkσ

)
Λj
τµνs

τek

en permutant les indices µ et ν et en additionnant

H2 (s
αeα) =

1

2

(
γνσj γµkσ − γ

µσ
j γνkσ

)
Rj

τµνs
τek

= γνσj γµkσ Rj
τµνs

τek

= γνσj γµkσ Rj
τµνs

τek,

la matrice de H2 dans la base de sections locales vérifie

hkβ =
1

2
[γν , γµ]

k
j R

j
βµν ,
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l’opérateur H2 n’est pas C∞ (W )-linéaire, mais sur chaque fibre cet opérateur est
linéaire. La matrice de H2 (w) dans la base eα (w) est

hkβ (w) =
1

2
[γν (w) , γµ (w)]

k
j R

j
βµν (w) , ∀w ∈ W .

Theorem 1. L’opérateur H2 s’écrit

H2 =
1

2
[γν , γµ] [∇µ,∇ν ] = (γν ∧ γµ) [∇µ,∇ν ] .

Proof. Il suffit de remarquer que

R
j
βµν = [∇µ,∇ν ]

j

β
et γν ∧ γµ =

1

2
[γν , γµ] .

�

Remark 5. On peut étendre ces calculs à une section de Dirac complexe.

L’opérateur H2 devient un opérateur complexe.

3. L’équation relativiste d’Einstein

Dans ce qui suit le fibré ζ est le fibré tangent ξW. Sous cette hypothèse une
section de Dirac peut s’identifier à un (1, 2)-tenseur

(ξ∗W⊗ξW)
∗
⊗ ξW ≈ ξ∗W ⊗ ξ⊗2

W
,

la connexion de Koszul est la connexion de Levi-Civita associée au tenseur métrique
gµν . On peut écrire la matrice de l’opérateur H2 dans le local frame en fonction
des matrices de spin et des matrices de courbure sous la forme

M{∂ν} (H2) = 2iSνµRνµ, (Rνµ)
j

α
= Rj

ανµ ∀j,∀α et Sνµ =
i

4
[γν , γµ] (3.1)

Sνµ représentent les matrices de spin associées à la section de Dirac γ. L’équation
3.1 se met sous la forme hσρ = γνστ γ

µτ
j Rj

ρνµ, par abaissant de l’indice σ on obtient

hσρ = γνστγ
µτ
j Rj

ρµν avec γνστ = gσαγ
να
τ ,

ce tenseur se décompose en un tenseur symétrique

Sσρ =
1

2
(hσρ + hρσ) =

1

2

(
γνστγ

µτ
j Rj

ρµν + γνρτγ
µτ
j Rj

σµν

)

et un tenseur antisymétrique

Aσρ =
1

2
(hσρ − hρσ) =

1

2

(
γνστγ

µτ
j Rj

ρµν − γνρτγ
µτ
j Rj

σµν

)
.

Proposition 1. Si la condition de Dirac {γν, γµ} = 2gνµI4 est vérifiée alors

gνµRνµ = O4.

On fait l’hypothèse que le tenseur symétrique Sσρ est proportionnel au tenseur
énergie-impulsion alors on peut définir la notion d’équation généralisée relativiste
sous la forme

Sσρ = κTσρ, κ =
8πG

c4
. (3.2)

Definition 6. L’opérateur H2 est un opérateur de Ricci si Sσρ s’identifie

au tenseur Rσρ et l’opérateur H2 est un opérateur d’Einstein d’ordre λ si Sσρ

s’identifie au tenseur Rσρ + λgσρ, où λ est une C∞-application définie dans une

carte de trivialisation, Rσρ est le tenseur de Ricci et gσρ est le tenseur métrique.
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La relation 3.2 est motivée par les théorèmes suivants.

Theorem 2. Si les matrices de Dirac {γν} vérifient

[γν , γµ] = Hνµ, (Hνµ)
σ
j = gσµδνj − gσνδ

µ
j ,

alors l’opérateur H2 est un opérateur de Ricci.

Proof. On a

hσρ =
1

2
[γν , γµ]

σ
j R

j
ρνµ =

1

2

(
gσµδνj − gσνδ

µ
j

)
Rj

ρνµ

=
1

2
gσµδνjR

j
ρνµ −

1

2
gσνδ

µ
j R

j
ρνµ

=
1

2
gσµδνjR

j
ρνµ +

1

2
gσνδ

µ
j R

j
ρµν

= gσµδνjR
j
ρνµ = gσµRν

ρνµ = gσµRρµ = Rσ
ρ ,

et par abaissement d’indice

hσρ = Rσρ.

�

Definition 7. Le tenseur de Ricci Rµν est inversible s’il existe un tenseur T µν

tel que

T µτRτν = δµν ou RντT
τµ = δµν .

Remark 6. Le tenseur T µτ est unique si il existe.

Lemma 2. Si Rµν est inversible alors il existe un unique tenseur εσµ tel que

εσµRµρ = gσρ . (3.3)

Proof. On pose R =
(
Rµ

ρ

)
, Rµ

ρ = Rµρ et E =
(
Eσ
µ

)
, Eσ

µ = εσµ alors 3.3 s’écrit

ER = G avec G =
(
gσρ

)
,

le tenseur Rµρ est inversible si et seulement si R est inversible donc

E = GR−1,

le tenseur εσµ existe et est unique. �

Theorem 3. Si le tenseur de Ricci Rµν est inversible, on note Gνµ (λ) la

matrice définie par

(Gνµ (λ))
σ
j = (gσµ + λεσµ) δνj − (gσν + λεσν) δµj ,

et on fait l’hypothèse que les endomorphismes de Dirac associés à γ vérifient

[γν , γµ] = Gνµ (λ)

alors le tenseur H2 est un opérateur d’Einstein d’ordre λ. En particulier, pour

λ = −
1

2
R + Λ,

où R est la courbure scalaire, l’équation relativiste d’Einstein s’écrit

hσρ = κTσρ ou H2 = κT .
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Proof. On a

hσρ =
1

2
[γν , γµ]

σ
j R

j
ρνµ =

1

2

(
(gσµ + λεσµ) δνj − (gσν + λεσν) δµj

)
Rj

ρνµ

=
1

2
(gσµ + λεσµ) δνjR

j
ρνµ −

1

2
(gσν + λεσν) δµj R

j
ρνµ

=
1

2
(gσµ + λεσµ) δνjR

j
ρνµ +

1

2
(gσν + λεσν) δµj R

j
ρµν

= (gσµ + λεσµ) δνjR
j
ρνµ

= gσµδνjR
j
ρνµ + λεσµδνjR

j
ρνµ = gσµRρµ + λεσµRρµ

= Rσ
ρ + λgσρ ,

par abaissement de l’indice σ,

hσρ = Rσρ + λgσρ.

Si λ = − 1

2
R+ Λ, alors

hσρ = Gσρ + Λgσρ,

où Gσρ est le tenseur d’Einstein, Λ la constante cosmologique et

hσρ = κTσρ.

�

Definition 8. La métrique g est une métrique de Ricci si et seulement si on

a

[γν , γµ] = Hνµ. (3.4)

Definition 9. Une λ-métrique d’Einstein est une métrique pour laquelle

[γν , γµ] = Gνµ (λ) . (3.5)

Remark 7. L’existence des métriques de Ricci et d’Einstein reste un problème

ouvert.

On a identifié les sections par leurs représentations matricielles locales données

dans le local frame.

Si il existe une métrique de Ricci dans l’univers ou une métrique d’Einstein alors
on peut unifier les équations relativistes d’Einstein et de Dirac, sinon on donne une
forme généralisée de l’équation d’Einstein 3.2, à partir de la base de Majorana

γ0M =

(
O2 σ2

P

σ2
P O2

)
, γ1M =

(
iσ3

P O2

O2 iσ3
P

)
, γ2M =

(
O2 −σ2

P

σ2
P O2

)
, (3.6)

γ3M =

(
−iσ1

P O2

O2 −iσ1
P

)
, γ5M =

(
σ2
P O2

O2 −σ2
P

)

où

σ1
P =

(
0 1
1 0

)
, σ2

P =

(
0 −i
i 0

)
et σ3

P =

(
1 0
0 −1

)
(3.7)

sont les matrices de Pauli [2]. On procède de la façon suivante, à partir du local
frame {∂µ} associé à une carte, on construit par le procédé d’orthogonalisation de
Gramm-Schmit, une base de sections locales {eµ} orthogonale et réduite pour g. On
note θ, la section des endomorphismes de passage de {∂µ} à {eµ}. En réindexant,

g (eµ, eµ) = −1 si µ = 0, g (eµ, eµ) = 1 si µ = 1, 2, 3 et g (eµ, eν) = 0 si µ 6= ν,
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et on fait l’hypothèse que les sections des endomorphismes de Dirac µγ définis en
1.1 ont pour matrices γµM , dans le local frame {∂µ}, définies en 3.6. Sous cette
hypothèse, on a la représentation de Majorana lorsque le local frame est une base
orthogonale et réduite pour g, c’est-à-dire, lorsque l’univers est localement un espace
de Minkowski. Comme précédemment, on note P =

(
αν
µ

)
la section locale des

matrices de passage des sections locales {∂µ} à {eµ}, on a eµ = αν
µ∂ν , P est la

représentation matricielle de θ dans les bases de sections locales respectivement
{∂µ} et {eµ} et

g (eµ, eν) = ατ
µα

σ
νgστ = ±δµν ,

en représentation matricielle

TrP (gστ )P = (±δµν) ,

et on rappelle que si Q = (βν
τ ) est définie par

eν = βν
τ d

τ

alors Q = P−1. Ainsi les représentations matricielles de γµ dans le local frame {∂µ}
sont données par

αµ
τ γ

τ
M , αµ

τ ∈ R

ces sections d’endomorphismes sont des sections d’endomorphismes à représentation
matricielle en imaginaires purs. Ainsi le tenseur

hσρ = γνστγ
µτ
j Rj

ρµν

est un tenseur réel. La représentation matricielle de la section des opérateurs H2

dans le local frame s’écrit

αν
τα

µ
η [γ

τ
M , γ

η
M ]Rµν , la somme se fait pour ν < µ

avec,

[
γ0M , γ

1
M

]
=

(
O2 −2σ1

P

−2σ1
P O2

)
,
[
γ0M , γ

2
M

]
=

(
2I2 O2

O2 −2I2

)
,

[
γ0M , γ

3
M

]
=

(
O2 −2σ3

P

−2σ3
P O2

)
,
[
γ1M , γ

2
M

]
=

(
O2 −2σ1

P

2σ1
P O2

)
,

[
γ1M , γ

3
M

]
=

(
2iσ2

P O2

O2 2iσ2
P

)
,
[
γ2M , γ

3
M

]
=

(
O2 2σ3

P

2σ3
P O2

)
.

Sous forme tensorielle, l’équation généralisée s’écrit

αν
τα

µ
η [γ

τ
M , γ

η
M ]

σς
Rς

ρµν = κTσρ, ν < µ

où Tσρ est le tenseur énergie-impulsion. Si le tenseur

αν
τα

µ
η [γ

τ
M , γ

η
M ]

σς
Rς

ρµν

n’est pas symétrique, on prend le symétrisé

αν
τα

µ
η [γ

τ
M , γ

η
M ]

σς
Rς

ρµν + αν
τα

µ
η [γ

τ
M , γ

η
M ]

ρς
Rς

σµν = 2κTσρ

et αν
τα

µ
ηM

τη
σς R

ς
ρµν + αν

τα
µ
ηM

τη
ρς R

ς
σµν = κTσρ, (3.8)

où M τη
σς = 1

2
[γτM , γ

η
M ]

σς
avec [γτM , γ

η
M ]

σς
= gσα [γτM , γ

η
M ]

α

ς
.
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Remark 8. Tous les calculs sont développés à partir de deux hypothèses. La

première hypothèse est que le symétrisé du tenseur hσρ associé au tenseur défini

par l’opérateur de Dirac de rang 2 est proportionnel au tenseur énergie-impulsion

et la deuxième hypothèse affirme que dans une base de sections locales orthogonale

et réduite pour la métrique g, les sections des endomorphismes de Dirac ont pour

représentation matricielle la représentation de Majorana. Sous ces hypothèses peut-

on donner un sens physique au tenseur antisymétrique

αν
τα

µ
ηM

τη
σς R

ς
ρµν − αν

τα
µ
ηM

τη
ρς R

ς
σµν?

4. L’équation relativiste de Dirac

On suppose que le fibré ζ est complexe, γ est une section de Dirac et ∇
une connexion de Koszul complexe [10]. On s’intéresse à la représentation lo-
cale de l’opérateur H1 = γ ⊗ ∇, dans une carte de trivialisation W de ξW et
ζ. On pose γνσβ = (γν)

σ
β les coefficients de la matrice de γν dans le local frame

{eα, 0 6 α 6 p− 1} associé à la carte de trivialisation de ζ. Les fonctions locales
Γβ
αν sont les symboles de Christoffel de la connexion ∇. Dans une base de sections

locales {eα : α = 0, 1, · · · , p− 1}, on pose si s = sαeα,

∇eα = Γβ
ανd

ν ⊗ eβ

où Lν (s) = Lν (s
α) eα, Lν est la dérivée de Lie le long du champ ∂ν et la matrice

de l’opérateur de Christoffel Γν dans le local frame est (Γν)
β
α = Γβ

αν . Avec ces
notations, l’opérateur H1 s’écrit,

Theorem 4. L’opérateur de Dirac H1 est

H1 = γνDν ,

γν sont les quatre endomorphismes de Dirac définies par le ”local frame” où Dν =
Lν +Γν.

On se place sur le fibré tangent ζ = ξW. Pour construire l’équation relativiste
de Dirac, on part d’une section de Dirac réelle et de la connexion de Levi-Civita
associée au tenseur métrique défini par le tenseur de Poisson γµν . On complexifie
l’opérateur de Dirac H1 par le procédé décrit plus haut, cet opérateur s’écrit

H1 = γνDν , Dν = Lν +Γν (4.1)

avec Lν (Z) = Lν (Z
α) ∂α, Lν (Z

α) = Lν (X
α) + iLν (Y

α) où Z = Zα∂α avec
Zα = Xα + iY α et Lν est la dérivée de Lie le long du champ ∂ν . L’opérateur Γν a

pour matrice (Γν)
β
α = Γβ

αν où

∇∂α = ∇∂α = Γβ
ανd

ν ⊗ ∂β ,

les endomorphismes γν sont les endomorphismes associés à la section de Dirac γ
complexifiée de γ.

Remark 9. Dans cette situation, les sections locales de ζ sont les sections

locales de ξW ⊗ C, c’est-à-dire, les champs locaux complexes de l’univers W.

L’opérateur de Christoffel Γν défini sur les sections réelles de (ξ∗
W

⊗ ξW)∗⊗ξW
s’étend aux sections complexes, ainsi que l’opérateur de Lie s’étend aux champs

complexes.
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L’équation relativiste de Dirac est donnée par

H1 (Z) = λZ, Z ∈ ΓW (ξW ⊗ C) ,

où λ est une fonction propre locale de H1 définie sur W cela signifie, puisque H1

est C-linéaire et que ∀w ∈ W , Z (w) ∈ Ew (ξW ⊗ C) est un vecteur propre pour
l’endomorphisme H1 (w) de Ew (ξW ⊗ C). Dans le local frame l’équation de Dirac
s’écrit

γνσβ
(
∂νZ

β + ZαΓβ
αν

)
= λZσ, 0 6 σ 6 3, (4.2)

ainsi les champs locaux propres de H1 ont une densité de masse λ, on peut ainsi
quantifier les densités de masse d’un champ propre.

Remark 10. Si le tenseur de Poisson associé à γ définit une métrique pseudo-

riemannienne alors

H1 (Z) = H1 (X) + iH1 (Y ) , Z = X + iY ,

l’opérateur H1 est l’extension naturelle de l’opérateur H1 aux champs complexes.

Si on se place sur un univers parallélisable, le fibré tangent est trivial, ainsi que
le complexifié. Les sections de ce fibré sont formées des C∞-applications de W à
valeurs dans C4. On se fixe une carte W de W, de local frame {∂ν}. L’équation
de Dirac s’écrit [3]

γ
µ
D∂µψ = −

imc

~
ψ, ψ ∈ C∞

(
W,C4

)
,

où

γ0D =

(
I2 O2

O2 −I2

)
, γµD =

(
O2 σ

µ
P

−σµ
P O2

)
où µ = 1, 2, 3 (4.3)

et σν
P sont les matrices de Pauli définies en 3.7. Ces matrices ont pour tenseur de

Poisson associé

γ00 = 4, γµµ = −4 pour µ = 1, 2, 3 et γµv = 0 pour µ 6= ν

la métrique associée sur la carte est une métrique de Minskowski. La question
que l’on peut se poser est de savoir si on peut écrire l’opérateur γν∂ν comme le
complexifié d’un opérateur de Dirac réel de rang 1, dont la métrique locale est une
métrique de Minkowski. On doit trouver quatre matrices réelles {δν} telles que

δµν = γµv.

Les coefficients de Christoffel associés à cette métrique sont nuls, le complexifié
s’écrit en utilisant 4.1

H1 =
(
µδ

)
Lµ =

(
µδ

)
∂µ

et µδ = γµ, en particulier

δ1 = −iγ1 et δ3 = −iγ3,

l’opérateur de Dirac complexifié associé à la section de Dirac γ définie par les
matrices gamma est

H1 = γ0∂0 + iγ1∂1 + γ2∂2 + iγ3∂3, (4.4)

si on pose
{
∂µ

}
la base de champs locaux complexes sur W par

∂0 = ∂0, ∂1 = i∂1, ∂2 = ∂2 et ∂3 = ∂3
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l’opérateur complexifié H1 s’écrit

H1 = γµ∂µ.

5. Unification par section de Dirac hermitienne

Definition 10. Une section de Dirac hermitienne est une section du fibré

(ξ∗
W
⊗ζC)

∗ ⊗ ζC si ∀d ∈ ξ∗
W
, γd est hermitien.

Cette définition a un sens car le fibré ξ∗
W

est réel et on a

Trγλνdν = Tr (λνγd
ν ) = λTrν γ

dν = λνTrγd
ν = λνγ

dν

= γλνd
ν

.

Soit g une métrique de signature (−,+,+,+) et W une carte de trivialisation
de ξW, le local frame et son dual sont notés {∂µ} et {dν}. On pose

gµν = g (∂µ, ∂ν) ,

et soit {eµ} une base de sections locales réduites et orthogonales pour g, {eν} est la
base duale de {eµ}. Les procédés d’orthogonalisation de Gramm-Schmit étant C∞,
la base de sections locales {eµ} existe. On définit une section de Dirac hermitienne
γ, en posant

M{∂µ}

(
γe

ν
)
= γνD,

où γνD sont les matrices de Dirac définies en 4.3. Cette représentation est la
représentation de Dirac. Avec les notations précédentes, soit P =

(
αν
µ

)
la sec-

tion locale des matrices de passage de {∂µ} à {eµ} et Q = P−1 =
(
βν
µ

)
alors la

représentation matricielle de γν = γd
ν

dans le local frame {∂µ} est

αν
τγ

τ
D, αν

τ ∈ R

l’opérateur de rang 1 dans le local frame s’écrit

H1 = αν
τγ

τ
D (Lν +Γν) , (5.1)

et l’équation locale des champs complexes s’écrit

αν
τγ

τ
D (Lν +Γν) (Z) = λZ,

où λ est une fonction propre de H1 définie localement sur la carte de trivialisation
W . La section locale de Dirac définie par

γ (d⊗ Z) = γν (Z) , dν ∈ Γ (ξ∗W )

est une section de Dirac locale hermitienne. On se fixe une section de Dirac hermi-
tienne γ, métrisable. La métrique induite localement par le tenseur de Poisson γµν

est indépendante du choix de la carte de trivialisation choisie. L’opérateur de Dirac
H1 de rang 1 s’écrit dans une carte de trivialisation sous la forme 5.1. Pour une
carte de trivialisation, le local frame {∂µ} est une base de champs locaux complexes
du fibré ξW ⊗ C. La section des matrices de γd dans cette base est une section de
matrices hermitiennes [10]

M{∂µ}

(
γd

)
= Ad + iBd, Ad, Bd ∈ M4 (R)

donc, Ad est symétrique et Bd est antisymétrique. La section de Dirac réelle γd
R

dont la matrice dans le local frame {∂µ} est

M{∂µ}

(
γdR

)
= Ad +Bd

est la décomplexification de γ.
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Lemma 3. L’application γR ne dépend que de la section hermitienne γ et

l’application

γ → γR

est un isomorphisme des sections de Dirac hermitiennes sur les sections de Dirac

réelles.

Proof. On pose γ̂d (X) = γd (X + io), o est le champ nul, on vérifie que

γdR (X) = Re γ̂d (X) + Im γ̂d (X) (5.2)

avec

γd (Z) = γ̂d (X) + iγ̂d (Y ) si Z = X + iY ∈ Γ (ξW ⊗ C) , d ∈ Γ (ξ∗W )

et

γd (Z) = Re γ̂d (X)− Im γ̂d (Y ) + i
(
Re γ̂d (Y ) + Im γ̂d (X)

)
.

On note Ad = M{∂µ}

(
Re γ̂d

)
et Bd = M{∂µ}

(
Im γ̂d

)
, la matrice

M{∂µ}

(
γd

)
= Ad + iBd, Ad, Bd ∈ M4 (R)

car

γd (∂µ) = Re γ̂d (∂µ) + i Im γ̂d (∂µ) ,

TrAd + iBd =
(
TrAd

)
− i

(
TrBd

)
= Ad + iBd

donc TrAd = Ad et TrBd = −Bd. L’endomorphisme symétrique Re γ̂d et Im γ̂d

l’endomorphisme antisymétrique forment la décomposition d’un unique endomor-
phisme vérifiant 5.2. �

Definition 11. Le passage de γ à γR est une décomplexification, le passage de

γR à γ est une complexification.

Remark 11. On parlera de complexification hermitienne pour la distinguer de

la complexification métrique.

La section de Dirac réelle γR définie un opérateur de Dirac de rang 2, noté

H2 = (γR)2 ⊗R∇

où R∇ est la courbure de la connexion de Levi-Civita associée à la métrique g.
Dans le local frame {∂µ} associé à une carte de trivialisation de ξW, la matrice de
H2 est

hσρ = γνστ γ
µτ
j Rj

µνρ,

si

[γνR, γ
µ
R
] = Hνµ, (Hνµ)

σ
j = gσµδνj − gσνδ

µ
j (5.3)

alors H2 est un opérateur de Ricci et si le tenseur de Ricci est inversible, H2 est un
opérateur d’Einstein d’ordre λ si

[γνR, γ
µ
R
] = Gνµ (λ) , (Gνµ (λ))σj = (gσµ + λεσµ) δνj − (gσν + λεσν) δµj . (5.4)

Le problème d’unification par section hermitienne peut s’énoncer comme suit.
On se fixe une matrice réelle symétrique inversible de signature (+,−,−,−), notée
(gµν) ∈ M4 (R), de matrice inverse (gµν) et λ ∈ R. Existe-t-il quatre matrices
hermitiennes

Mν = Aν + iBν , ν = 0, 1, 2, 3
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telles que si on note Nν = Aν + Bν , les matrices décomplexifiées associées aux
matrices Mν ,

{Mν,Mµ} = 2gνµI4 et [Nν , Nµ] = Gµν (λ) ,

si la réponse est affirmative, on peut unifier par section de Dirac hermitienne. Si la
réponse est négative, on est amené à unifier par paires de sections compatibles.

6. Les paires de sections compatibles

On se fixe deux sections de Dirac réelles ou complexes γ et ̺ métrisables. On
sait que les métriques induites sur l’univers W, par ces sections métrisables, sont
idépendantes du choix de la carte choisie [5].

Definition 12. La paire de sections de Dirac (γ, ̺) est compatible si et seule-

ment si, les métriques qu’elles définissent, sont les mêmes. De façon plus générale,

la paire (γ, ̺) est isométriquement compatible si l’univers muni de la métrique in-

duite par γ est isométrique à l’univers muni de la métrique induite par ̺.

Dans ce qui suit, γ est une section de Dirac complexe et ̺ est une section de
Dirac réelle. Le théorème d’unification par paire s’écrit comme suit. On se fixe une
carte de trivialisation W de W et le local frame {∂µ} qui lui est associé. On note
{γµ} et {̺µ} les sections locales d’endomorphismes de Dirac qui sont associées à γ
et à ̺ respectivement. Le tenseur métrique s’écrit gνµ avec

4gνµ = Trace (γνγµ) = Trace (̺ν̺µ) ,

on suppose que cette métrique est une métrique Lorentzienne de signature (1, 3),
c’est-à-dire, (+,−,−,−). Il existe une base de sections locales {eµ} orthogonale
et réduite pour g. Si on note {eµ} les sections locales d’endomorphismes de Dirac
associées à {eµ}, on veut que l’équation relativiste de Dirac, dans la base sections
locales orthogonale et réduite, retrouver l’équation de Dirac et que le tenseur associé
à l’opérateur de Dirac de rang 2 défini par la section de Dirac ̺ soit une section de
Ricci. On a les théorèmes suivants d’unification.

Theorem 5. L’équation de Dirac associée à la section γ s’écrit dans le local

frame {∂µ}

γµ (Lµ +Γµ)Z = ρZ, Z ∈ ΓW (ξW ⊗ C)

où ρ est une fonction propre locale de l’opérateur γµ (Lµ +Γµ), Lµ est la dérivée de

Lie le long du champ ∂µ, Γµ est l’opérateur de Christoffel dont la matrice dans le

local frame s’écrit Γµ =
(
Γβ
αµ

)
. Les endomorphismes {γµ} sont des sections locales

d’endomorphismes dans l’algèbre de Clifford [9]

{γν , γµ} = 2gνµI4.

On impose la condition supplémentaire, si le local frame est orthogonal et réduit,

c’est-à-dire, si localement on a une métrique de Minkowski alors les endomor-

phismes de Dirac {γµ} ont pour matrices dans le local frame les matrices gamma

et pour fonction locale propre

ρ = −
imc

~
,

m est la masse de la particule.



16 JONOT JEAN LOUIS

Remark 12. Dans l’hypothèse où la métrique est une métrique de Minkowski

dans le local frame, l’opérateur de Christoffel est identiquement nul et on retombe

sur l’équation relativiste de Dirac.

D’autre part, les fonctions propres associées à γµ (Lµ +Γµ) discrétisent, en un

certain sens, les mesures des masses.

L’autre théorème permet d’écrire l’équation relativiste d’Einstein à l’aide de
l’opérateur de rang 2 associée à la section de Dirac réelle.

Theorem 6. Si les sections locales d’endormorphismes de Dirac {̺µ} associées

à la section de Dirac réelle ρ vérifient

[̺ν , ̺µ] = Hνµ,

l ’équation relativiste d’Einstein s’écrit sous la forme

H2 =

(
1

2
R− Λ

)
G + κT ,

où H2 est l’opérateur de Dirac de rang 2 associé à ̺, G est l’opérateur métrique

de matrice dans le local frame G =
(
gσρ

)
, T est l’opérateur énergie-impulsion de

matrice T =
(
T σ
ρ

)
avec Tσρ est le tenseur énergie-impulsion, la fonction R désigne

la courbure scalaire, Λ la constante cosmologique et κ = 8πG
c4

.

Si le tenseur de Ricci Rσρ associé à la métrique g est inversible et

[̺ν , ̺µ] = Gνµ (λ) ,

avec λ = − 1

2
R+ Λ alors l’équation d’Einstein s’écrit

H2 = κT .

Definition 13. Une équation unitaire est une équation qui lie les sections de

Dirac γ et ̺ sous la forme

E (γR, ̺) = o ou E (γ, ̺C) = o

où o est la section identiquement nulle de (ξ∗
W
⊗ζ)∗⊗ζ avec ζ = ξW ou ζ = ξW⊗C.

Remark 13. Dans le cas de l’unification par section de Dirac hermitienne,

l’équation unitaire s’écrit

γR = ̺.

Problem 1. Existe-t-il une équation unitaire entre les sections de Dirac γ et

̺ vérifiant les équations

{γν , γµ} = 2gνµI4

et

[̺ν , ̺µ] = Hνµ ou [̺ν , ̺µ] = Gνµ?

Dans l’hypothèse où la section de Dirac ̺ vérifiant 5.3 ou 5.4 n’existe pas, il
faut décomposer le tenseur hρσ associé à H2 en un tenseur symétrique Sρσ et un
tenseur antisymétrique Aρσ.
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7. Les tenseurs Sρσ et Aρσ

Les tenseurs Sρσ et Aρσ sont les tenseurs, respectivement symétrique et anti-
symétrique, associé au tenseur hρσ,

Sρσ =
1

2
(hρσ + hσρ) =

1

2

(
γνστγ

µτ
j Rj

ρµν + γνρτγ
µτ
j Rj

σµν

)

et Aρσ =
1

2
(hρσ − hσρ) =

1

2

(
γνστγ

µτ
j Rj

ρµν − γνρτγ
µτ
j Rj

σµν

)
,

ces tenseurs Sρσ et Aρσ s’écrivent

2Sρσ = γνστγ
µτ
j Rj

ρνµ + γνρτγ
µτ
j Rj

σνµ

=
(
γνστγ

µτ
j δηρ + γνρτγ

µτ
j δησ

)
Rj

ηνµ

=
(
γνστγ

µτ
j δηρ + γνρτγ

µτ
j δησ

)
gjαRαηνµ

=
(
γνστγ

µταδηρ + γνρτγ
µταδησ

)
Rαηνµ

= γνστγ
µταRαρνµ + γνρτγ

µταRασνµ,

et

2Aρσ = γνστγ
µταRαρνµ − γνρτγ

µταRασνµ

on rappelle que le tenseur de courbure est défini dans le local frame sous la forme

[∇ν ,∇µ] (∂β) = Rτ
βµν∂τ , Rαβµν = gατR

τ
βνµ

avec cette notation, les symétries de Rαβµν s’écrivent

Rαβνµ = −Rβανµ, Rαβνµ = −Rαβνµ, Rαβνµ = Rµναβ (7.1)

et l’identité cyclique

Rαβνµ +Rανβµ +Rαµνβ = 0. (7.2)

Theorem 7. Si

γνστγ
µτ
j δηρ + γνρτγ

µτ
j δησ = δ

νµη
jσρ + δ

νµη
jρσ (7.3)

alors

Sρσ = Rρσ,

et si le tenseur hσρ est symétrique, l’équation 7.3 s’écrit

[γν , γµ] = Hνµ.

Proof. On a

2Sσρ = γνστγ
µτ
j Rj

ρνµ + γνρτγ
µτ
j Rj

σνµ

=
(
γνστγ

µτ
j δηρ + γνρτγ

µτ
j δησ

)
Rj

ηνµ,

si

γνστγ
µτ
j δηρ + γνρτγ

µτ
j δησ = δ

νµη
jσρ + δ

νµη
jρσ

alors

2Sσρ =
(
δ
νµη
jσρ + δ

νµη
jρσ

)
Rj

ηνµ = δ
νµη
jσρR

j
ηνµ + δ

νµη
jρσR

j
ηνµ

= δµησρRηµ + δµηρσRηµ = Rρσ +Rσρ = 2Rσρ.

Si l’équation tensorielle 7.3 est vérifiée et si le tenseur hσρ est symétrique on a

γνστγ
µτ
j Rj

ρνµ − γνρτγ
µτ
j Rj

σνµ = 0
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et

γνστγ
µτ
j δηρ =

1

2

(
δ
νµη
jσρ + δ

νµη
jρσ

)
.

En particulier,

γνστγ
µτ
j =

1

2

(
δ
νµη
jσρ + δ

νµη
jρσ

)
= δ

νµ
jσ ,

γνστ γ
µτ
j = gσκγνκτγ

µτ
j

= gσκδ
νµ
jκ = gσµδνj

et

γνστ γ
µτ
j − γµστ γντj = gσµδνj − gσνδ

µ
j ,

ce qui s’écrit matriciellement [γν , γµ] = Hνµ. �

On rappelle que l’opérateur de Dirac de rang 2 est un opérateur de Ricci si

Sσρ = Rσρ,

et un tenseur d’Einstein d’ordre λ est un tenseur qui s’écrit, dans le local frame,
sous la forme

Rσρ + λgσρ,

où λ est une C∞-application définie dans une carte de trivialisation, Rσρ est le
tenseur de Ricci, gσρ est le tenseur métrique. On rappelle que le tenseur de Ricci
Rµν est inversible s’il existe un tenseur T µν tel que

T µτRτν = δµν ou RντT
τµ = δµν .

Sous cette hypothèse, le tenseur T µτ est unique si il existe. Si Rµν est inversible
il existe un unique tenseur εσµ tel que

εσµRµρ = gσρ et εµσRµρ = gσρ. (7.4)

Theorem 8. Si

γνστγ
µτ
j δηρ + γνρτγ

µτ
j δησ = δ

νµη
jσρ + δ

νµη
jρσ + λεησδ

νµ
jρ + λεηρδ

νµ
jσ (7.5)

alors le tenseur Sσρ est un tenseur d’Einstein d’ordre λ.

Proof. On a

2Sσρ = γνστγ
µτ
j Rj

ρνµ + γνρτγ
µτ
j Rj

σνµ

=
(
γνστγ

µτ
j δηρ + γνρτγ

µτ
j δησ

)
Rj

ηνµ

= δ
νµη
jρσR

j
ηνµ + δ

νµη
jσρR

j
ηνµ + λεησδ

νµ
jρ R

j
ηνµ + λεηρδ

νµ
jσR

j
ηνµ

= δµηρσRηµ + δµησρRηµ + λεησδ
µ
ρRηµ + λεηρδ

µ
σRηµ

= Rσρ +Rρσ + λεησRηρ + λεηρRησ

= Rσρ +Rρσ + λgσρ + λgρσ

= 2 (Rσρ + λgσρ) .

�

Corollary 1. Si l’équation 7.5 est vérifiée pour λ = − 1

2
R + Λ, l’équation

relativiste d’Einstein s’écrit sous la forme

Sσρ = κTσρ

où Tσρ est le tenseur énergie-impulsion.
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8. Les métriques de Dirac-Ricci–Einstein

Les métriques de Dirac–Ricci-Einstein sont des métriques construites à partir
d’une section de Dirac métrisable. Si gνµ est le tenseur métrique défini par les
sections locales d’endomorphismes de Dirac γµ dans le local frame, cette métrique
est une métrique de Dirac si

{γν, γµ} = 2gνµI4, (8.1)

c’est une métrique de Ricci si le symmétrisé Sσρ du tenseur associé à l’opérateur
de Dirac de rang 2 vérifie

Sσρ = Rσρ.

Si ce tenseur vérifie

Sσρ = Rσρ + λgσρ, λ = −
1

2
R+ Λ

on dit que la métrique est une métrique d’Einstein. La métrique de Minkowski est
une métrique de Dirac pour la section de Dirac dont les sections d’endomorphismes,
définies sur une carte de trivialisation, ont pour matrices les matrices de Dirac γµD
dans le local frame. Si les sections d’endomorphismes de Dirac, définies sur une
carte de trivialisation, vérifient 7.3 alors la métrique est de Ricci et si 5.3 est vérifiée
la métrique est une métrique de Ricci et le tenseur associé à l’opérateur de Dirac
de rang 2 est symmétrique.

On peut donner des conditions sur les sections locales d’endomorphismes de
Dirac. Si 7.5 est vérifiée alors le tenseur Sσρ est un tenseur d’Einstein d’ordre λ,
cette équation a un sens que si le tenseur de Ricci est inversible. L’existence de
métrique de Ricci et d’Einstein est un problème ouvert. L’unification est donnée par
l’existence d’une métrique de Dirac-Einstein, c’est-à-dire, une métrique d’Einstein
qui vérifie la condition de Dirac 8.1. Ainsi on peut reformuler l’équation relativiste
d’Einstein sous la forme 3.2.

9. Conclusion

On a démontré que l’on pouvait, sous certaines hypothèses, écrire l’équation
relativiste de Dirac comme l’équation propre d’un opérateur de rang 1, d’une section
de Dirac hermitienne métrisable γ. Pour l’équation relativiste d’Einstein, sous
certaines hypothèses, l’opérateur de rang 2 d’une section de Dirac ̺ réelle de Ricci
ou d’Einstein, s’écrit comme combinaison linéaire de l’opérateur de Ricci et de
l’opérateur métrique. L’équation relativiste d’Einstein devient une relation entre
opérateurs, tandis que l’équation relativiste de Dirac s’écrit comme une équation
propre d’un opérateur.

L’unification se fait en déterminant une équation entre γ et ̺, de façon précise
entre γR et ̺ ou γ et ̺C. La première équation du type E (γR, ̺) = o est une
équation dans l’espace des sections de Dirac réelles. La deuxième, E (γ, ̺C) = o est
une équation dans l’espace des sections complexes hermitiennes. Certains problèmes
d’unification par sections de Dirac restent ouverts. L’existence des métriques de
Dirac-Ricci ou de Dirac-Einstein n’est pas résolue complètement. Le tenseur anti-
symmétrique associé au tenseur défini par la section de Dirac de rang 2, n’a pas
encore d’interprétation physique. L’hypothèse d’identifier le tenseur symétrique as-
socié à H2 au tenseur κTµν , permet d’unifier les équations de Dirac et d’Einstein si
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ce tenseur est un tenseur d’Einstein d’ordre λ avec

λ = −
1

2
R+ Λ.
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