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	Disciplines
	Mathématiques - Philosophie

	Thème
	Les géométries non euclidiennes ; géométries et réalité : un questionnement sur la vérité

	Niveau
	Terminale Scientifique

	Cadre
	Cours de mathématiques et cours de philosophie

	Objectifs
	C'est en premier lieu un questionnement sur la vérité, au sens de l'adéquation entre le discours théorique et la réalité, qui est mis en œuvre dans le scénario proposé.
- En mathématiques, on montrera aux élèves qu'il existe plusieurs géométries, qui diffèrent tant par leurs axiomes que par leurs théorèmes, mais qui sont chacune logiquement cohérentes et s'appliquent au réel.
- En philosophie, on s'interrogera, avec les élèves, sur les implications de ce « pluralisme théorique ». Son acceptation implique un changement de perspective sur la nature des mathématiques et plus généralement les rapports entre raison et réalité.

	Modalités pratiques de déroulement
	Durée
	3h (2h en cours de mathématiques et 1h en cours de philosophie)

Scénario alternatif court : 2h en cours de philosophie

	
	Equipement spécifique


	Le professeur de mathématiques pourra utiliser le vidéoprojecteur et un ordinateur muni d'un logiciel de géométrie dynamique (par exemple Geogebra)



	Dispositifs pédagogiques
	- partie mathématiques (1h ou 2h) : travaux dirigées en classe entière, éventuellement en petits groupes
- partie philosophie (1h) : discussion philosophique conduite par le professeur de philosophie, avec interventions ponctuelles du professeur de mathématiques


	Description de l'activité
	L'activité proposée permet aux élèves, à travers quelques exercices, de manipuler une géométrie non-euclidienne (la géométrie hyperbolique via le modèle du demi-plan de Poincaré) et d’en découvrir certaines propriétés. S'en suit une discussion philosophique menée par le professeur de philosophie avec l'appui du professeur de mathématiques, destinée à problématiser les enjeux du pluralisme théorique engendré par l'existence de cette nouvelle géométrie (voir objectifs ci-dessus).


	Fichiers constitutifs de la ressource
	ressource_IREM-geometrie_realite_verite.pdf
GNE_fiche_eleve_version_longue.pdf
GNE_fiche_eleve_version_courte.pdf

Diaporama_GNE_maths.pdf

fig1.ggb
fig2.ggb
distance.ggb

lemme.ggb

triangle.ggb


	Mots-clés
	la raison et le réel ; la vérité ; réalisme ; les géométries non euclidiennes


	Programme officiel
	· Des éléments d’épistémologie et d’histoire des mathématiques s’insèrent naturellement dans la mise en œuvre du programme. Connaître le nom de quelques mathématiciens célèbres, la période à laquelle ils ont vécu et leur contribution fait partie intégrante du bagage culturel de tout élève ayant une formation scientifique. La présentation de textes historiques aide à comprendre la genèse et l’évolution de certains concepts. 

· Fonction ln(x) : 

· utiliser pour a réel et strictement positif et b réel l’équivalence : ln a = b (a = eb
· raisonner par équivalence
· formuler la négation d’une proposition


	Auteurs
	Thomas François, Christophe Pointier, Daniel Guin, Dominique Guin, Thomas Hausberger, Patrice Marie-Jeanne, Henri Reboul.
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L'activité proposée dans la fiche élève ci-dessous permet aux élèves, à travers quelques exercices, de manipuler une géométrie non-euclidienne et d’en découvrir certaines propriétés. Dans quel but utiliser ces exercices ? Que cherchera t-on à montrer autant en mathématiques qu’en philosophie ?
C'est en premier lieu un questionnement sur la vérité, au sens de l'adéquation entre le discours théorique et la réalité, qui est mis en œuvre dans le scénario proposé.
La géométrie d'Euclide est pour les élèves, comme elle fut longtemps pour les mathématiciens, l'unique et véritable géométrie. Ses principes apparaissent comme simples et évidents. Ses théorèmes sont utilisés de manière efficace tant dans les pratiques empiriques que dans les sciences physiques. D'où la croyance que l'espace euclidien est la réalité ou qu'il existe un espace qui est euclidien (soit qu'on le considère comme une réalité objective, indépendante du sujet et des processus de connaissance, soit qu'on le considère comme une forme a priori, qui s'imposerait à l'esprit de manière universelle et nécessaire). Le penchant naturel est ainsi de réifier ce qui n'est qu'un schéma de pensée.
La découverte d'une nouvelle géométrie permet de questionner ce réalisme.
En mathématiques, à travers une activité de découverte de la géométrie du demi-plan de Poincaré, on montrera aux élèves qu'il existe plusieurs géométries, qui diffèrent par leurs axiomes et par leurs théorèmes. Au-delà des éléments d’histoire et d’épistémologie des mathématiques concernant le statut du postulat des parallèles, l’activité aborde également des points du programme de Terminale concernant le raisonnement et la logique: les élèves seront amenés à formuler la négation d’une proposition et à utiliser des équivalences. Ils devront par ailleurs transposer les énoncés des postulats du cadre euclidien à celui de la géométrie du demi-plan.  Ce travail logique sera doublé de constructions géométriques à la règle et au compas qui réactiveront des compétences élémentaires (tracé de médiatrices, de tangentes).
Le devoir à faire à la maison propose un travail sur la distance faisant intervenir la fonction logarithme, le calcul dans un repère orthonormé et des inégalités élémentaires.

Le professeur de mathématiques interviendra également pendant la discussion philosophique, d’une part pour souligner que la géométrie de Poincaré et celle d’Euclide sont également cohérentes (si les axiomes de la géométrie de Poincaré conduisaient à une contradiction, les axiomes d’Euclide seraient également contradictoires car l’énoncé contradictoire pourrait être interprété en termes des objets de la géométrie euclidienne, en vertu de la manière dont est définie la géométrie de Poincaré
), d’autre part pour montrer que les GNE s'appliquent au réel (exemple du GPS), bien qu’elles aient été élaborées contre l’intuition sensible.
En philosophie, on s'interrogera, avec les élèves, sur les implications de ce « pluralisme théorique. » Son acceptation implique un changement de perspective sur la nature des mathématiques et plus généralement les rapports entre raison et réalité.
Face au pluralisme théorique, plusieurs réactions sont possibles. On peut, de prime abord, se demander quelle est la vraie géométrie : est-ce la géométrie d'Euclide ou une autre géométrie qui est en adéquation avec le monde physique ? On peut aussi, surtout,  radicaliser la question : les différentes géométries ne sont elles pas des modèles, plus ou moins « commodes
 », mais qu'il faudrait distinguer de la réalité ? L'idée directrice est de sortir de l'illusion réaliste qui a longtemps dominé les mathématiques et qui est très largement partagée par les élèves. On argumentera que la géométrie est une science formelle qui peut servir à modéliser la réalité, mais qui ne traite pas de la réalité elle-même. La notion de modèle permettra d'interroger l'idée d'objectivité en science, et partant les idées de vérité et réalité. Toute mesure empirique, tout jugement de fait, présuppose un cadre théorique dont le choix, qui n'est jamais entièrement déterminé par l'expérience, est en partie libre. Aussi ce que nous appelons « le réel » n'est pas indépendant de nos conventions : il n'est pas découvert mais construit par la raison.
Remarque : une autre possibilité de développer le questionnement à partir de l'activité mathématique est d'interroger la vérité de la géométrie en direction de ses fondements : le statut des axiomes.
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Le scénario est exposé ici de manière sommaire, pour indiquer une mise en œuvre possible. Chacune de ces phases sera détaillée ci-dessous, dans les fiches destinées aux enseignants. Seront présentés : les objectifs ou idées directrices, le déroulé du cours, ainsi que quelques réactions des élèves.
Le scénario est décliné en deux versions, l’une qui peut être menée uniquement en cours de philosophie, avec intervention du professeur de mathématiques (version dite courte), l’autre (version longue) qui mobilise davantage de développements mathématiques, lors d’une activité de 2h menée en cours de mathématique.
Version courte du scénario :
	Phase
	Acteur
	Description de la tâche
	Situation
	Outils et supports
	Durée


	1
	Professeur de philosophie ou de mathématiques
	Introduction à l'activité mathématiques
	En classe de philosophie 
	Fiche élève
« Vers une nouvelle géométrie », version courte
Fiche professeur 1 (phase 1)
	5 mn

	2
	Elèves, aidés par le professeur de mathématiques
	Activité mathématique : manipulation d'une nouvelle géométrie : le demi-plan de Poincaré.
	En classe de philosophie
	Fiche élève
« Vers une nouvelle géométrie », version courte
Fiche professeur 1 (phase 2)
Fiche professeur 2
	50 mn

	3
	Professeur de Mathématiques
	Synthèse des résultats

	En classe de philosophie
	Fiche professeur 3 (phase 3)
	5 mn

	4
	Professeur de philosophie, accompagné du professeur de mathématiques, avec les élèves

	Discussion collective autour du pluralisme théorique et de ses implications : distinction entre le modèle mathématique et la réalité.
	En classe de philosophie
	Fiche professeur 3 (phase 4)
	50 mn



Version longue du scénario :

	Phase
	Acteur
	Description de la tâche
	Situation
	Outils et supports
	Durée


	1
	Professeur de philosophie ou de mathématiques
	Introduction à l'activité mathématiques
	En classe de mathématiques 
	Fiche élève

« Vers une nouvelle géométrie », version longue
Fiche professeur 1 (phase 1)
	5 mn

	2a
	Elèves, aidés par le professeur de mathématiques
	Activité mathématique : manipulation d'une nouvelle géométrie : le demi-plan de Poincaré.
	En classe de mathématiques
	Fiche élève

« Vers une nouvelle géométrie », version longue
Fiche professeur 1 (phase 2)

Fiche professeur 2
	1h45 mn

	2b
	Elèves
	Devoir à la maison
	A la maison
	Fiche élève « Vers une nouvelle géométrie », version longue, p. 5

Fiche professeur 2


	

	3
	Professeur de Mathématiques
	Synthèse des résultats


	En classe de philosophie
	Fiche professeur 3 (phase 3)
	10 mn

	4
	Professeur de philosophie, accompagné du professeur de mathématiques, avec les élèves


	Discussion collective autour du pluralisme théorique et de ses implications : distinction entre le modèle mathématique et la réalité.
	En classe de philosophie
	Fiche professeur 3 (phase 4)
	45 mn
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Version longue : Voir GNE_fiche_eleve_version_longue.pdf
Version courte : Voir GNE_fiche_eleve_version_courte.pdf
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Description des fiches professeurs :
1. L'objet mathématique : introduction à une nouvelle géométrie (version longue et version courte)
2. Corrigé mathématique (version longue de la fiche élève et devoir à la maison).

3. Le questionnement philosophique : autour du réalisme
Fiche professeur 1 :
L'objet mathématique :
Introduction à une nouvelle géométrie
Phases 1 et 2 du scénario (2h)
1. Phase 1 du scenario : Introduction historique : l'empirique et le logique (5mn)
Cette présentation rapide de l'histoire de la géométrie ne vise pas à susciter un questionnement sur la nature des axiomes et le fondement des mathématiques. Il s'agit de montrer que la géométrie est confrontée à deux types de questions : d'ordre empirique, d'où est issue la géométrie euclidienne, et d'ordre purement mathématique, d'où sont issues les nouvelles géométries. Einstein dans La géométrie et l'expérience, distingue d'une part « une géométrie pratique » qui est dérivée de l'expérience, sorte de physique primitive, qui participe de notre effort pour savoir quelque chose du comportement des objets réels, et d'autre part « une géométrie axiomatique pure » dépourvue a priori de tout contenu intuitif et de toute signification matérielle, n'ayant d'autre fondement que la pure cohérence déductive.
L'absence d'une définition claire de « géométrie » et « espace » peut gêner la compréhension des enjeux par l'élève. Pourquoi certaines constructions axiomatiques peuvent-elles être appelées « géométries » ;
Le recours au dictionnaire Larousse n'est pas d'une grande aide :
- géométrie (n.f., latin geometria, du grec geômetria) : Pour Euclide, science des figures de l'espace ; pour F. Klein (programme d'Erlangen), étude des invariants d'un groupe de transformation de l'espace.
- espace : en mathématiques, ensemble sur lequel on a défini une structure (algébrique et/ou topologique).
On n'a aucune indication sur l'appellation comme géométrie du domaine généré par le déploiement logique des nouveaux axiomes.
Une approche possible : le nouveau jeu d'axiomes étant clairement inspiré par ceux de la géométrie euclidienne (comme « science des figures »), on va considérer qu'il crée lui aussi une science des figures, une géométrie, ce qu'on va démontrer dans l'activité.
Autre difficulté « sémantique » : un postulat est posé sans preuve mathématique, alors qu'il s'agit ici de vérifier que le modèle de géométrie proposé satisfait les postulats. On n'est donc pas dans la perspective de créer un modèle géométrique par construction axiomatique mais dans celle de montrer que le modèle satisfait des « règles », qui se trouvent être inspirées de la géométrie euclidienne.
Cette distinction permet d'introduire l'étude d'une géométrie non euclidienne (le demi-plan de Poincaré) : géométrie qui est a priori entièrement détachée de toute relation à l'expérience et qui est née d'un questionnement logique sur l'indépendance du cinquième postulat (voir [Math-Philo1]).
Cette distinction doit également servir de prélude au questionnement sur la vérité : quel est le statut des géométries non-euclidiennes et plus généralement de la géométrie ? A quelle type de vérité peut-elle prétendre ?
On procédera, en suivant « la fiche élève » et en commentant celle-ci, en trois étapes :
1. Naissance de la géométrie à partir de questions pratiques. La géométrie semble être apparue chez les Egyptiens suite à la nécessité à laquelle ils étaient confrontés d'arpenter chaque année des terrains transformés par les crues du Nil.
2. Première formalisation de la géométrie avec Euclide (IIIème siècle avant J.-C.). La géométrie ne vise plus la résolution de problèmes pratiques mais l'établissement de théorèmes par voie démonstrative.
3. Questionnement mathématique sur le cinquième postulat qui conduit à la construction de nouvelles géométries. Ne pourrait-on pas ainsi réduire le nombre des postulats ? Ce questionnement aura des conséquences logiques, mathématiques et philosophiques inattendues.
Cette introduction peut être réalisée par le professeur de philosophie afin d'inscrire l'activité mathématique dans le questionnement philosophique.
2. Phase 2 du scénario : Manipulation d'une nouvelle géométrie : Exercices (1h45mn)
Les élèves résolvent les exercices (voir fiche élève), éventuellement en petits groupes. Ce travail doit être encadré par l'enseignant de mathématiques. Des phases d'institutionnalisation seront menées régulièrement.
Des corrigés mathématiques sont fournis au sein du présent document (fiche professeur 2).

Matériel :
Il faudra s'assurer que les élèves disposent bien de leur matériel de géométrie. On pourra admettre la satisfaction de certains postulats, « vérifiés expérimentalement » sur des figures de GeoGebra (la géométrie dynamique permet de souligner le caractère générique des figures, autrement dit de justifier le raisonnement inductif), pour lequel il existe des environnements adaptés à la géométrie du demi-plan de Poincaré, par exemple : 
http://www.geogebra.org/material/simple/id/1477903 (créé par Jordi Arnau, téléchargeable et utilisable hors ligne sur ordinateur équipé de GeoGebra).
On pourra également utiliser un diaporama afin de présenter Henri Poincaré, quelques figures clefs de l’exercice et des schémas permettant de visualiser la perception de cette géométrie par des êtres qui y vivraient (voir ci-dessous).

Une proposition : Diaporama_GNE_maths.pdf 
Utilisation des figures :

Le professeur de mathématiques pourra également s'appuyer sur ces figures de géométrie dynamique pour réaliser les constructions demandées (par exemple, tracer la géodésique passant par deux points), en mettant en avant la généricité des figures par des déplacements de points, ou bien pour illustrer les calculs (par exemple, donner à voir comment la distance croît sur une géodésique lorsque l'on s'approche de l'axe des abscisses : figure Geogebra lemme.ggb jointe à la ressource), ou encore à titre de vérification expérimentale (par exemple, lorsqu'il s'agit de déterminer les cercles hyperboliques).
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Capture d’écran de figures réalisée avec l’environnement http://www.geogebra.org/material/simple/id/1477903 (créé par Jordi Arnau)
On pourra indiquer aux élèves que le demi-plan de Poincaré et les constructions qui leur sont proposées constituent un modèle de la géométrie axiomatisée par P1, P2, P3, P4 et P5', laquelle est appelée géométrie hyperbolique. Il existe d'autres modèles (par exemple le disque de Poincaré qui a beaucoup inspiré le raveur Escher). Le « monde » hyperbolique est « plongé » dans un espace euclidien depuis lequel on l'observe.
Voici une figure Geogebra concernant le tracé d'une géodésique de type 2 :
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- fig1.ggb :
Cette figure fait apparaître la médiatrice du segment [AC], son intersection D avec l'axe des abscisses, le demi-cercle de centre D passant par A et C (la géodésique cherchée).
Quelques difficultés :
Trois remarques importantes sur la notion de géodésique et ses représentations :
- il faut institutionnaliser la méthode de construction d'une géodésique (« à la règle et au compas »). Ces gestes sont répétés tout au long de l'activité, il ne faut pas qu'ils constituent un blocage ou une perte de temps dans les questions ultérieures. Les élèves seront tentés de tracer d'abord le demi-cercle puis de placer les points A et B sur celui-ci ;
- une géodésique est une trajectoire (celle de plus courte distance entre deux points) ;
- la longueur de cette trajectoire n'est pas la longueur euclidienne de l'arc de cercle tracé. Elle est obtenue par un calcul faisant intervenir la formule de la distance de Poincaré.
Afin de permettre aux élèves d’appréhender plus facilement la nouvelle distance et de la distinguer de la distance euclidienne, on pourra procéder comme suit : on déplace isométriquement (c’est-à-dire en conservant la « distance de Poincaré » entre chaque point de la figure) une figure dans le demi-plan de Poincaré pour observer l'évolution de la distance euclidienne sur cette figure.
Exemple des « chats » : les trois chats ci-dessous ont la même « taille »
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Source: SAWYER, P. (2004). Géométrie hyperbolique pour les non-initiés. Dans Actes de la 10e Journée Sciences et Savoirs, sous la dir. de Sylvie Lafortune, Patrice Sawyer et Micheline Tremblay, p. 185-201.
On peut également (c’est en fait l’idée à l’origine de l’illustration précédente) utiliser des considérations « physiques », comme le faisait Poincaré pour son disque (voir vidéos ci-dessous) : la ligne d'horizon correspond au zéro absolu, la température augmente avec l'altitude donc également la taille euclidienne (c'est-à-dire les distances telles qu’elles sont observées depuis un espace euclidien de dimension supérieure) des êtres de cette géométrie.
Enfin, on pourra utiliser la figure distance.ggb laquelle permet de montrer que le plus court chemin entre deux points A et B ne passe pas par un point sur le segment [AB]. Une meilleure stratégie est de suivre la géodésique de Poincaré ; en termes de l’expérience de pensée que propose Poincaré lorsqu’il introduit son monde imaginaire : « en prenant de l’altitude, on fait de plus grands pas ».

Vidéos :

Ces idées ont été exploitées dans le cas du modèle du disque de Poincaré, un autre modèle de géométrie hyperbolique dans lequel le demi-plan a été en quelque sorte « refermé » en un cercle :

https://vimeo.com/20388468 ou https://www.youtube.com/watch?v=dLwi_opxLxs (conférence de E. Ghys ; visionner le passage situé à 50 min 43 s du début de la vidéo pour la description du « monde » du Disque de Poincaré ; voir également à 51 min 48 s pour une mise en situation intéressant à propos de « voitures »)

En trois dimensions :

http://images.math.cnrs.fr/Une-chambre-hyperbolique.html (Leys J. (2008), Une chambre hyperbolique, Images des Mathématiques
Distance et axe des abscisses :
Figure Geogebra lemme.ggb

Le point B varie sur la géodésique ; la distance dH(A,B) est calculée à l'aide de la formule donnée mobilisant le symétrique A' de A par rapport à l'axe des abscisses. Il peut s'avérer pertinent, afin de montrer que cette distance tend vers l'infini lorsque B se rapproche de l'axe, de zoomer (avec GeoGebra par exemple) autour des points d'intersection du cercle avec l'axe. Cependant, la distance varie comme un logarithme, donc très lentement, alors que la sensibilité de la souris limite les petits déplacements. Lorsque l'axe est atteint, le logiciel affiche le symbole infini.
Le cercle de Poincaré est un cercle euclidien :

Figure Geogebra fig2.ggb
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Cette figure a pour but de vérifier que le cercle hyperbolique de centre A passant par B est le cercle euclidien de centre[image: image9.png]14k7
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. Un point D varie sur ce cercle hyperbolique : on peut constater que d(C,D) reste constant, de valeur d(A,B).
C'est une question difficile à traiter par les élèves. Pour ces raisons, elle a été proposée sous forme de devoir à la maison, dotée de nombreuses questions intermédiaires.
Attention également au vocabulaire employé: le « cercle de Poincaré » de centre A est un cercle euclidien de centre C, différent du point A.
On manipule les triangles et les quadrilatères pour souligner les différences de la nouvelle géométrie, qui seront résumées dans un tableau en début de phase 3, notamment l’emblématique somme des angles, inférieure à 180° (ou π radians).
Figure Geogebra pour les triangles : triangle.ggb
Sur l’utilité des géométries non-euclidiennes :
On pourra également proposer d'autres modèles de la géométrie hyperbolique et de la géométrie sphérique, pour justifier le pluriel de « géométries non-euclidiennes », en veillant à ne pas « éventer » la discussion philosophique en abordant trop tôt une possible vérité, réalité ou utilité des géométries non-euclidiennes. Les illustrations possibles de l’utilisation de la géométrie de Poincaré (GPS, propagation des ondes sous l’eau, etc.) seront préférablement exploitées lors de la discussion philosophique.
Remarques sur l’utilisation de l’annexe concernant la relativité générale et le GPS :
La formalisation mathématique de la théorie de la relativité générale d’Einstein repose sur une géométrie « lorentzienne », c’est-à-dire une géométrie à quatre dimensions (dimensions + temps). Elle est non-euclidienne au sens où, comme dans la géométrie de Poincaré, les géodésiques ne sont pas nécessairement des droites puisqu’elles dépendent de la courbure, elle-même déterminé par la distribution de masse-énergie.
Le professeur de mathématiques pourra s’appuyer sur le diaporama Diaporama_GNE_maths.pdf afin de présenter cette idée et son application au fonctionnement du GPS.
3. Phase 2 du scénario alternatif court : Manipulation d'une nouvelle géométrie : Exercices (50mn)
L’intention est ici de fournir assez rapidement l’existence de la géométrie de H et ses propriétés différentes de celles de la géométrie euclidienne afin de préparer la discussion philosophique sur la vérité et le rapport au réel.

Les postulats1,2,3,4 sont énoncés dans le langage des géodésiques par les élèves, et admis (ils peuvent faire l'objet d'un travail à la maison). Le postulat 5 ‘ est énoncé et vérifié par les élèves. Cela implique l’indépendance logique du postulat des parallèles par rapport aux quatre premiers postulats. 

On souligne le fait que cette nouvelle géométrie est elle aussi une « science des figures » (et un modèle des objets générés par la nouvelle liste d'axiomes).
On manipule les triangles et les quadrilatères pour souligner les différences de la nouvelle géométrie, qui seront résumées dans un tableau en début de phase 3, notamment l’emblématique somme des angles, inférieure à 180° (ou π radians).
Fiche professeur 2 :

Corrigé mathématique

version longue de la fiche élève et devoir à la maison inclus
Corrigé de « Vers une nouvelle géométrie », version longue :

Dans la version courte, on admettra dans la partie A les propositions 1, 2, 3 et 4 que l’on se contentera d’énoncer dans le langage des géodésiques. Le reste de la ressource est identique à celui de la version longue.

Preuve de la proposition 0 (admise) : 
Lorsque B tend vers λ, alors
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, donc 
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 tend vers 0 et dH(A;M) tend vers l'infini.

Plus explicitement, on introduit le projeté orthogonal H de B sur λ: 
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Par conséquent, dans l'expression
[image: image15.wmf]ABAB
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, le numérateur est borné tandis que le dénominateur tend vers 0 lorsque B tend vers λ. On en déduit que la distance tend vers 
[image: image16.wmf]+¥

 lorsque yB tend vers 0.
A. Les géodésiques et les cinq postulats d’Euclide : vérification des propositions 1, 2, 3.
Proposition 1 :
Si A et B ont même abscisse dans le demi-plan, une « géodésique verticale » passe par ces deux points. Sinon, la géodésique passant par A et B est le demi-cercle passant par A et B dont le centre est l’intersection de la médiatrice du segment euclidien [AB] avec λ.

[image: image17.png]



Une telle géodésique est unique en raison de l’unicité de la droite verticale euclidienne (AB) dans le premier cas ou de la médiatrice dans le second.

Proposition 2 :
Énoncé : « Un segment de géodésique peut être prolongé indéfiniment en une géodésique. »

Un segment de géodésique verticale est un segment de droite euclidienne ; un segment de géodésique circulaire est un arc de cercle porté par un demi-cercle dont le centre est sur λ. Lorsque B tend vers λ, la longueur calculée avec la distance dH tend vers l’infini d’après la proposition 0.

Proposition 3:
Énoncé : « Tous les angles droits (c’est-à-dire formés par les tangentes de deux géodésiques en leur point d’intersection formant des angles égaux) sont égaux »
[image: image18.png]R




Les angles droits entre géodésiques sécantes sont les angles droits euclidiens de tangentes au point d’intersection.

Proposition 4: voir corrigé du devoir à la maison.

Proposition 5’:
Énoncé : « pour toute géodésique D et tout point A extérieur à D, il existe une infinité de géodésiques parallèles à D (c’est-à-dire sans point d’intersection avec D) passant par A. »
[image: image19.png]



Par tout point A extérieur à D, il passe une infinité de géodésiques parallèles à D.

B. Quelques propriétés de cette géométrie :

1. Parallélisme des géodésiques.

La notion de géodésiques parallèles n’est pas « transitive » puisqu’on peut construire deux géodésiques D1 et D2 parallèles et une géodésique D3 parallèle à D2 mais pas à D1.
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2. Les triangles

a) Il y a deux types de « triangles » :

[image: image21.png]



b)  On peut construire un triangle dont la somme des angles est nulle.

[image: image22.png](chacun des angles a, 3, v est nul)




c) On peut tracer un « triangle plat » dont la somme des angles vaut π.
[image: image23.png]A
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3. Les rectangles

Il y a trois types de « quadrilatères » :
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Il n'existe pas de « rectangle »! En effet, s'il existait un vrai « rectangle » (i.e. un « quadrilatère » non plat avec quatre angles droits), on pourrait le décomposer en deux vrais « triangles » et la somme des angles du « quadrilatère » serait égale à la somme des angles des deux « triangles ». On aurait donc :
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C’est impossible, d’où l’inexistence des « rectangles » dans H.

Corrigé du devoir à la maison :

a) Le « cercle de Poincaré » Γ dans H de centre A et de rayon r est l'ensemble des points M de H tels que dH(A,M) = r, c’est-à-dire tels que :
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Alors :
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Cela entraîne :
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D’où :
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Par ailleurs, on a les équivalences suivantes, pour x ≠ 1 et y ≠ -1  :
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Soit bien : 
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Alors, en posant 
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b) Lorsque
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c) On a donc:
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, ce qui entraîne : 
[image: image46.wmf]0

AMAM

££

. Cela signifie que le point M est plus proche de A que de son symétrique
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, et donc qu’il est dans le demi-plan supérieur du plan et donc dans H. Tout point de Γ est donc contenu dans H.

d) On pose 
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 (on remarquera que
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) et on cherche donc l’ensemble des points tels que
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. On considère le système orthonormé d’axes
[image: image51.wmf]AA

et λ. Dans ce repère, on note [image: image52.wmf]
[image: image53.wmf](0,)

Aa

, 
[image: image54.wmf](0,)

Aa

-

et 
[image: image55.wmf](,)

Mxy

. Alors : 
[image: image56.wmf]2

22

()

AMayx

=-+

et
[image: image57.wmf]2

22

()

AMayx

=++

.

L’égalité
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Soit :
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Cette expression est l’équation du cercle euclidien de centre le point 
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et de rayon 
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Fiche professeur 3 :

La discussion philosophique :
Le pluralisme théorique et ses enjeux
Phases 3 et 4 du scénario (55mn)
1. Phase 3 du scénario : Synthèse des résultats (10mn)
Il s'agit de relever les résultats importants sur lesquels la discussion pourra s'appuyer et de les faire noter aux élèves, à savoir les différences entre géométrie d'Euclide et géométrie de Poincaré :
	Géométrie d'Euclide
	Géométrie de Poincaré

	Les géodésiques sont les droites euclidiennes
	Les géodésiques sont de 2 types : des demi-droites euclidiennes et des demi-cercles euclidiens

	Les postulats P1 à P5 sont vérifiés
	Les postulats P1 à P4 sont vérifiés, mais pas P5.
(P5 est donc indépendant des 4 premiers postulats : il n'en est pas une conséquence logique)

	
	Les cercles de Poincaré sont des cercles euclidiens dont le centre est décalé par rapport au centre euclidien

	La sommes des angles d'un triangle vaut 180°
	La somme des angles d'un triangle peut être comprise entre 0 et 180° (inclus)

	
	Il n'existe pas de rectangle

	
	


2. Phase 4 du scénario : discussion philosophique (45mn)
La correction des exercices a permis de montrer aux élèves qu'il existe plusieurs systèmes mathématiques dotés d'une « consistance », c’est-à-dire d'une cohérence logique. Cette pluralité peut être interprétée de diverses manières :
Les élèves tiennent la géométrie d'Euclide pour une vérité absolue
. Spontanément ils pensent et affirment que la géométrie de Poincaré « ne sert à rien », qu'elle n'a « pas d'application », et qu'elle est « purement théorique ». Pour eux, ce n'est même pas une géométrie véritable, au sens premier où la géométrie sert à mesurer et calculer des distances qui correspondent à l'expérience sensible. Ce ne serait qu'un « jeu de l'esprit » auquel Poincaré se serait livré « pour s'amuser » (quand les élèves n'évoquent pas l'emprise de stupéfiants).
Derrière la difficulté des élèves à admettre une autre géométrie, une géométrie qui est une construction axiomatique pure, il y a donc une conception très ancienne de la géométrie comme science de l'espace qui, loin d'être un « jeu de l'esprit », est ancrée dans le monde physique, dans la mesure de la terre, et formule des vérités au sens où ses théorèmes sont en adéquation avec la réalité. C'est une conception réaliste de la géométrie qui a longtemps dominé les mathématiques et dont les élèves sont imprégnés.
Le réalisme consiste à penser que non seulement la réalité (ici l'espace) existe en dehors de notre esprit, mais encore que la réalité est telle que notre esprit (la géométrie d'Euclide) nous la fait connaître. Le réalisme n'est pas seulement une attitude spontanée et naïve : il a été développé et systématisé par la philosophie et la science. Philosophie et science récusent les certitudes sensibles, immédiates et mal fondées, mais c'est le plus souvent pour aboutir à un réalisme de second rang. Exemplaire à cet égard est la démarche de Platon : la seule réalité, la réalité véritable, est, selon lui, la réalité intelligible, et parmi les idées, les idéalités mathématiques. Ce monde intelligible existe en dehors de l'esprit qui le découvre.
Les objectifs d'une discussion autour du pluralisme théorique sont de remettre en question cette conception réaliste de la géométrie et plus généralement de la science. L'illusion consiste ici à prendre nos idées pour la réalité. La géométrie est une science formelle qui peut servir à modéliser la réalité, mais qui ne traite pas de la réalité elle-même, d'un espace qui existerait en soi, indépendamment de l'esprit qui le conçoit. La notion de modèle permettra d'interroger l'idée d'objectivité en science, et par là même les idées de vérité et réalité.
Pour cela il est utile de procéder en deux temps :
· Remettre en question le réalisme spontané et naïf des élèves vis à vis de la géométrie d'Euclide en argumentant l'idée d'un pluralisme théorique.
· Initier, à partir de cette prise de conscience, une réflexion sur le rapport entre la raison et le réel.
L'enseignant de philosophie pourra se référer à l'annexe 7.2 pour une présentation schématique des différentes interprétations du pluralisme théorique mettant en avant les positions réalistes ou anti-réalistes qui les sous-tendent.
PROBLEME N°1 :
Remise en question de la position des élèves :
Les élèves restent attachés à l'idée que la géométrie d'Euclide est la seule, la vraie géométrie, en tant qu'elle décrit le monde sensible. Leur positionnement tient au caractère « pratique » ou « empirique » de la géométrie Euclidienne. Ils ne perçoivent pas le sens d'une géométrie « axiomatique pure » issue d'un questionnement logique.
Un éclaircissement sur le formalisme mathématique et sa fécondité est donc nécessaire :
1) Les mathématiques sont une science formelle :
Bien qu'elles puissent servir à modéliser la réalité, les mathématiques ne traitent pas de la réalité : elles sont une science formelle. Elles se préoccupent de la cohérence interne, la validité ou consistance du système, et non de la vérité au sens de l'adéquation avec la réalité.
Les théorèmes se fondent sur des procédures démonstratives et dépendent donc, en dernier recours, des axiomes. Ils n'ont pas de valeur en eux-même (cf la somme des angles d'un triangle). Les axiomes, quant à eux, ne sont pas évalués d'après des critères d'évidence intuitive ou d'adéquation avec la réalité, mais en fonction de leur fécondité : c'est l'ampleur et la rigueur de la construction déductive qui justifient, en retour, les propositions de départ.
L'évolution de la géométrie depuis Euclide est notable. La géométrie n'est plus le seul résultat d'une idéalisation de l'expérience sensible. Les géométries non-euclidiennes se sont développées en suivant un questionnement logique, sans se limiter à des notions intuitives ou tirées de l'expérience sensible.  
2) L'incroyable efficacité du formalisme mathématique :
On donnera des exemples d'utilisation des géométries non euclidiennes. Par exemple, le professeur de mathématiques pourra exposer une vulgarisation du principe de fonctionnement du GPS (5min) : voir annexe 7.1.
Ces exemples montrent la fécondité du formalisme : les mathématiques participent de la création d'un « réservoir de formes abstraites
 » où le physicien peut venir puiser. Les aller-retours entre mathématiques et physique témoignent de « l'incroyable efficacité des mathématiques
 » : des conceptions qui sont en partie de libres créations de l'esprit, qui ne sont pas entièrement déterminées par le monde extérieur, s'appliquent à l'expérience.
3) Le formalisme est source d'invention (contre les évidences) :
Un « processus de déification
 » a conduit à considérer les concepts fondamentaux et les axiomes de la géométrie euclidienne comme « évidents », conformes au bon sens et à l'intuition
, et donc comme des fondements inébranlables.
L'histoire de la géométrie illustre la nécessité de douter des évidences. Les évidences sont de nature psychologique mais elles n'ont souvent pas de fondement logique. Elles reposent sur une conviction qui ne doit pas dispenser de la recherche de preuves. Les outils formels sont alors, outre un moyen de contrôler des propositions, une source de créativité (les géométries non euclidiennes sont inventées au cours d'un raisonnement par l'absurde).
Le progrès de la connaissance est donc redevable à la capacité d'abstraction de la raison, qui problématise les idées familières et concrètes, même les plus évidentes. La raison vise ainsi à expliquer le réel « par l'impossible
 », c'est-à-dire par des modèles ou des idées qui disent le contraire de ce que nous observons jusqu'à maintenant et de ce à quoi nous sommes habitués.
PROBLEME N°2 :
Enjeux de cette remise en question :
Une fois reconnue la spécificité des mathématiques (elles sont une science formelle) et leur fécondité (elles sont d'une incroyable efficacité), une fois ainsi revenu du « processus de déification » de la géométrie euclidienne, le pluralisme théorique est acceptée : la géométrie « axiomatique pure » est admise aux côtés de la géométrie « pratique ».
Se pose alors le problème de savoir quel rapport entretient la raison avec le réel :
1) Le pluralisme théorique oblige à distinguer le modèle mathématique de la réalité. Plusieurs géométries rendent compte de manière adéquate du réel, c'est-à-dire permettent de décrire et prévoir les phénomènes. Une géométrie parmi d'autres ne peut donc pas prétendre que les explications qu'elle fournit, les principes qu'elle adopte, sont ceux qui sont conformes à la réalité.
2) Le pluralisme théorique met en lumière la dépendance de la raison envers des présupposés. Certaines idées ou notions fondamentales sont posées et admises comme point de départ. Pour Poincaré la science ne peut se passer d'hypothèses. En un sens très général, une hypothèse est un point de départ pour la réflexion. En physique les hypothèses sont faites pour être testées, soumises à la vérification expérimentale. En mathématiques elles servent à faire des déductions logiques, en en fixant en quelque sorte les règles. On peut évaluer ces « hypothèses mathématiques » ou axiomes en fonction de leur fé, c’est-à-dire l'ampleur et la consistance des systèmes qu'elles permettent de construire. Mais, contre Kant, Poincaré souligne qu'il n'y a pas en géométrie un système d'axiomes qui s'impose à l'esprit de manière universelle et nécessaire ; et contre les empiristes, il montre que l'expérience peut guider notre choix entre plusieurs systèmes d'axiomes, mais qu'elle ne peut pas le déterminer
. Le choix des axiomes reste donc « libre » ou « conventionnel » : ce sont des « définitions déguisées
 ».
3) L'incroyable efficacité du formalisme mathématique peut être interprétée selon une perspective kantienne. Kant analyse la connaissance en terme de « révolution copernicienne
 ». Il substitue, à l'idée d'un accord ou d'une adéquation entre le sujet et l'objet, l'idée d'une soumission de l'objet au sujet. La construction en mathématiques, puis l'utilisation en physique des géométries non euclidiennes, montre que la raison progresse d'elle-même : en suivant le seul ordre des idées dans un enchaînement déductif et en « forçant la nature à répondre à ses questions au lieu de se laisser conduire par elle ». Ainsi « la raison n'aperçoit que ce qu'elle produit elle-même d'après ses propres plans ». Ce que nous appelons réel n'est pas découvert par la raison mais construit par elle. C'est pourquoi nous ne connaissons pas les choses en elles-mêmes (noumènes), mais seulement les chose telles qu'elles nous apparaissent (phénomènes), soumises à nos principes et organisées par eux.
Il y a donc une distance entre les connaissances produites par la raison et la réalité en elle-même. L'objectivité de la connaissance mérite d'être interrogée.
Les élèves formulent cette idée, parfois de manière maladroite, en adoptant une position relativiste. S'il y a plusieurs géométries, alors « la vérité dépend de la géométrie qui est adoptée » ou « la vérité est subjective ». Tout n'est pas arbitraire. Selon le contexte, il est plus ou moins commode de se servir de la géométrie d'Euclide ou de celle de Poincaré. Mais il semble qu'il n'y ait pas de fait brut, indépendamment des conventions ou des présupposés qui imprègnent nos mesures. La distance, par exemple, n'existe pas en soi. Elle n'existe qu'à l'intérieur d'une géométrie. Il n'y aurait donc de vérité que dans un cadre théorique construit et choisi par l'homme.
Ici, deux options philosophiques s'affrontent :
- L'objectivité de la connaissance est maintenue, mais comme une limite idéale dont l'homme peut s'approcher. Les différents modèles peuvent être testés et les moins performants éliminés.  Certains élèves émettent l'idée qu'il doit être possible de « départager » les différentes géométries
 ou que les nouvelles géométries pourraient « intégrer » ou « compléter » les plus anciennes. La connaissance progresserait ainsi vers une vision de plus en plus précise et complète de la réalité.
L'idée que la raison s'approche de la vérité objective est ici une croyance, dont il est possible d'interroger la nature (programmatique ou idéologique).
- L'idée d'une vérité objective est abandonnée pour être remplacée par celle de représentation commode ou utile. En construisant et en choisissant des modèles, la raison ne vise pas la connaissance mais l'action.
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6- Compte-rendu(s) d'expérimentation au cours des mises en œuvre successives
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1) Expérimentations de 2012 et 2013 (version 1 de la ressource) :

Les questions posées aux élèves à la suite des cours ont été : 

Quelles sont pour vous les idées claires et bien comprises ? 

A contrario, qu'est-ce qui reste pour vous confus ? 

Selon vous quels sont les points qui ont été développés trop longuement, sur lesquels il eut été possible de passer plus vite ? A contrario, quels sont les points développés trop rapidement, qui auraient mérités davantage d'explications ? 

Quel est l'intérêt de ce cours pour votre formation en mathématiques ? 

Quel est l'intérêt de ce cours en philosophie ? 

Avez-vous mieux compris les rapports entre la raison et le réel ? Oui ou non, dîtes en quoi, pourquoi. 

Pouvez-vous expliquer et distinguer le travail du mathématicien par rapport au travail du physicien ? 

La première expérimentation (mai 2012), axée principalement sur la question des axiomes : 

Impression générale très positive : le cours a permis : 

-de sortir de la routine (co-animation) 

-un enrichissement culturel (nouvelle géométrie) 

-un exemple concret sur la raison et le réel, qui plus est nouveau, différent des exemples habituels tirés des sciences expérimentales 

Les idées bien comprises, très largement, sont : 

-il existe plusieurs géométries possibles : aussi bien cohérentes qu'utiles (ou utilisables) 

-l'importance des d'une théorie mathématiques : nécessité de réduire leur nombre, impossibilité de tout démontrer, chois en partie arbitraire 

-la possibilité de remettre en cause un « cadre de pensée » qui paraît évident et auquel nous sommes habitués 

Mais dans leurs réponses peu d'élèves : 

-reprennent les concepts utilisés en cours : se méfier de l'évidence et de l'intuition, distinguer entre ce qui est valide et ce qui est vrai 

-reprennent les conséquences exposés en cours : nous ne saisissons pas la réalité en elle même mais nous l'appréhendons et la « pensons à travers un système d'axiomes » 

Les idées qui restent confuses sont le rapport entre raison et réel et entre mathématiques et physique 

(« on découvre que des théories extrêmement abstraites et en apparence absurdes on une application dans la réalité ») : 

- l'utilisation efficace du formalisme mathématique en physique 

- l'objet des mathématiques d'un côté, de la physique de l'autre 

- la « division du travail » entre mathématicien et physicien 

La seconde expérimentation (janvier 2013), recentrée sur la question du rapport à la réalité : 

De manière générale les élèves ont trouvé le cours bien équilibré entre la « pratique » d'une nouvelle géométrie (pratique jugée « intéressante ») et questionnement philosophique. Les élèves se sont montrés curieux en posant des questions sur : les cercles, les carrés, les théorèmes, les droites perpendiculaires. 

Les points bien compris par les élèves sont : 

-la distinction entre « vérité absolue » et « vérité technique » 

-différents modèles permettent d'appréhender la réalité 

-ces modèles reposent sur des principes qui peuvent être modifiés 

-ces modèles sont à distin
Mais les élèves auraient souhaité : 

-une meilleure présentation de la géométrie de Poincaré : histoire, principes, exemples d'applications 

- une meilleure définition des notions : raison, réel, modèle, mathématique, physique 
2) Expérimentation de janvier 2016 (version 2 de la ressource) :

Les questions posées aux élèves à la suite du cours de mathématiques ont été : 

1. Quelle question les mathématiciens souhaitaient-ils résoudre concernant le postulat des parallèles avant le XIXème siècle?

2. Qu’est-ce qu’une géométrie non euclidienne ?

3. Ecrire la négation du postulat des parallèles, P5 puis expliquer pourquoi le demi-plan de Poincaré est une géométrie non-euclidienne.

4. Dessiner les différents types de « quadrilatères » du demi-plan de Poincaré.

5. Faire une synthèse des différences que vous avez constatées entre la géométrie euclidienne et celle du demi-plan de Poincaré.

Analyse des réponses :
Question 1 : 
Si quelques élèves n’ont pas répondu ou ont donné un énoncé rappelant la transitivité du parallélisme en géométrie, la plupart a compris qu’il s’agissait de vérifier le statut du postulat 5. Quelques réponses caractéristiques : 
a. « Les mathématiciens souhaitaient savoir si le postulat des parallèles est bien un postulat ou un théorème ».

b. « Ils souhaitaient savoir si on pouvait le déduire des postulats précédents. »

Moins fréquemment :

c. « […] les mathématiciens voulaient savoir si il peut exister plusieurs parallèles passant par un point ».

Question 2 :

Les élèves ayant utilisé le terme de postulat à la question précédente le réinvestissent généralement mais de manière insuffisamment spécifié: 
d. « La géométrie euclidienne, c’est la géométrie dans le demi-plan de Poincaré où les postulats euclidiens sont les mêmes sauf le 5ème. […] »
e. « Une géométrie non euclidienne ne respecte pas les postulats d’Euclide. »

Cependant la majorité des réponses emploient les termes de droites et géodésiques et ne distinguent pas la géométrie du demi-plan comme un cas particulier :

f. « Une géométrie où les droites sont appelées géodésiques et sont des arcs de cercle […] »

g. « Une géométrie dans laquelle les droites ne sont plus des droites »
Peu d’élèves définissent le terme de géodésique employé : 

h. « […] chemin le plus court pour aller d’un point A à un point B »

Question 3 :

La question a été généralement mal traitée. Les élèves ayant formulé une réponse cohérente confondent généralement négation du postulat et non transitivité du parallélisme dans la géométrie de Poincaré (question B.1 de la version longue), laquelle a fortement marqué les esprits :
i. « Si D1 est parallèle à D2 et que D3 est parallèle à D2, D3 n’est pas forcément parallèle à D1 »

Quelques élèves ont cependant écrit le postulat 5’ :

j. « Il existe une infinité de géodésiques parallèles à la géodésique D et passant par le pont A distinct de D […] »

Question 4 : 

Question généralement mal traitée. Quelques élèves ont cependant réussi à tracer un type de quadrilatère, celui composé de quatre géodésiques circulaires. Une seule élève a proposé une représentation des 3 types de quadrilatères que l’on peut distinguer :
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Question 5 :

Parmi les réponses attendues, celles qui sont le plus fréquemment citées sont :

· La somme des angles d’un triangle est inférieure à 180°:13 élèves sur 22
· La mention des nouveaux types de géodésiques (« droite = géodésique », « les droites ne sont plus des droites », etc.) : 11 élèves. Parmi ces derniers, 5 font une description sommaire des géodésiques du demi-plan.
· La non transitivité du parallélisme : 6 élèves
· Le fait que P5 n’est pas vérifié : 4 élèves
Aucun élève ne mentionne l’absence de quadrilatère.

Certains élèves sont marqués par le fait qu’on ne travaille que dans un demi-plan et par le comportement de la distance à l’approche de l’axe des abscisses :
« Différence du plan (y > 0 imaginaire). Différence d’unité (plus on s’approche de l’axe des abscisses, plus on s’en éloigne). […].»
La formulation « plus on s’approche de l’axe des abscisses, plus on s’en éloigne », qui souligne un caractère « paradoxal » de la nouvelle géométrie, apparaît 5 fois.
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7-1 Annexe : Théorie de la relativité générale et GPS
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Dans le cadre de la théorie de la relativité générale (développée par Einstein dans les années 1915-1917), la distribution de la masse-énergie détermine une certaine courbure de l’espace-temps. Ainsi, lorsque la distribution de la masse-énergie n’est pas homogène dans une région de l’espace-temps, la géométrie qui décrit localement cet espace-temps n’est pas euclidienne.

Une conséquence particulière est que le temps s’écoule plus lentement au voisinage d’un corps massif.
Cet effet, prédit par la théorie de la relativité générale, trouve une application concrète dans un outil technologique que nous utilisons au quotidien : le GPS (Global Position System).

Voici le principe de fonctionnement du GPS :

· 24 satellites en orbite à environ 20 200 km d’altitude
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Source : solarsystem.nasa.gov
· Le satellite S envoie un signal T vers le récepteur R.

· On connaît la vitesse v du signal et le temps t mis par ce signal pour aller de S à R. On peut ainsi calculer la distance d entre S et R : d = vt.

· On calcule ces distances avec au moins quatre satellites dont on connaît les positions. On en déduit la position du récepteur à la surface de la Terre.
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Source : wikid.eu/index.php/Global_Positioning_System
Effets relativistes :

· Le temps d’une horloge proche d’un corps massif (la Terre) s’écoule plus lentement que le temps d’une horloge qui en est éloignée (effet décrit par la théorie de la relativité générale). Entre les altitudes 0 et 20 000 km, le décalage des horloges (horloges atomiques) est environ 45 μs/jour.

· Ce décalage est compensé par la dilation du temps des horloges en mouvement (effet décrit par la théorie de la relativité restreinte). La vitesse orbitale des satellites étant d’environ 8 km/s, le temps des horloges qui y sont embarquées s’écoule moins vite que celles au sol : environ 7 μs/jour.

· Le décalage total entre deux horloges (l’une au sol, l’autre sur un satellite) est donc de l’ordre de 38 μs/jour.

· La vitesse du signal (ondes électromagnétiques) est environ 300 000 km/seconde.

· La différence entre la distance d (entre S et R) mesurée et la distance d réelle augmenterait donc de 11,4 km chaque jour.

· Cette différence doit être corrigée pour une localisation correcte.

Conclusion : nous faisons un usage quotidien de la théorie de la relativité générale, et donc d’une géométrie non euclidienne.
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7-2 Annexe : réalismes/ anti-réalisme
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Le réalisme convergent :
Selon le réalisme, dans sa version classique, les théories acceptées sont vraies, au sens où elles offrent une représentation adéquate du monde tel qu’il est en soi. Cette position apparaît aujourd’hui indéfendable au regard de l’histoire des sciences. Force est de constater que certaines théories qui étaient acceptées dans le passé ont été remises en cause par l’expérience et ont été remplacées par de nouvelles théories. Dès lors, rien ne garantit que les théories qui sont acceptées aujourd’hui ne subiront pas le même sort. Rien ne garantit par conséquent qu’elles sont vraies.
La prise en compte de l’évolution des théories dans l’histoire a conduit à réviser la version classique du réalisme et à lui substituer ce que certains nomment le « réalisme convergent ». Selon cette position, les théories qui se succèdent dans l’histoire convergent asymptotiquement vers des théories vraies, elles se rapprochent toujours plus de la vérité. Les théories acceptées actuellement sont ainsi supposées être approximativement vraies, ou autrement dit, offrir une représentation approximativement adéquate du monde tel qu’il est en soi. Ce réalisme convergent suppose qu’il existe un minimum de continuité entre les théories successives dans leur représentation du monde, que ce soit au niveau des entités postulées ou des lois qui régissent leur comportement.
Cette version plus nuancée du réalisme se heurte toutefois à au moins deux objections. Premièrement, certaines évolutions dans l’histoire des sciences s’avèrent être radicales (« révolutionnaires »), mettant à mal la continuité trans-théorique supposée par le réalisme convergent. Une réponse possible revient à faire le pari que l’évolution future des sciences ne subira plus de tels changements radicaux. Deuxièmement, il existe toujours en principe plusieurs théories capables de rendre compte d’un même ensemble de données expérimentales (c’est l’argument de la « sous-détermination de la théorie par l’expérience » ou ce que nous avons appelé dans cette ressource le « pluralisme théorique »). Une réponse possible consiste à spéculer sur des expériences futures qui permettraient de trancher entre les théories concurrentes rendant compte actuellement du même ensemble de données expérimentales et de sélectionner ainsi la théorie qui serait vraie ou approximativement vraie.
Défendre une position réaliste reste donc possible, mais implique d’atténuer la thèse initiale et de développer une argumentation permettant de répondre aux multiples objections des anti-réalistes.
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Texte de Poincaré (« la science et l'hypothèse », Flammarion, 1968, Chap. III)
DE LA NATURE DES AXIOMES
La plupart des mathématiciens ne regardent la géométrie de Lobatchevsky que comme une simple curiosité logique ; quelques-uns d’entre eux sont allés plus loin cependant. Puisque plusieurs géométries sont possibles, est-il certain que ce soit la nôtre qui soit vraie ? L’expérience nous apprend sans doute que la somme des angles d’un triangle est égale à deux droits ; mais c’est parce que nous n’opérons que sur des triangles trop petits ; la différence, d’après Lobatchevsky, est proportionnelle à la surface du triangle : ne pourra-t-elle devenir sensible quand nous opérerons sur des triangles plus grands ou quand nos mesures deviendront plus précises ? La géométrie euclidienne ne serait ainsi qu’une géométrie provisoire.
Pour discuter cette opinion, nous devons d’abord nous demander quelle est la nature des axiomes géométriques.
Sont-ce des jugements synthétiques a priori, comme disait Kant ?
Ils s’imposeraient alors à nous avec une telle force, que nous ne pourrions concevoir la proposition contraire, ni bâtir sur elle un édifice théorique. Il n’y aurait pas de géométrie non euclidienne.
Pour s’en convaincre, qu’on prenne un véritable jugement synthétique a priori, par exemple celui-ci, dont nous avons vu au chapitre premier le rôle prépondérant :
Si un théorème est vrai pour le nombre 1, si on a démontré qu’il est vrai de n + 1, pourvu qu’il le soit de n, il sera vrai de tous les nombres entiers positifs.
Qu’on essaie ensuite de s’y soustraire et de fonder, en niant cette proposition, une fausse arithmétique analogue à la géométrie non euclidienne, – on n’y pourra pas parvenir ; on serait même tenté au premier abord de regarder ces jugements comme analytiques.
D’ailleurs, reprenons notre fiction des animaux sans épaisseur ; nous ne pouvons guère admettre que ces êtres, s’ils ont l’esprit fait comme nous, adopteraient la géométrie euclidienne qui serait contredite par toute leur expérience ?
Devons-nous donc conclure que les axiomes de la géométrie sont des vérités expérimentales ? Mais on n’expérimente pas sur des droites ou des circonférences idéales ; on ne peut le faire que sur des objets matériels Sur quoi porteraient donc les expériences qui serviraient de fondement à la géométrie ? La réponse est facile.
Nous avons vu plus haut que l’on raisonne constamment comme si les figures géométriques se comportaient à la manière des solides. Ce que la géométrie emprunterait à l’expérience, ce seraient donc les propriétés de ces corps.
Les propriétés de la lumière et sa propagation rectiligne ont été aussi l’occasion d’où sont sorties quelques-unes des propositions de la géométrie, et en particulier celles de la géométrie projective, de sorte qu’à ce point de vue on serait tenté de dire que la géométrie métrique est l’étude des solides et que la géométrie projective est celle de la lumière.
Mais une difficulté subsiste, et elle est insurmontable. Si la géométrie était une science expérimentale, elle ne serait pas une science exacte, elle serait soumise à une continuelle révision. Que dis-je ? Elle serait dès aujourd’hui convaincue d’erreur puisque nous savons qu’il n’existe pas de solide rigoureusement invariable.
Les axiomes géométriques ne sont donc ni des jugements synthétiques a priori, ni des faits expérimentaux.
Ce sont des conventions ; notre choix, parmi toutes les conventions possibles, est guidé par des faits expérimentaux ; mais il reste libre et n’est limité que par la nécessité d’éviter toute contradiction. C’est ainsi que les postulats peuvent rester rigoureusement vrais quand même les lois expérimentales qui ont déterminé leur adoption ne sont qu’approximatives.
En d’autres termes, les axiomes de la géométrie (je ne parle pas de ceux de l’arithmétique) ne sont que des définitions déguisées.
Dès lors, que doit-on penser de cette question : La géométrie euclidienne est-elle vraie ?
Elle n’a aucun sens.
Autant demander si le système métrique est vrai et les anciennes mesures fausses ; si les coordonnées cartésiennes sont vraies et les coordonnées polaires fausses. Une géométrie ne peut pas être plus vraie qu’une autre ; elle peut seulement être plus commode.
Or la géométrie euclidienne est et restera la plus commode :
1° Parce qu’elle est la plus simple ; et elle n’est pas telle seulement par suite de nos habitudes d’esprit ou de je ne sais quelle intuition directe que nous aurions de l’espace euclidien ; elle est la plus simple en soi de même qu’un polynôme du premier degré est plus simple qu’un polynôme du second degré ; les formules de la trigonométrie sphérique sont plus compliquées que celles de la trigonométrie rectiligne, et elles paraîtraient encore telles à un analyste qui en ignorerait la signification géométrique.
2° Parce qu’elle s’accorde assez bien avec les propriétés des solides naturels, ces corps dont se rapprochent nos membres et notre œil et avec lesquels nous faisons nos instruments de mesure.
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�Carte mentale présentant différents positionnements philosophiques possibles face au pluralisme théorique engendré par les GNE








� En logique mathématique (précisément en théorie des modèles), ce que nous avons appelé géométrie du demi-plan de Poincaré constitue un modèle du système axiomatique composé des axiomes notés P1 à P4 et P5’, construit au sein de la géométrie euclidienne plane. Ce point de vue est assez naturel : nous pouvons interpréter les figures que nous traçons comme un modèle de l’axiomatique d’Euclide, construit cette-fois dans l’espace physique. Dans nos formulations, nous confondons le système axiomatique et un modèle (mathématique) de ce système, pour simplifier l’exposition. 


�L'expression est empruntée à Poincaré dans « La science et l'hypothèse ». L'idée principale est que le choix d'un système d'axiomes, donc d'une géométrie, ne s'effectue pas sur un critère de vérité mais de commodité ou d'utilité. L'expérience ne permet pas de déterminer quel système d'axiomes est « en adéquation » avec la réalité. Il est seulement possible de dire qu'un système est plus simple qu'un autre et présente plus d'applications dans un certain contexte.


� Cette durée est donnée à titre indicatif et prévisionnel


� Cette durée est donnée à titre indicatif et prévisionnel


�Les distinctions conceptuelles au programme de philosophie comprennent « absolu et relatif ». Le mot absolu suggère quelque chose de parfait et achevé. Une vérité absolue ne serait jamais remise en question. Elle s'imposerait de manière universelle, et serait indépendante de tout contexte et de tout présupposé.


�Selon l'expression de Bourbaki.


�Selon l'expression de Dominique Lambert, La recherche, n°316, Janvier 1999.


�Einstein, La géométrie et l'expérience.


�Le programme de philosophie comporte, parmi les repères, la distinction entre intuition et déduction. Est intuitif ce qui se voit « d'un seul coup d'oeil », donc ce qui n'aurait pas besoin d'explications et de discours pour être admis : cela serait « évident ». Repose sur une déduction, au contraire, ce dont on s'assure par un raisonnement logique.


�Selon l'expression d'Etienne Klein, Pour quoi la science ?, Conférence à l'UM2, Juin 2013.


�Poincaré, La Science et l'hypothèse. Voir annexe ci dessous : « Texte de Poincaré sur la géométrie ».


�Ibid.


�Kant, Critique de la Raison pure, Préface à la seconde édition. La suite du paragraphe précise le sens de cette expression.


�Gauss, par exemple, a entrepris des mesures géodésiques par triangulation afin de  répondre à la question : « la somme des angles d'un triangle fait-elle réellement 180° ? ». Mais la précision de ses mesures ne lui permit pas de conclure. Il en fut de même, plus tard, de Lobatchevski, malgré des mesures astronomiques.
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