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PNCVRsXgJ�A0\_CVRrF�CoR�U'��@�A0M&L�U�J > ?$@�L�UVCVRZJ�@�L�?$@�ArF�CmPeJbL0@SXYC�@SA ��L�?$@�LrC�HcF�U�P&M � A�J�HOL�PeJaBD?$H�HSCoF�?+R�C+«
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�P � J�MNF�CmF�C)P � E98ÓÉj« � J�HSR.PNCj�^J$F[A�CmF � @�HSCj�V?$P&PeJ�BD?$A	J�L0MN?+H{J � C'�
P � UV]n@�M&IDCbF�C�A�C'�CÈSC�AI�CÈSCaC�H{I$È,+[R0MN]O@SCoXYUVF[M��^J�PNCaF[@GF�U�IKJ�A0L�C�XYC�HOLo?$H��V?$PN?$\+MNCbF�C�P � È � I�M&L	J�P½�|J$R�R	J å�CÈO@SR�C�L0L�Rj¬qC�HSC�A	J�P �)?+R0I�M&L	J�P � �ö¬ � �
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Ç"J�A�PeJkR0@SM-L	CiHS?$@SR�F�C'��A0M � ?$HSRoB�A0M�ä � C�XYC�HOL'PNC�R�I�A�?$L�?ã�V?$PNCVR���P&M&H�MN]O@SCVR�C�L�PNC�R'F�?$H�HSUVCVR�M&XgJ�\_CVR
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��MNC�A)J�@ Î IKJ�L0MNC�HOL�RrR�?$@�2�A	J�HOL�F � M&HSR0@�"gR	J�H��VCoA�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�C
F � @�HSC�A	J$F[MN?$L�ÈSU�A	J�I�MNCæ�V?$H�	h?$A0XgJ�L0MN?$H�HSC�P&PNC$
 � MNR�UVC?��@�A	J�L0M � CrC�HgL0A	J � J�M&P&PeJ�HOL<R0@SA5F�C�@ Î IKJ�A	J�XSä�L0A�CVR �
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P � M&XiXY?$B�M&P&MNR	J�L0MN?+HkF�CZPeJ�L0@�XYC�@�A<IDC�HSFSJ�HOL.@�HSCZI$ÈKJ$R�C)F[@ �4+ï��PNCZA�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�C)I�A�UVF�U�L�C�A0XiM&HKUVC<��M&HSR å
I�M&A	J�L0MN?$HlB�PN?O]O@SUVC��bC�LaP � C Î IKJ�HSR0MN?$H F[@jIKJ�A�C�H��CÈ,+}XYCpI�@�P&XY?$HKJ�M&A�CcJ ;SHlF � U'�^J�A0L�C�AdJ�@jXgJ Î M&X'@�X
PNCkID?$@�XY?$H R	J�M&H F�CpPeJ  ^?$HSCkM&A0A	J$F[MNUVC7
GI�PNC�M&HSC�FS?+R�C+« �3CkI�A0M&H���M&IDCcCVR0LYF�CkB�PN?O]n@SC�AYPNCkIKJ�L0MNC�HOL
C�HcM&HSR0I�M&A	J�L0MN?$H{IDC�HSFSJ�HOLZF�C)�V?$@�A0L�CVRrIDU�A0MN?OF�CVRZF�C 5 %iR�C'�V?$HSF�CVR*�/C�HcXY?�+nC�H�HSC��sC�LrFSCmHSCoF�U�P&M � A�C�A
P � M&A0A	J$F[MeJ�L0MN?$Hc]O@SCZIDC�HSFKJ�HOL?�VCVR<IDU�A0MN?OF�CVR��Ã¬oJ�L0M&H�\,��« Í HOL0A�CA�CÈKJ$]n@SCqL0M&A.@�HSC)IDU�A0MN?OF�CmF�C 5 
a`�XiM å
HO@�L�CVR5C�HYA�CVR�I�M&A	J�L0MN?$HgP&M&B�A�C�CVR0LTXYU�HKJ�\_UVC+« �QCVRÄ�V?$HSR�UV]n@SC�H��VCVR R�?$HOL5F�?$@�B�PNCVR � PeJqL0@�XYC�@�A R�CsL0A�?$@ � C
L�?$@ > ?$@�A�RbFSJ�HSRbP � J Î C F�CgL0M&AaF�CgP � J8�'�VU�PNU�A	J�L�C�@�A&
��V?$HSF[M&L0MN?$Hl]n@SCgPNCVRaJ8�V]O@�MNR0M&L0MN?$HSRiJ�HKJ�L�?$XiMN]O@SCVR
J�MNC�HOL�U�L�U(	�J�M&L�CVR.IDC�HSFSJ�HOL?�VC)L�C�XiISR.M&HSR�I�M&A	J�L�?$M&A�CmC�L.@�HkXgJ Î M&X'@�X F�C)ID?$@�XY?$HcR	J�M&HkR�CZA�C�L0A�?$@ � C
C�HcF�C<ÈS?$A�RrF�CmPeJ* ^?$HSCoF � M&A0A	J$F[MeJ�L0MN?$HK«
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Y@�H

X 
 XYCqM&HSR0L	J�HOLsF[@pBSP&?ã�^J�\_C&�/C�H � M&A�?$HH6 %�
 F�C)PeJz�^J�IKJ8��M&L�U � M&L	J�PNC�� C�L.@�HSCoJ8�V]n@�MNR�CqC�HpA�CVR0I�M&A	J�L0MN?$H
P&M&B�A�Co]O@�M3R�C�A0LrF�CqA�U
	hU�A�C�H��VCmID?$@�A�PNCmI�PeJ�HcF�CmL0A	J�M&L�C�XYC�HOL�«

�7?$@�L�CVRoPNCVR � � � ?$HOL�U�L�UdJ8�V]O@�MNR�CVR'J � C<�Y@�H�ÇWM����nC�A�Ç � `������ � ÇWM����_C�A è HOL�C�A0HKJ�L0MN?$HKJ�P è H��+«!��9J�XiIKJ��
ç � � � � ?$M&A?;S\+@�A�C 5 « 6 ��«

f.; 759 5 « 6 : ErI�IKJ�A�C�M&PTRI�^J�H�HSC�AmF�UVF[MNU<
gPeJdA	J$F[MN?$L�ÈSU�A	J�I�MNCi@�L0M&P&MNR�UbID?$@�AqP � J8�V]O@�MNR0M&L0MN?$H F�CVR)M&XgJ�\_CVR
� � � � � «

�3CVR � � � C�HcA�CVR0I�M&A	J�L0MN?$HcP&M&B�A�C�?$HOLrU�L�U'J8�V]n@�MNR�CVRrC�H�XY?OF�C'J Î MeJ�P7J � C'�m@�H�L�C�XiISRrXY?�+_C�H{F�C
A�?$L	J�L0MN?$HpF�C)._R � 5 � . ��J ;SH F � J � ?$M&A @�HSC�M&XgJ�\_C �K?$@SCZF�C�PeJmL0@�XYC�@�A<]O@�MKCVR�L5R0@SI�ID?+R�UVC#�V?$@ � A0M&A5L�?$@�L
P � M&HOL�C�A � J�P&PNCrF�C�XY?$@ � C�XYC�HOL<F�CsPeJmL0@�XYC�@�A � 5�@ �Þ« �3CVR9� � � C�HYB�PN?ã�^J�\_CrA�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�CZR�?$HOL J8�V]O@�MNR�CVR
C�HjXY?OF�CkR0I�M&A	J�PNUkC�HjI�P&@SR0MNC�@�A�RYU�L	J�IDCVRYF�C B�PN?ã�^J�\_C ��ID?$@�AS�CÈKJ$]O@SCkJ8�V]O@�MNR0M&L0MN?$HlHS?$@SRYJ � ?$HSRiC�@
BDCVR�?$M&H F�C{R	C�I�L ?$@ ÈO@�M&L B�PN?ã�^J�\_CVRkF[M32�U�A�C�HOL�RpC�H 	h?$H���L0MN?$H F�CVR �^J�IKJ8��M&L�UVRkF[@ IKJ�L0MNC�HOL6� � 5 7 �Þ«<E
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�CÈKJ$]n@SC�B�PN?ã�^J�\_C'A�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�CbC�H � M-A	?$H 5 � �V?$@�IDCVR)R�?$HOLqJ8�V]n@�MNR�CVR
« �QJgR0@�IDC�A0ID?+R0M&L0MN?$HSRqF�C)�CÈKJ$]O@SC
C�HSR�C�X'B�PNCbF�C 5 �á�V?$@�IDCVR'�hJ�@GL�?$L	J�P"C�H � M&A�?$Hz=�� å 6 �gIKJ�AZIKJ�L0MNC�HOL6�)	/?$A0XYC'P � M&XgJ�\_C*� � � � � « �QJ
F[MNR0L	J�H��VCcC�HOL0A�CcF�C�@ Î �V?$@�IDCVR J Î MeJ�PNCVRdCVR0LdF�C@%�XiX�«9�QJ��V?8ÈSU�A�C�H��VC{C�HOL0A�CcF�C�@ Î C�HSR�C�X'B�PNCVRdF�C�V?$@�IDCVRbR0@��'�VCVR�R�M3	/R#��IKJ$RbF � J�A0L�C
	hJ8��LaF�CdR�@�IDC�A0ID?+R0M&L0MN?$HjF�Cá�V?$@�IDCd?$@ @�HSC F[MNR0L	J�H��VCgI�P&@SR'\+A	J�HSF�C
]n@SC�%�XiX��oJ�U�L�U � U�A0M3;KUVCYIKJ�A�M&HSR�IDC'��L0MN?$H � MNR0@SC�P&PNC+« � J�HSR��VCVR)�V?$HSF[M&L0MN?$HSR �Q@�HSCdJ8�V]O@�MNR0M&L0MN?$H�� �
C�H B�PN?ã�^J�\_CcA�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�CcHSU'�VCVR	R0M&L�CcC�H � M&A�?$H . %�XiM&HK« �QCVRYM&XgJ�\_CVR#� � �8� � J8�V]n@�MNR	C�Rd?$HOLg@�HSC
A�UVR�?$P&@�L0MN?$H{F�C % 5 ` Î % 5 ` Î �h=�� å 6 � �rJ � C'�mPeJbL	J�M&P&PNC�F�C � ? Î C�P3FSC �N« 7��*6 % Î �N« 7��*6 % Î %�XYX 3 «
É±ÈKJ$]O@SC � ? Î C�P�F � @�HSC�M&XgJ�\_C@� � �8� � CVR0L �^J�A	J8��L�U�A0MNR�UcIKJ�AY@�HSC � J�PNC�@�A ��H�M � C^J�@ F�Ck\+A0MNR6�

C Î I�A0M&XYU{C�H @�H�M&L�U �Z?$@�HSR ;KC�PNF : = � � � �z�V?$A0A�CVR�ID?$HSFSJ�HOL�
zPeJzF�C�HSR�M&L�U�A	J$F[MN?$PN?$\+MN]n@SCGF�C��CÈKJ$]O@SC
ID?$M&HOLdF[@ � ?$P&@�XYC+«ÄÇ"?$@�AgPNC��V?$A0ISR ÈO@�XgJ�M&H �TPNCVR � J�PNC�@�A�RdR � U�L�C�HSF�C�HOL R0@�AY@�HKCkPeJ�A0\_C{U<�CÈKC�P&PNC{F�C
å 5 �+` . � � 
 �$���*6 5 � � ��P � J�M&A ��å 5 �������3\+A	J�MNR�R	C � %����3P � C^J�@ � ����L0MNR	R0@SRmXY?$@KR � . ���Q?+R � 5 ����� ��«
�rH U'��A	J�H F � ?$A�F�M-HfJ�L�C�@�A�HSCiID?$@ � J�HOL'J " �CÈSC�A']O@SCY`�%+=pH�M � C^J�@ Î F�Ci\+A0MNRoF[M32�U�A�C�HOL�R ��M&PTCVR�LoF�?$H��
M&XiID?+R�R0M&B�PNCgF � J " �CÈSC�A'C�H X 
 XYCiL�C�XiISR�L�?$@�L�CVRoPNCVR�F�C�HSR0M&L�UVR�F[MNR0L0M&H���L�CVR'F�CiL0MNR�R0@SR�« Í H 	h?$H���L0MN?$H
F�CoL +}IDC�F�CVRZL0MNR�R0@SR)J�@ Î ]O@SC�PNRZ?$HGR � M&HOL�U�A�CVR�R	C��K?$H{HSC � MNR0@KJ�P&MNR�C']n@ � @�H{IKJ�A0L0MNC'F�C�P � U'�CÈSC�P&PNCbF�Co\+A0MNR
L�?$L	J�PNC��OI�A�?ã�VUVF�UmJ�I�IDC�PNU(	/C�H 
 L0A	J�\_C+«��7J 	/C�H 
 L0A�C)F�CZPeJ�I�PeJ�\_C)F�C)F�C�HSR0M&L�UVR.U�L0@SF[MNUVCqCVR0LÁ�VJ�A�J8��L	U�A�M&R	UVC
IKJ�AsF�C�@ Î IKJ�A	J�XSä�L0A�CVR � �VC�HOL0A�CmC�L<PeJ�A0\_C�@�A�«$Ç"J�A�C Î C�XiI�PNC��[@�HSC(	/C�H 
 L0A�Cj�VC�HOL0A�UVCmC�H å %����bC�LsF � @�HSC
PeJ�A0\_C�@�AYF�C 5 �������½�VCp]n@�MÓ�V?$A0A�CVR0ID?$HSF 
{P � U<�CÈKC�P&PNC�F�C \+A0MNR � å 5 ������� � � �9XYC�LYC�H J � J�HOLaPNCVRaL0MNR�R0@SR
I�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVR�«

�ZHSC M&XgJ�\_C�� � � � � CVR0L � MNR0@KJ�P&MNR�UVCñÈKJ�B�M&L0@SC�P&PNC�XYC�HOLTIKJ�AWF�CVRô�V?$@�IDCVR5` � R0@�M � J�HOL9L0A�?$MNRTJ Î CVR �
L 
 L�C å I�MNCVF�R�� �V?$@�IDCYJ Î MeJ�PNCi?$@|L0A	J�HKR � C�A�R�J�PNC �4�3J�HOL�U�A�? å ID?+R0L�U�A0MNC�@�A	C@� �V?$@�IDCS�V?$A�?$HKJ�PNCY?$@�	�A�?$HOL	J�PNC��
C�LmF[A�?$M&L�C å \nJ�@��CÈSC@� �V?$@�IDCiR	J�\+M&L0L	J�PNCi?$@|PeJ�L�U�A	J�PNC���« � J�HSRqPeJ&;S\+@�A�C 5 « @ HS?$@SRoJ � ?$HSR)M&P&P&@SR0L0A�UaL0A�?$MNR�V?$@�IDCVR��hJ Î MeJ�PNC����V?$A�?$HKJ�PNC C�L'R	J�\+M&L0L	J�PNC���F � @�HSC J8�V]n@SM&R�M&L0MN?$H � � � � � J8�V]O@�MNR�CgC�H B�PN?ã�^J�\_CgA�CVR å
I�M&A	J�L�?$M&A�CbC�L)C�H{A�CVR0I�M&A	J�L0MN?$HGP&M&B�A�CbF � @�H{IKJ�L0MNC�HOLqF[@GI�A�?$L�?ã�V?$PNC :¹­rCVR�I�Me`�������<C« � ?$@SR)J � ?$HSRZ@�L0M&P&MNR�U
F�C�@ Î U'�CÈSC�P&PNCVRbF�Cg\+A0MNR'F[M32�U�A�C�HOL�CVRaJ ;SH F�CgXYC�L�L0A�CdC�H U � MNF�C�H��VC F � @�H IKJ�A0L'PNCVR�L0MNR�R0@SR�XY?$@ Î C�L
PNCVRZ?+R*��M&XgJ�\_CVR$
i\nJ�@��CÈSC��rC�LZF � J�@�L0A�C'IKJ�A0LrPNCVR)R0L0A0@���L0@�A�CVRZI�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVR=��M&XgJ�\_CVR$
YF[A�?$M&L�C���« � @�A
PNCVRÓ�V?$@�IDCVRÓ�V?$A�?$HKJ�PNCVRrC�L�R	J�\+M&L0L	J�PNCVRsHS?$@SR�J � ?$HKR<XiMNRsC�H�U � MNF�C�H��VCqPNCVR�J�A0L�U
	�J8��L�RsF � J8�V]O@�MNR0M&L0MN?$HcJ�@
H�M � C^J�@zF�C'PeJdF�CbPeJgL0A	J8�CÈSUVCaC�LqF�CVRqFSC�@ Î B�A�?$H��CÈSCVRmI�A0M&H���M&IKJ�PNCVRmF[A�?$M&L�CaC�Lq\nJ�@��CÈSC ��A�U�\+MN?$H|XiMNR�C
C�H U � MNF�C�H��VCdC�H A�?$@�\_CdR0@�A�PNCVR��V?$@�IDCVR
�
�9J�@ H�M � C^J�@ F[@ F[MeJ�I$È�A	J�\+XYC��/C�H > J�@�HSC��oC�LaJ�@ H�M � C^J�@
F�CVR'F�C�@ Î A�U�\+MN?$HSR'I�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVR �/C�H B�PNC�@5�oFSJ�HSR'PNCVR'M&XgJ�\_CVRbC�H A�CVR0I�M&A	J�L�M&?$H P&M&B�A�CdIKJ�A'A	J�I�ID?$A0L

ö�VC�P&PNCVRgC�H B�PN?ã�^J�\_C�A�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�C+«5E �^J�@SR�CkF[@ XY?$@ � C�XYC�HOLdC�LYF[@ L�C�XiISRgF � J8�V]O@�MNR0M&L0MN?$H PN?$H�\
�/C�H � M&A�?$H@._R � �V?$@�IDC��sF�CVR�M&XgJ�\_CVRZC�HcA�CVR0I�M&A	J�L0MN?$H{P&M&B�A�C��SPeJiL0A	J8�CÈSUVC�C�LrPNC�RZF�C�@ Î B�A�?$H��CÈSCVRrI�A0M&H���M å
IKJ�PNCVRqH � ?$HOLmI�P&@SRq@�HSC 	h?$A0XYCbL0@�B�@�PeJ�M&A�C��3F�CVR1	/?$A0L�CVRmR0L0A0MeJ�L0MN?$HSR�J�I�IKJ�A	J�MNR�R�C�H}LoJ�@zH�M � C^J�@ F�CbPNC�@�A
IKJ�A�?$MNR�« �3CbX 
 XYCbI$ÈSU�HS?$XSä�HSCiCVR0Lq?$BSR�C�A � UaJ�@GH�M � C^J�@|F�CVRqF�C�@ Î A�U�\+MN?$HSRqI�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVR�« � @�A)PNCVR�V?$@�IDCVRbJ Î MeJ�PNCVR'?$H H � ?$BSR�C�A � CYIKJ$R�F � J�A0L�C
	hJ8��LbF � 
pPeJkA�CVR0I�M&A	J�L0MN?$HK« � � E98ÓÉ IDC�A0XYC�LbF � U�P-M&XiM&HSC�A�VCVR J�A�L�U
	hJ8��L�R<F � J8�V]n@�MNR0M&L0MN?$HpF[@SR<J�@ Î XY?$@ � C�XYC�HOL�R�«ãÇ9C�HSFSJ�HOL<PNC�L0A	J�M&L�C�XYC�HOL<A	J$F[MN?$L�ÈSU�A	J�IDC�@�L0Me]n@SC
PNCsXY?$@ � C�XYC�HOL M&HSF[@�M&L<F�CsPeJmL0@�XYC�@�A<F[@#
qPeJmA�CVR0I�M&A	J�L0MN?$H CVR0L5A�UVF[@�M&L F � @�HSCrXgJ�H�M�ä�A�CrR�M&\+H�M3;
�^J�L0M � C
IDC�A0XYC�L0L	J�HOLi@�HjXYC�M&P&PNC�@�AS��M&B�PeJ�\_C � =+= �Þ«��rH 	�J�M&B�PNC �CÈKJ�H�\_C�XYC�HOLYF�CVRaF�C�HSR�M&L�UVRbI�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVRYCVR�L
� MNR0M&B�PNCoFSJ�HSR�PNCmID?$@�XY?$H{F[A�?$M&L ��PeJaA�U�\+MN?$H{CVR0L�C�HOL�?$@�A�UVC�C�H � C�A0L6�.C�H}L0A�CmPNCVRrF�C�@ Î L +}IDC�RrF � J8�V]O@�M å
R0M&L0MN?$HSR�«,�7J�FSC�HKR0M&L�UZI�@�P&XY?$HKJ�M&A�C � J�A0MNCZC�H�	/?$H���L0MN?$HkF�CrPeJ�]O@KJ�HOL0M&L�U)F � J�M&A.FSJ�HSR<PNCVR ID?$@�XY?$HSR�«��3CVR
M&XgJ�\_CVR'� � � � � C�H B�PN?ã�^J�\_C A�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�CpR�?$HOLiJ8�V]n@�MNR	CVR'
c@�H HSM � C^J�@ B�MNC�HlJ�@ å F�CVR	R0@SRbFSCgPeJ
A�CVR0I�M&A	J�L0MN?$H P&M&B�A�C'�/C�H � M&A�?$HT6 %�
 F�CrPeJ)�^J�IKJ8��M&L�U � M&L	J�PNC���«}E �VC�L0L�CZID?+R0M&L0MN?$HpF[@`�4+ï��PNCrA�CVR�I�M&A	J�L�?$M&A�C��
PNCVR5ID?$@�XY?$HSRÁ�V?$HOL0MNC�H�HSC�HOL<@�HSCZ]O@KJ�HOL0M&L�UrI�P&@SR M&XiID?$A0L	J�HOL�C)F � J�M&A �}F � ? ; @�HSCZF[M&XiM&HO@�L0MN?$HpF�CVR<F�C�H å
R0M&L�UVRWI�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVR�« � J�HSRTPeJ(;S\+@�A�C 5 « 7 HS?$@SR5J � ?$HSR5J " �CÈSU�PNCVRTF[MNR0L0A�M-BS@�L0MN?$HSR5F�CVRTH�M � C^J�@ Î F�C.\+A0MNR
F�CVR�M&XgJ�\_CVR � � � J8�V]n@�MNR�CVR*
k@�H X 
 XYCgM&HSR�L	J�HOL'F�CYB�PN?ã�^J�\_CdA�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�CdC�Lz�VC�P-PNC J8�V]O@�MNR�CgC�H
A�CVR0I�M&A	J�L0MN?$H{P&M&B�A�C'F � @�H{IKJ�L0MNC�HOLZL0A�J�M-L	U'FSJ�HSRrPNC)�^J$F[A�C'F[@{I�A�?$L�?ã�V?$PNC :¹­rCVR0I�Me`�������<C«�=ZH{A�C�XgJ�A�]n@SC
PNCVR�F[MNR0L0A0M&B�@�L0MN?$HSRZR0M&XiM&PeJ�M&A�CVRrF�CVRsM&HOL�C�HSR0M&L�UVRrFSJ�HSR�PNCVRrJ8�V]O@�MNR0M&L0MN?$HSRrC�HkB�PN?ã�^J�\_CoA�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�C�C�LsPeJ
F[M32�U�A�C�H��VC�IKJ�AWA	J�I�ID?$A0L 
)P � J8�V]O@�MNR0M&L0MN?$HgC�HYA�CVR0I�M&A	J�L0MN?$HgP&M&B�A�C+«�Ç9?$@�AÄ�VCsIKJ�L0MNC�HOL �_PNCVRWXY?�+_C�H�HSCVR5F�CVR
M&HOL�C�HSR0M&L�UVR"I�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVR½�^J�P���@�PNUVCVRWID?$@�A9PNCVRWJ8�V]O@�MNR0M&L0MN?$HSRWC�HbB�PN?ã�^J�\_C.R�?$HOL �
å @ . �N«>=�� å @ .n=N«>=�� å @ . @ « .
C�LsPNCVR�U'�^J�A0L�R�L +OIDCoF�CVRsM&HOL�C�HSR0M&L�UVR � 5 ���N« ���J7 @ « @ �J7 @ «>`N«��QJaXY?�+_C�H�HSCoF�CVRsM&HOL	C�HKR0M&L�UVR�I�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVR

] ?  abZi � hMe�l��ab'c�`6n��6eSu�i���sv`6g��S`�s�e�c�h¡fH`6g�u fHsvn�� ��hMs�� ��b'�DeSu�i�e xW��i�e�MSsv`6e eS` ���
	����Db'cZh¥uveWiZ�Sd�eSuvb��6�DeSxWeS`m~�iZe�u�f
~Me�Mrw�`6s��mc6e�i�ea~Mb'xWb�g�hkf���w6svejf���s�fHu�eW�Qn M�f�`�`6e�hr�

å 5 % å
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F ; 759 5 « @': É<?$@�IDCVRÓ�V?$A�?$HKJ�PNCVR��/E$�
��J Î MeJ�PNCVR �M8)�
�[R	J�\+M&L0L	J�PNCVR �ÃÉ?� F � @�HSCmJ8�V]O@�MNR0M&L0MN?$H � � � � � C�H
B�PN?ã�^J�\_CmA	C�R�I�M&A	J�L�?$M&A�C&� 
a\nJ�@��CÈSC��.C�L�C�H�A�CVR0I�M&A	J�L0MN?$H�P&M&B�A�C&� 
aF[A	?$M-L	C �sF � @�HkIKJ�L�M&C�H}LrF[@kI�A�?$L�?ã�V?$PNC
:¹­ZC�R�I�Me`�������<C« � C�@ Î 	/C�H 
 L0A�J�\_C)R�?$HOL @�L0M&P&MNR�UVCVRsJ ;SH F�CrXYC�L0L0A�C)C�HpU � MNF�C�H��VC)F[M32�U�A�C�HOL�CVR.R0L0A0@���L0@�A�CVR
FSJ�HSRsPNCVR.M&XgJ�\_CVR � PNCVR.L0MNR�R0@SR<XY?$@ Î C�LsPNCVRs?+RsF � @�HkIKJ�A0L ��M&XgJ�\_CVR�F�Cq\nJ�@��CÈSC��<C�LsPNCVRsR0L0A0@���L0@�A�CVR 

P � M&HOL�U�A0MNC�@�ArF�CVR<ID?$@�XY?$HSR�F � J�@�L0A�CqIKJ�A0L���M&XgJ�\_C�R�F�CqF[A�?$M&L�C���« �3CVR�J�A0L�C
	�J8��L�RsF � J8�V]O@�MNR0M&L0MN?$H�C�HpA�CVR å
I�M&A	J�L0MN?$HpP&M&B�A�CqR�?$HOL � MNR0M&B�PNCVR.R0@�A PNCVRÁ�V?$@�IDCVRÁ�V?$A�?$HKJ�PNCVR�J�@ H�M � C^J�@pF�CZPeJoL0A	J8�CÈSUVCqC�L.F�CVR<B�A�?$H��CÈSCVR
R�?$@��CÈSCVRYF[A�?$M&L�CkC�La\nJ�@��CÈSC �/C�HOL�?$@�A�U�C�HjA�?$@�\_C��bC�LiF[@ F[MeJ�I$È�A	J�\+XYC �/C�H > J�@�HSC��
�WR0@�AaPeJn�V?$@�IDC
R	J�\+M&L0L	J�PNC�J�@jH�M � C^J�@lF�C PeJ{L0A	J8�CÈSUVC �/C�HjA�?$@�\_C��bC�LiF�CVRiF�C�@ Î A�U�\+MN?$HSRiI�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVR7�/C�HjB�PNC�@5��«
� @�AZPNCVR��V?$@�IDCVRqJ Î MNJ�PNCVR)?$HcIDC�@�L)?$BSR	C�A � C�AZ@�H 	�J�M&B�PNC)�CÈKJ�H�\_C�XYC�HOLmF�C�F�C�HSR0M&L�UVRZI�@�P&XY?$HKJ�M&A�C���A�U å
\+MN?$HSRmC�HOL�?$@�A�UVCVRmC�H � C�A0L6�ZF � 
d@�HSCb]O@KJ�HOL0M&L�UaF � J�M&AmF[M32�U�A�C�HOL�CVRmFSJ�HSR)PNCVRqID?$@�XY?$HSRqIDC�HSFSJ�HOLmPeJ
A�CVR0I�M&A	J�L0MN?$HcP&M&B�A�CmIKJ�A�A	J�I�ID?$A0L)J�@�B�PN?L�^J�\_CoA�CVR�I�M&A	J�L�?$M&A�C+«

ID?$@�A�P � J8�V]O@�MNR0M&L0MN?$H{C�HkA�CVR0I�M&A	J�L�M&?$HcP&M&B�A�CoCVR�L�F�C å 6 @ ` �/U'�^J�A0LrL +}IDC � 5 . %N« 6���«

��� � �*) + �/��14� .J��&�
�~�G �31�	>� �

&f� Y � A �M&   �R"$�N�K" � (
� � ?$B > C'��L0M3	QI�A0M&H���M&IKJ�PDF�C��VC�I�A�?$L�?ã�V?$PNCæ��P&M&H�MN]n@SCZCVR0L F � J$FSJ�I�L�C�A<PeJmI�PeJ�H�M&XYU�L0A0MNC)C�L P � M-A�A	J$F[MeJ�L0MN?$H

J�@GXYC�M&P&P&C�@�AqM&HSR0L	J�HOLqF[@ö�4+ï��PNC'A�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�CaR�?$M&L)C�H � C�HOL0M&PeJ�L0MN?$H|P-M&B�A	C ��R�?$M&L)C�Hn�V?$HOL0A � PNCbA�CVR0I�M&A	J å
L�?$M&A�CdHS?$HjM&H � J$R0M3	�« � C�@ Î \+A�?$@�IDCVRaF�CdIKJ�L0MNC�HOL�RiR�?$HOLaF�U
;SH�MNR�« �3CVRbIKJ�L0MNC�HOL�Ri]n@�M9	/?$HOLbIKJ�A0L0MNCpF[@
I�A�C�XiMNC�Aa\+A�?$@�IDCpR�?$HOLF�VC�@ Î ]n@�M.?$HOLb@�HjF�U�I�PeJ8�VC�XYC�HOLiL0@�XY?$A	J�PsP&M&XiM&L�U��7IDC�A0XYC�L0L	J�H}La@�HSC ­ �#É
F�Co]n@KJ�P&M&L�U�J � C'�q@�HSCmXgJ�A0\_C�F�CmR�U'��@�A0M&L�UoA	J�MNR�?$H�HKJ�B�PNC�C�LsM&A0A	J$F[MeJ�L0MN?$HGC�H � C�HOL0M&PeJ�L0MN?$HcP&M&B�A�C+« � J�HSR
PNCaF�C�@ Î M�ä�XYCa\+A�?$@�IDCYR�?$HOLqM&H���P&@SRmPNCVRqIKJ�L0MNC�HOL�R�J +OJ�HOLmF�CVRqXY?$@ � C�XYC�HOL�RmL0@�XY?$A	J�@ Î L�C�PNRm]O@SCbPNCVR
XgJ�A0\_CVR5F�CsR�U'��@�A0M&L�UsHSU'�VCVR�R	J�M&A�CVR5R�?$MNC�HOLWM&H��V?$XiIKJ�L0M&B�PNC^R J � C'�.@�HSC.A�J$F[MN?$L�ÈSU�A	J�I�MNC(
 � M&R	UVCÁ��@�A	J�L0M � C+«É<CVR"F�C�A0H�MNC�A�R �$R0@�M&L�C 
r@�HbB�M&PeJ�HF��P&M&H�MN]O@SC$��È�MNR0L�?$M&A�C.F�C5PeJrXgJ�PeJ$F[MNC��+J�HOL�U'�VUVF�C�HOL�RWF�@'IKJ�L0MNC�HOL ��ID?$MNF�R �
L	J�M&P&PNC���C Î J�XYC�HpI$È +}R0MN]O@SC��5C�L)
�@�HSCqC Î I�PN?$A	J�L0MN?$H�	/?$H
��L�M&?$HSHSC�P-PNCmA�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�CA�V?$XiI�P�ä�L�C<�/C Î I�PN?$A	J å
L0MN?$H�F�CVR � ?$P&@�XYCVRsI�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVRZJ � C'�)XYCVR0@�A�CmF�C)PeJrÉ
� C�HpID?+R0M&L0MN?$H��V?$@��CÈSUVC : > C�L�J � C'�)PNCVR.B�A	J$R

]8KS� f y@HJeSn3~�xWeSnOc�hM��e�i6f�`�n"u�f¡x�ISxWe��Db'nOs�~Msvb'`|�mc�e*MSeSuvuve�i6f�`�n"u�f'�mc6e�u�uveanOe � f�s�~�u9� f�M��mc6svnOs�~Ms�b�` iZeSn"svx�f�g�eSn @(J-K
e�~Luve�~Ohkf�s�~MeSxWe�`m~ �NM�f�h�svu�l|f��6fHh � b'svnaiZeSn�d�fHhMs�f�~Ms�b�`6nLsvxW�Db�hO~kfH`�~Me�n�e�`m~OhMe¥u�f��Db'nOs�~Msvb'`HMSb'cNMkw6�Se¥er~�i�e���b�c�~��

å 5 = å
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F ; 759 5 « 7 : �ZMNR0L�?$\+A	J�XiXYCpF�CVRbF�C�HSR�M-L	U�R �)?$@�HSR ;KC�PNF F�CVRa]O@KJ�L0A�CpJ8�V]n@�MNR0M&L0MN?$HSR �/E 8?É 5 �9E 8?É.`��
E 8?É�������M&B�A�C�� F � @�H IKJ�L0MNC�HOL@
 @�H X 
 XYCGH�M � C^J�@ F�CGB�PN?ã�^J�\_C � 
 C�H � M&A�?$H 6 %�
 F�CGPeJ �^J�IKJ å��M&L�U � M&L	J�PNC'XgJ Î M&XgJ�PNC��ZC�LqC�H{A�CVR�I�M&A	J�L0MN?$HGP&M&B�A�C+« � � J�\+A	J�HSF[MNR�R�C�XYC�H}LmCVR0L 	�J�M&L)R�@�AZPNCVRZA�C�\+MN?$HSRqF�CVRÈ�MNR0L�?$\+A	J�XiXYCVRS�V?$A0A�CVR0ID?$HSFSJ�HOLdJ�@ Î ID?$@�XY?$HSR�«V=ZHjA�C�XgJ�A�]n@SCkF�CVRiF[MNR0L0A0M&B�@�L0MN?$H R0M&XiM&PeJ�M&A�CVRiF�CVR
M&HOL�C�HSR0M&L�UVRrFSJ�HSR�PNCVRsL0A�?$MNR � � � J8�V]O@�MNR�CVRrC�HkB�PN?ã�^J�\_C+«

A�C�PNC � UVRrJ�@ å F�CVR�R0@SR�F�CqPeJ'L 
 L�C��.F�C � A�?$HOLrJ�PN?$A�R 
 L0A�CqL0A	J�M&L�UVRrR�?$@SR�J$R�R�C�A � MNR�R�C�XYC�HOLsA�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�CmIKJ�A
PNCmRA+[R0LIä�XYCmE98?Éæ«
Ç9?$@�A��CÈKJ$]O@SCTIKJ�L0MNC�HOL7L0A	J�M&L�U5C�H�B�PN?ã�^J�\_C5A�CVR�I�M&A	J�L�?$M&A�C�� ]O@KJ�L0A�CTM&XgJ�\_CVR � � � � � R�?$HOL9J8�V]n@�MNR�CVR

J � J�HOL<PNCZL0A	J�M&L�C�XYC�HOL � @�HSC1� � � C�HdA�CVR�I�M&A	J�L0MN?$HpP&M&B�A�C)C�L<L0A�?$MNR�� � ��
�L0A�?$MNR<M&HSR0L	J�HOL�R.F[M32�U�A�C�HOL�R
F[@ �4+ï��PNCYA	C�R�I�M&A	J�L�?$M&A�C+« � � J8��]O@�MNR0M&L0MN?$H�� � � C�H A�CVR0I�M&A	J�L0MN?$H P&M&B�A�Cá�V?$A0A�CVR0ID?$HSF�
0�VCg]O@�M±�VC=	hJ�M&L
J8��L0@SC�P&PNC�XYC�HOLoJ�@G]O@S?$L0MNF[MNC�H|FSJ�HSR)PeJYXgJ > ?$A0M&L�UbF�CVRæ�VC�HOL0A�CVRq]O@�M7L0A	J�M&L�C�HOL)PNC��^J�H��VC�AmF�C�ID?$@�XY?$HK«
Í P&PNCmCVR0L.M&HSF[MNR0IDC�HSR	J�B�PNC2�^J�AsC�P&PNCA�V?$HSR0L0M&L0@SCqPeJbA�U
	/U�A�C�H��VC 
bPeJ$]n@SC�P&PNCm?$H0�V?$XiIKJ�A�CmPNCVR�J�@�L0A�CVRsI�PeJ�HSR
F�CqL0A	J�M&L�C�XYC�HOLæ�^J�P���@�PNUVRrR0@�AsPNCVRZJ8�V]n@�MNR�M&L0MN?$HSRrC�HkB�PN?ã�^J�\_C+«

�3CVR L0A�?$MNR5M&XgJ�\_CVR � � � � � J8�V]n@�MNR	CVR<J � C'�rP � E98?ÉjIDC�A0XYC�L0L�C�HOL.FSCrR	J � ?$M&A R0MKPNC�L0A	J�M&L�C�XYC�HOL.C�H
B�PN?ã�^J�\_CmA�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�C�CVR0LsXiMNC�@ Î ]O@ � C�HkA�CVR�I�M&A	J�L0MN?$H�P&M&B�A�CoC�L ��R�M��VCmI�A�C�XiMNC�A�ID?$M&HOLrCVR0LsA�U^J�P&MNR�U��SF�C
F�U�L�C�A0XiM&HSC�A 
g]n@KC�P9XY?$XYC�HOLqF[@ö�4+ï��PNC�A�CVR�I�M&A	J�L�?$M&A�C'PNC'BDU�HSU
;
�VCbCVR0L)?$I�L0M&XgJ�P"ID?$@�A)PNC�IKJ�L0MNC�HOLqC�L
J�@SR�R0M5F � J � ?$M&A'F�CVRoM&H�	/?$A0XgJ�L�M&?$HKR']O@KJ�HOL0M&L	J�L0M � CVR'C�L�R0IDU'��M3;K]O@SCVR 
0�CÈKJ$]O@SCYIKJ�L0MNC�HOL�« �QJkI�A�C�XiM�ä�A�C
M&XgJ�\_C � � �:�/E98ÓÉ 5 ��CVR0L7J8�V]O@�MNR�C9
.@�H�H�M � C^J�@'F�CWBSP&?ã�^J�\_C5A�CVR�I�M&A	J�L�?$M&A�C1�M8 � 5 ��R0M&L0@SU9
 å �N«>`�P}R�?$@SR
PNC � ?$P&@�XYCÓ�V?$@�A�J�HOL�«ãÉ<C�PeJA�V?$A0A�CVR0ID?$HSFdJ�@iL	?$@�LTF�U�B�@�L F � @�HSCsI$ÈKJ$R�C�F � C Î I�M&A	J�L0MN?$HgI�A�? 	h?$HSF�C+« � ?$@SR
R�?$XiXYCVRWF�?$H��<I�A�?ã�CÈSCsF�C PeJ( ^?$HSC.F�C<A�CVR0I�M&A	J�L�M&?$HiP&M&B�A�C+«LÉ<C�L0L�CsJ8�V]O@�MNR0M&L0MN?$H<� � � CVR�L9M&HOL�U�A�CVR�R	J�HOL�C
ID?$@�AoU � J�P&@SC�AmPNCiBDU�HSU
;
�VCYF�CaP � M&XiXY?$B�M&P&MNR	J�L0MN?$H F�CaPeJ L0@�XYC�@�AoM&HSF�U�IDC�HSFSJ�XiXgC�HOL'F[@ \nJ�M&HzP&MNU<

P � J�@�\+XYC�HOL	J�L0MN?$HdF[@ � ?$P&@�XYC.I�@�P&XY?$HKJ�M&A�C�L�?$L	J�PÃ«��QJqF�C�@ Î M�ä�XYCsM&XgJ�\_C?� � � �/E 8?É ` �9CVR0L5J8��]O@�MNR�C

q@�HgH�M � C^J�@dF�C�B�PN?L�^J�\_CrA�CVR�I�M&A	J�L�?$M&A�C*�M8 �)` �WR0M&L0@SU(
 � �N«>`�P�J�@ å F�CVR�R0@SR F[@ � ?$P&@�XYC��V?$@�A	J�HOL�«NÉ<C�PeJ�V?$A0A�CVR0ID?$HSF�J�@pF�U�B�@�L�F�CZPeJ'I$ÈKJ$R�CqF � M&HSR0I�M&A	J�L0MN?$HkISA�? 	/?$HSF�C+«
É<C�L0L�C)ID?+R0M&L0MN?$HpIKJ�A	J��NLsM&HOL�U�A�CVR�R	J�HOL�C
ID?$@�A)PNC'IKJ�L0MNC�HOLmC�L(	�J8��M&PNC'
gXgJ�M&HOL�C�H�M&A�«��QJdL0A�?$MNR0M�ä�XYCiJ8�V]n@SM&R�M&L0MN?$H �/E98?É � �rCVR0LqC
2�C'��L0@SUVC=
g@�H
H�M � C^J�@ F�CpB�PN?ã�^J�\_C �M8 �$� �aJ�@�L�?$@�AdF�CO6 %�
 F�CpPeJö�^J�IKJ8��M&L�U � M&L	J�PNC �ÃÉ
� ��«ÄÉ<C�PeJ|�V?$A0A�CVR0ID?$HSF 

@�HSC( ^?$HSCZI�A�?ã�CÈSCqF[@ XgJ Î M&X'@�X F�CZP � M&HSR0I�M&A	J�L0MN?$HkI�A�? 	/?$HSF�C+«[E I�A0MN?$A0M��}PNCZBDU�HSU
;
�VC)XgJ Î M&XgJ�PNCqCVR�L
R0@�I�ID?+R�U 
 L0A�C&
0�VC�LoM&HSR0L	J�H}LoI�@�MNR�]O@ � ?$H U�IKJ�A0\+HSCdJ�@ XgJ Î M&X'@�X PNCVRmL0MNR	R0@SRoR	J�M&HSR�« �3CiH�M � C^J�@ F�C
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+0.2l
NP_*� V�XZY�Y�_MY�V�_|rhIKe8_�ovXiLZIK_�[$NPJfO�XRO�eUX�O�[�IKTUY�TU�RovX�`�eUIfLDNPghXiXZY�O<�
NPT8O��

XRJfr6T8[�IKJ
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V�X�e9NpLDNP\SNKLRT8O�QirfT8O$NPeUXBA

`�eUIfLDNPghX���?DCBCs��V�XFe9N�G,��J�u�N�\SNKY7QRO�QF[�XRO�XRJf_{\&IK_�[�V�XR_*��[$NPTUY�IKJMY7\�[�T8JMLRT8\SNPeUXZYDAqa�LZXFJ�T8rhXDNP_
eUXp[�TUY�ms_MXvV�X^`SNP[�IKO�[$NP_�oFNPO�T9Y�ovX � � J�uyXZY�Oi\SNKYiX/��LRe8_�A���u�NP_�O�[�Xv\SNP[�ODx�T8e@J�uyXZY�Oi\SNKYiLZXR[�O$NPT8JWmf_MX^eUX
\SNPO�TUXRJfOFY�IKT8OvLDNP\SNP`�eUX�V�u�NPO�O�XRT8JMV*[�Xw?DCBCs��V�X|Y$N�Gl��O�IK_�OFNP_�eUIKJ�g�V*_�O�[�NPT�O$X/ovXRJ6OFmf_�T�V*_�[�X��
Y�XRoFNPT8JMXZY � e9NpoFN	��IK[�T8O�Q]VMXRY�\SNPO�TUXRJfO�Y�NDrsXZL�_�J�LDNPJMLZXR[�V�X�\&IK_�ovIKJ�\�[�QZY�XRJfO�XRJfOcV�XZY�T8JMY�_*�FY$NPJMLZXZY
[�XZY�\�T8[$NPO�IKT8[�XZYR��A

��NPJMY�eUNv�MgB_�[�X ?BA8?DC JMIK_MY�NDrsIKJMY�LZIKJMLDNPO�QRJMQ�O�[�IKTUYc\SNP[�O�TUXZY�V�XZY�LZIK_�[�`&XZY�[�XZY�\�T8[$NPO�IKT8[�XZY�TUY�Y�_MXZY
V�X^e
uyacb�G�N	�MJ�V�u T8e8e8_MY�O�[�XR[ieUXZY�O�[�IKTUY�J�T8rsXDNP_*� V�X^`�eUIfLDNPghX � b<�7?Bx�bt��z*x�b<��¡s��\SNP[�[$NP\�\&IK[�O7�¢e9N
[�XZY�\�T8[$NPO�TUIKJ¢JMIK[�oFNPeUXBAMGlkSNKms_MX�\SNP[�O�TUXcV�X�e9NiLZIK_�[�`&X�XRY�O,LZIKop\&IBY�QZXcV�u _�JMX�\&QR[�TUIfV�X�V�X�[�XZY�\�T8[$NPO�TUIKJ
e8T8`�[�X£Y�_�T8rfTUXn\SNP[�_�Ji`�eUIfLDNPghX£[�XZY�\�T8[$NPO�IKT8[�X � VMNPJMY�e
uyIK[�V*[�XBx}b<�7?BxDbt��z*xZb<��¡s��V�uyXRJfr6T8[�IKJ7zBC�Y�XZLZIKJMV�XZY
XRO�V�X�JMIK_�rsXDNP_�_�JMX�\&QR[�TUIfV�X]V�X�[$XRY�\�T8[$NPO�TUIKJ�e8T�`M[�XBA

¤qIK_�[¢L$kSNKmf_MX�\SNPO�TUXRJfO¢O�[$NPT8O�Q�XRJ¥`�eUIfLDNPghX�[�XZY�\�T8[$NPO�IKT8[�XBx<ms_SNPO�[�X�\�e9NPJMY¢V�X�O�[$NPT8O�XRovXRJfO|Y�IKJfO
QRO$NP`�e8TUY���\SNP[�O�T8[<V�XZYtmf_SNPO�[�X�NKLZms_�TUY�T8O�TUIKJMYt¦���§WAf~�XcO�[$NPT8O�XRovXRJfO�NDrsXZL�`&QRJMQ/�SLZXcoFN	�*T8oFNPe�\&IK_�[teUX
\SNPO�TUXRJfOcXZY�O�V�Q/�MJ�T
A�G,XRO�O�XiQRO�_MV�XiLRe8T8J�TUmf_MXiXZY�O�[�QZY�_�ovQiVMNPJMY�eUXiY�L$kMQRoFN ?BA8?B? A
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F ;��O�n�8���8�������%�SU�XgJdF[@cI�A�?$L�?@�V?$PNC\��P&M&H�MN]n@SC����ZI�L0M&X, %�#¡9?$@�At�%�KJ$]O@SCoIKJ�L0MNC�HOL)L0A	J�M&L�U'C�HcB�PN?@�^J�\_C
A�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�C8¢[]O@KJ�L0A�CZI�PeJ�HSR<F�CZL0A	J�M&L�C�XYC�HOLsR	?$HOL<U�L	J�B�P&MNR&£�IKJ�A0L0M&A.F�CVR.]n@KJ�L0A�CqJZ�V]O@�MNR0M&L0MN?$HSRO¤&¥M¦§�
¨ CmL0A	J�M&L�C�XYC�HOL)J�©nC��qBDU�HSU«ªV�VCoXgJ3¬[M&XgJ�P3ID?$@�A�PNCmIKJ�L0MNC�HOLrCVR0Lp�%�S?$MNR0M­�

H�M�©_C^J�@<¬{FSC�B�PN?@�^J�\_CaF[M�®�U�A�C�HOL�R/¯h° �<�>`�PWJ�@<° FSC�R	R�?$@SRqF�C�PeJgA�CVR0I�M&A	J�L0MN?$H|HS?$A0XgJ�PNC8¢�± �<�>`�PTJ�@<° F�CVR�R0@SR
F�CsPeJmA�CVR0I�M&A	J�L0MN?$HgHS?$A0XgJ�PNCZC�LL£oC�H@©OM&A�?$Hx²Z³�´ F�C�PeJ��^J�IKJZ��M&L�Up©OM&L	J�PNC¶µWF�· @�HgIKJ�L0MNC�HOL5L�A	J�M&L�UrFSJ�HSRTPNC
�^J$F[A�C�F[@�I�A�?$L�?@�V?$PNC���P&M&H�MN]O@SCM���ZI�L0M&X, %��¸Z?$@SRZJ�©n?$HSR�@�L0M&P&MNR�Uo@�H�¹/C�HYº�L0A	J�\_C�XYC�L0L	J�HOLZC�H{U»©OMNF�C�HY�VC
PNCVR<R�L0A0@Y��L0@�A�CVR<I�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVRrJ3ªSHpF�CZXiMNC�@<¬(©}M&R�@KJ�P&MNR�C�A<PNCVR<F[M�®�U�A�C�HY�VCVRsF�C)F[M&PeJ�L	J�L0MN?$HpI�@�P&XY?$HKJ�M&A�C
C�HOL0A�CmPNCVRrJZ�V]O@�MNR0M&L0MN?$HSR��

¨ JtªS\+@�A�C �8����¼ I�A�UVR�C�HOL�CsPNCVRTF[MNR0L0A�M-BS@�L0MN?$HSR5F�CVRWH�M�©nC^J�@<¬iF�C.\+A0MNR5F�CVRWL0A�?$MNR5JZ�V]O@�MNR0M&L0MN?$HSRL£)L0A�?$MNR
M&HSR0L	J�HOL�R'F[M�®�U�A�C�HOL�R'F�CYB�PN?@�^J�\_CgA�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�CdC�L��VC�P&PNCdC�H A	C�R�I�M&A	J�L0MN?$H P&M&B�A�CgF�· @�H IKJ�L0MNC�HOL�L0A	J�M&L�U
FSJ�HSRZPNC��^J$F[A�CbF[@GI�A�?$L�?@�V?$PNC½���ZI�L0M&X, %���ZH{A�C�XgJ�A�]O@SC'PNCVRc©+J�A0MeJ�L0MN?$HSRqF�CVR)F�C�HSR0M&L�UVRZIS@�P&XY?$HKJ�M&A�CVR
C�HOL0A�CaPNCVRmL0A	?$M&RoM&HSR0L	J�HOL�RoF[M�®�U�A�C�HOL�R�F�CaB�PN?@�^J�\_CgC�L'J�@SR�R0MWIKJ�AmA	J�I�ID?$A0L\£ P­·>JZ��]O@�MNR0M&L0MN?$H C�HzA�CVR0I�M�°
A	J�L0MN?$H P&M&B�A�C8�)¡"?$@�A,�VCdIKJ�L0MNC�HOL�¢7PNCVRbXY?¶¾_C�H�HKC�RiF�CVR'M&HOL�C�HSR0M&L�UVRbI�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVR`�^J�PR��@�PNUVCVRbID?$@�AbPNCVR
JZ�V]n@�MNR0M&L0MN?$HSRsC�H B�PN?@�^J�\_CqR	?$HOLM¿k°e²Z³�²��À¼Á¯6£½° �<�>`�Phµ«¢@°fÂ+`�²��aÂx¯6£,± �<�>`�Phµ«¢@°fÂ8¼8³<�>`x¯6£,²Z³�´/µ C�L<PNCVR.U��^J�A0L�R
Lf¾OIDC�F�CVRTM&HOL�C�HSR�M&L�UVRp¿Y� �+`<� �Ã¯6£t° �<�>`�Phµ«¢@Ä�²�� ÅÆ¯6£�± �<�>`�Phµ«¢@Ä8Ä<� ÅÆ¯6£�²Z³�´/µ«� ¨ JmXY?¶¾nC�H�HSC�F�CVRTM&HOL�C�HSR�M&L�UVR
I�@�P&XY?$HKJ�M&A�CVRrID?$@�A�P­·>JZ�V]O@�MNR0M&L0MN?$HcC�H�A�CVR0I�M&A	J�L0MN?$HcP&M&B�A�CoCVR0LrF�Ct°e²Z³��<�>`Ç¯/U��^J�A0L�Lf¾}IDC/¿��»Å@²��5²8µ«�
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ç H I�P&@SR'F�CiP­·>JZ�V]O@�MNR0M&L0MN?$H F�· M&XgJ�\_CVR'C�H B�PN?@�^J�\_CYA�CVR�I�M&A	J�L�?$M&A�C8¢Q@�HSCgJ�@�L�A�CgR�?$P&@�L0MN?$H I�A�?$XYC�L�°
L�C�@SR�C{]n@�MrIDC�A0XYC�LpF�·>J�©n?$M&A F�CVRgM&XgJ�\_CVRx¤&¥t¦ F�C{]O@KJ�P&M&L�U{C�H I�A�UVR	C�HY�VC{F�CcPeJzA�CVR�I�M&A	J�L0MN?$H CVR�L
P­·>JZ�V]n@�MNR0M&L0MN?$Hr¤&¥M¦èÅ�¥,�!éZHSC�JZ�V]O@�MNR0M&L0MN?$Hê¤&¥M¦èÅ�¥ CVR0L`�V?$XiID?+R	UVC�F�· @�H C�HSR�C�X'B�PNC�F�· M&XgJ�\_CVR
¼Z¥ë¤&¥t¦ JZ�V]O@�MNR�CVR�£dF�CVR)M&HSR�L	J�HOL�RqF[M�®�U�A�C�HOL�RmF[@m�»¾<��PNC'A�CVR0I�M&A	J�L�?$M&A�C8��ì<C�L0L�CbL�C��%��H�MN]O@SCaCVR0L)L0A[íVR
R�C�HSR0M&B�PNC�J�@<¬Æ©+J�A0MeJ�L0MN?$HSRrF�CmXY?$@�©_C�XYC�HOLrIDC�HSFSJ�HOLrP­·>JZ�V]O@�MNR0M&L0MN?$H��Y¡"?$@�Ar]O@�· @�HSCmM&XgJ�\_C½¤&¥M¦îÅ�¥
R�?$M&LZF�· @�HSC']O@KJ�P&M&L�U�R�@<ïgR	J�HOL�C8¢KM&P�¹�J�@SF[A	J�M&L)]n@SCoP­·>JZ�V]O@�MNR0M&L0MN?$HGF�C��%�KJ$]n@KC`ð�ñ�ò«ó­ô8ñVó&¼Z¥ R�C�¹�J$R�R�CoC�H
XY?$M&HSR�F�C �<�a³aR�C��V?$HSF�C8¢<©n?$M&A�C½³��'XYRsID?$@�AsH�·>J�©n?$M&ArJ�@Y��@�HcJ�A0L	Ud¹�JZ��L½õ �¶² ö÷� ¨�ø RrJ�I�IKJâù ø»ú�ûRüpü ��ýâþ�þ ø ù ü
ýZ�»ÿ�� ø»ûRü þ ø��#ø ù�� ø ÿ�ÿ ø þ@ÿ � ý ü(ø þY���Zù ø�� ·Àýâÿ[ÿ ø»ú þ � ù ø	��ø�ü ÿ ø»û�ûRø�ü
�#ø ù�¹��Zù��ÃýâþY� ø�ü �
�pªYþ ��ø�� ý û�úRø ùÆ� ø
� ù���� û í�� ø ¢ ûRø»üOü � û ��ÿ ú �Zþ ü ý ��� �Zù[ÿ�� ø»ü��#ø ��© ø þ@ÿTº»ÿ�ù ø��<ú © úRü � ø�üTø þ ��ø �<¬
�8ù%ýâþ ��ø�ü � û ý ü[ü[ø�ü ¿����»ÿ���� ��ø�ü
���Zþ@© ø þ@ÿ ú �Zþ�þ ø»û�ûRø�ütø ÿ����»ÿ���� ��ø���ø ÿf¾ �#ø ���Zþ ø °�� ø ý����

°p��Ä\°



� �����#�­��� �\��� � ��� � ��� � ���x	 �����«�3�

	�

������������������������� �!�"�#�	�

�����$�%�&���������"�'�����!�����
(*)'+*,'-(.)'+*,�-

//

00

11

	�

�%�'���������2� � �"�'���3�4�"���	�

�������������2� � ���������4�5���
6 )'+*,'-6 )'+7,'-

	�

�%�'���8���#�9�����������������#�	�

�����$�8�����2� �����'���3�!�����
:: ;=<9>;=<9>
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ýZ�DC � úRü[ø�üÁø þ � û �@��ý�� ø £ ÿ[ù�� úRüxú þ ü ÿ%ýâþ@ÿ �<ú ® �»ù ø þ@ÿ ü�� � �»¾<� ûRø ù ø�ü���ú ù%ýâÿ�� ú ù ø ¯h°FE<�G@ û ý��<° ��ø�ü[ü ��� ü���ø
û ýÆù ø�ü���ú ù%ýâÿ ú �ZþÕþ��Zù��Ãý ûRø ¢n±4E<�G@ û ý��<° ��ø�ü%ü � ü ��ø,û ýÆù ø�ü���ú ù%ýâÿ ú �ZþÕþ��Zù��Ãý ûRø`ø ÿ�£ ø þ@© ú ù��Zþ~²Z³�´ ��ø/û ý
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�<ú ù ø �»ÿ ø � ø þ@ÿ û ý�ÿ���� ø ��ù �Ãý úRü �ZþÆý ü[ü�ú � ú�ûRøHûRø�ü ý�� ��û�ú ÿ�� ��ø�ü ÿ����Zù%ýZ� ú C � ø�ü ý��<¬ ������© ø � ø þ@ÿ ü ÿ������â°
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�%? �O�t�8���»ÅÕ� ���%�����Ãý � ·aýZ�DC�� úRü[ú ÿ ú �Zþ � · ��þ øÇú �Ãý�� ø ¤H¥t¦ Å�¥ ����� � � ü � ø ��ø �AE ú �Ãý�� ø�ü ¤&¥t¦
¼Z¥ ������©@ù%ýâþ@ÿ ûRø �»¾<� ûRø ù ø�ü���ú ù%ýâÿ�� ú ù ø þ��Zù��Ãý û � � �%�VýKC�� ø � � ü�ú ÿ ú �Zþ ��ø�û ý`ÿ%ý�� ûRø �ZþmýZ�DC � ú í»ù ø�ø þ@ÿ�ù ø
�AE3°%��³ ø þ ü[ø � � ûRø�ü���ø C��Výâÿ�ù ø ����� �#ø�ü�ü ��ýâþ�þ ø ù��nìL�VýKC � ø`ø þ ü[ø � � ûRøÃø�ü ÿ�ý ü[ü �k� ú �Ã£ ��þ ú þ ü ÿ%ýâþ�ÿ � �
�»¾<� ûRø ù ø�ü���ú ù%ýâÿ�� ú ù ø �8ùMLZ� ø ý�� ü�ú �8þVý û ù ø»ü���ú ù%ýâÿ�� ú ù ø ��ý � ÿ � � ýâù û ·aý ��� ýâù ø»ú�û � ¡b¦§��� �%�VýKC�� ø½ú þ ü ÿ%ýâþ@ÿ
� ù�� � �«ªYþ ú � �o�»¾<� ûRø ù ø�ü���ú ù%ýâÿ�� ú ù ø ¢ ��þ ø\ú �Ãý�� ø ¤&¥M¦ ¼Z¥ ø�ü ÿM���Zþ ü ÿ�ù�� ú ÿ ø ý � ù%í ü�ûRø ÿ�ù ú ��ø�ü ����� �#ø�ü
ü ��ýâþ�þ ø ù�� ¨ · ø þ ü[ø � � ûRø���ø�üHú �Ãý�� ø�ü ¤&¥M¦ ¼Z¥ � �Zþ�þ ø�û · ú �Ãý�� ø ¤&¥M¦ Å�¥,�

ù%ý��<¬�� ¨ · ú þY���Zþ@©��»þ úRø þ@ÿ��Ãý H ø ��ù ��ø � ø ÿ�ÿ ø ÿ ø �%��þ ú C�� ø`ø�ü ÿPC � ø\û ýÆù ø»û ýâÿ ú �Zþ û�ú ýâþ@ÿ û ý � � ü�ú ÿ ú �Zþ ��ø,û ý
ÿ���� ø ��ùt£ û ·aý�� ��û�ú ÿ�� ��ø � �»ÿ ø �»ÿ�� ø þ�· ø�ü ÿ � ý ü ¹ �Zù[����� ø þ@ÿ û�ú þ���ý ú ù ø �

ÛBX Ü X Þ XZY [&\�ã)ã^]@æ`_

¥Mýâþ üOûRø ��ý � ù ø ��ø � ø�� ù��Zÿ��@��� ûRø � û�ú þ ú C � ø ¢�þ���� ü��<úRü�� � ü �Zþ ü���ø�üOú �Ãý�� ø»ü ¤&¥M¦ Å�¥ ����� � � ü � ø�ü
��ø �<ú ¬ ú �Ãý�� ø�ü ¤&¥t¦ ¼Z¥ ��ø �<ú ¬ ú þ ü ÿ%ýâþ@ÿ ü �<ú ® �»ù ø þ@ÿ ü � �Æ�»¾�� ûRø ù ø�ü���ú ù%ýâÿ�� ú ù ø þ��Zù��Ãý ûRø ��écþ øHú �Ãý�� ø
¤&¥M¦ ¼Z¥ ���Zù�ù ø�ü�� �Zþ � £ û ý§ªYþ � · ú þ ü���ú ù%ýâÿ ú �Zþ þ��Zù��Ãý ûRø ¢���þ ø ý���ÿ�ù ø £ û ý§ªYþ ��ømû · ø ¬ ��ú ù%ýâÿ ú �Zþ
þ��Zù��Ãý ûRø � ç þ@ÿ�ù ø � ø�ü ��ø �<¬ � �Vý ü[ø�ü �Zþ�ý C��Výâÿ�ù ø½ú �Ãý�� ø�ü ¤&¥M¦ ¼Z¥ � ����ù û · ø ¬ ��ú ù%ýâÿ ú �Zþ ø ÿ C �Výâÿ�ù ø�ü
ú �Ãý�� ø�ü ¤&¥M¦ ¼Z¥ � ����ù û · ú þ ü���ú ù%ýâÿ ú �Zþ�� ¨ ýMù ø»ü � û ��ÿ ú �Zþ ��ø�übú �Ãý�� ø�ü ¤&¥M¦ ¼Z¥ ø�ü ÿ ��ø ³<�A@3¬Y³<�A@3¬�¯6Â
E3°
��¼
E�µ&ý�© ø � ��þ ø ÿ%ý ú�û�ûRø ��ø ©���¬ ø»û ��ø E<�aÄ�²8²¶¬�E<�ÀÄ�²8²¶¬�@<�a³�� �1a

bdcfe gihdjlknmporq�sphdj

¥Mýâþ ü � ø �%�Vý ��ú ÿ�ù ø ¢nþ���� ü ý�©��Zþ ü�ú þ@ÿ�ù�� � � ú ÿ ��ø�ü þ��Zÿ ú �Zþ ü ��ø ÿ ø ù�� ú þ�� û ��� úRøxø ÿ ��ø
� ù��@��� � ��ù ø�ü
ü�� ��� ú ª�C � ø�ü ý��Õÿ�ù%ý ú ÿ ø � ø þ@ÿ � ýâù½ù%ý �<ú �Zÿ����»ù%ý ��úRø
� � ��ýâþV� ø ù � � � �������Zþ���¸���� ü ý�© �Zþ ü½ø ¬ � � ü � û ý
� ù���� û ���Ãýâÿ ú C � ø�� ��������© ø � ø þ@ÿ ø þ�ù%ý �<ú �Zÿ����»ù%ý ��úRø �

¸ ��� ü ý�© �Zþ ü � ù ø�ü[ø þ@ÿ � ûRø�ü ��ø �<¬ � ù��Zÿ��@��� ûRø�ü � �(ì ø þ@ÿ�ù ø&¨ ���Zþ B �»ù%ýâù � ��ÿ ú�û�úRü ýâþ@ÿ û · �!BHì~����� � ø
ý ��� ýâù ø»ú�û � ·aý ü[ü[ø ù�© úRü[ü[ø � ø þ@ÿ½ù ø»ü���ú ù%ýâÿ�� ú ù ø ý�� ü%ü�ú C�� ø/ûRø�� ù��Zÿ��@��� ûRø � û�ú þ ú C � ø ¤&¥M¦ Å�¥ ��ø`û · ��� ��ú °
ÿ%ý û ¦ R S ¢3B�� ü ÿ��Zþ�¢�éM� �\��ì ø�ü � ù��Zÿ��@��� ûRø�ü�ü[ø ù�© ø þ@ÿ½£ ��ø�ü �»ÿ�� ��ø�ü � û�ú þ ú C � ø�ü ��¸���� ü ��ÿ ú�û�úRü �Zþ ü�ûRø�ü
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� �Zþ�þ�� ø�ü/ú �Ãý�� ø�ü/úRü[ü � ø�ü ��ø � ø�ü � ù��Zÿ��@��� ûRø»ü � û�ú þ ú C � ø�ü � ����ù ��ø�ü �»ÿ�� ��ø�ü ��û � ü � ù�� ü��#ø �»ÿ ú © ø�ü � ¨�ø
�%�Vý ��ú ÿ�ù ø ¼ � ý�� ø ³âÅ � ù�� ü[ø þ@ÿ ø þ��Zÿ�ù ø �«ÿ�� ��øÃü �Yù û ýÁù ø�� ù�� � �Y�»ÿ ú � úRû�ú ÿ�� � � � û �@��ý�� ø ù ø�ü���ú ù%ýâÿ�� ú ù ø £
� ýâù�ÿ ú ù ��ø�ü ÿ�ù�� úRü ýZ�DC � úRü�ú ÿ ú �Zþ ü ¤&¥M¦ ��ø�ü�� ýâÿ úRø þ@ÿ ü\ø þ ��ÿ ú�û�úRü ýâþ@ÿ ��þ ø ���»ÿ���� ��ø ��ø ù ø ��ý û ý�� ø ��ø °
¹ �Zù��Ãý�� ûRø�� · ú �Ãý�� ø�ü � ¨�ø�ü � �Zþ�þ�� ø�ü ¤&¥M¦îÅ�¥ þ���� ü �Zþ@ÿ �#ø ù�� úRü ��ø ¹6ý ú ù ø ��þ ø � ù ø � ú í»ù ø �»ÿ�� ��ø���ø
������© ø � ø þ@ÿOý��Ã������ù ü ��ø&û ýMù ø�ü���ú ù%ýâÿ ú �Zþ û�ú ��ù ø ¯�© � ú ùs�%�Vý ��ú ÿ�ù ø ³ � ý�� ø ÂâÅ µ«�k¥�ýâþ übûRø ��ý � ù ø � � � ù��â°
ÿ��@��� ûRø � û�ú þ ú C � ø ��� � ÿ ú �, %¢@þ��Zÿ�ù ø ���9H ø �»ÿ ú ¹ ø�ü ÿ � · �«ÿ�� �<úRø ù ûRø�ü � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü��Yø»ü ÿ úRü[ü � ü ý��Æ������ù ü ��ø
û ý`ù ø�ü���ú ù%ýâÿ ú �Zþ�� û · ú þ<¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ��ø ������© ø � ø þ@ÿ ø ¬�ÿ�ù%ý ú ÿ ø � ����ù[ù%ý(º»ÿ�ù ø ��ÿ ú�û�úRü � ø � ýâù û ý ü � ú ÿ ø � ����ù
��þ ø ��� � � û�úRü ýâÿ ú �Zþ � �«ÿdý ú�û�û � ø�� � � �������Zþ�¢ � � � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ ø ÿ � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ��øÆû ý�ÿ���� ø ��ù ø ÿ
� ýâþ ü ��ø�ü �»ÿ�� ��ø�ü ��ø � � ü[ú ���»ÿ�ù úRø � ¾�þVý�� ú C � ø �Yépþ � ù ø � úRø ù ��� � í ûRø���ø�ü[ú � � û ýâÿ ú �Zþ � ·aýZ�DC � úRü�ú ÿ ú �Zþ
Å�¥ ø�ü ÿ � ù�� � � ü � � ýâþ ütûRø �%�Vý ��ú ÿ�ù ø O � ý�� ø Ä
O � ¨ · ���9H ø �»ÿ ú ¹O£ û �Zþ��Æÿ ø ù�� ø\ø�ü ÿ ��ø�� ����©�� ú ùc¹�����ù�þ ú ù
��þ ø ��� � � û�úRü ýâÿ ú �Zþ � �»ÿ%ý ú�û�û � ø ¯ �#ø ù�� ø ÿ�ÿ%ýâþ@ÿ ûRø,ü � ú © ú ��ø\û ýÃÿ���� ø ��ù ø ÿ û · ú ù�ù%ý �<ú ýâÿ ú �Zþ ü ¾�þY�%��ù��Zþ úRü � ø
ý�© ø � û ý�ù ø�ü���ú ù%ýâÿ ú �Zþ�µ � � � �������Zþ ý3ªYþ � · � � ÿ ú � úRü[ø ù ø ÿ � · ú þ �<ú © ú � �Vý û�úRü[ø ù ûRø ÿ�ù%ý ú ÿ ø � ø þ@ÿ`����ù%ýâÿ ú ¹
� ýâùHù%ý �<ú �Zÿ����»ù%ý ��úRø�� ����ýâþY� ø ù � � � �������Zþ�� ¨ ý�ª�� ��ù ø �8�GO ú�û�û � ü ÿ�ù ø � ø ÿ ���9H ø �»ÿ ú ¹��
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687P6 QSR�E�T�UJT�VKR�BFW�XY@Z>A[$T�\FU:R 7M7L7M7L7L7M7L7L7M7L7L7M7L7M7L7L7M7L7L7M7L7M7L7L7 6ON

]�^ ]�^`_ acb�dfehg�i`dkjldnmhi`o
iqpqr�ehi`sht)^u^k^u^k^u^k^u^k^u^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^ ]Gv
]�^ ]�^ ] acb�dfehg�i`dkjldkewt?g�xZpqr�ehiymhrAswi`z�b ^k^u^k^u^k^u^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^ ]G{
]�^ ]�^ | }~r�ewr�o
t,shewiymhrGshiqz�b!j8� x�b����ZrGo
��jldnjlt?�Pz�eho�rGshiqz�b#^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^ ]G�
]�^ ]�^ � }cewzl�,tIjlx�ewdfm�j8� z���shiqo
iqmwrAswi`z�b�^k^u^k^u^k^u^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^ ]G�
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]�^ �O^`_ �Fp`x��!z��lswiq��x�d�^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^ |�|
]�^ �O^ ] ��dImc�h�'d?o
z�bZm¡ ¢^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^ |G�
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]�^ vZ^`_ a5swxZjldfm®^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^ |�v
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]�^³²l^`_ ´¡b�swehz�jlxZ�µswi`z�b ^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^ |�{
]�^³²l^ ] }cewt,swewr�i¶swd?o
d?b�swm�j�dfm�iqo�rGg�dfm�^k^u^k^u^k^u^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^ |��
]�^³²l^ | ·l����t?o�r�m j8� iqo
��pqd?o
d?b�swrAswiqz�b ^u^k^u^k^u^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^ ��|
]�^³²l^ � ¸¹rGpy�,xZp�jldfm�iqo
r�g�dfm�jlt,º�z�eho
tfdfm¹^u^k^u^k^u^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^k^u^ »l_
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¥ ø þ���� ��ù ø � ü[ø�ü ý ����û�ú ��ýâÿ ú �Zþ ü`ø þ ú �Ãý�� ø ù úRø ��� �<ú ��ý ûRø �Zþ@ÿ � ø�ü � ú þ ��ø ��ý û ��� ûRø ù ��ø�ü ù ø�ü%ü[ø �,°
� û ýâþY� ø�üÆø þ@ÿ�ù ø	��ø�ü(ú �Ãý�� ø�ü � ù��¶© ø þVýâþ@ÿ ��ø ��� � ý û�ú ÿ�� ü � ·aýZ�DC�� úRü�ú ÿ ú �Zþ �<ú ® �»ù ø þ@ÿ ø�ü ¯�¤&¥M¦§¢�� � ¦§¢
ù%ý �<ú ���8ù%ý � � úRø�ü þ �����»ù ú C�� ø�ü µ«�&ì ø ù�ÿ%ý ú þ ø�ü ÿ ø �%��þ ú C�� ø�ü ����� � ø þY� ø þ@ÿ � ýâù ü[ø � � ø þ@ÿ ø ù ûRø�ü(ú �Ãý�� ø�ü
ø ÿMù%ý��`í»þ ø þ@ÿ ûRø � ù���� û í�� ø £ ��þ ø � úRü[ø,ø þo���Zù�ù ø�ü�� �Zþ � ýâþY� ø
��ø ��ýâù%ýZ�»ÿ��»ù úRü ÿ ú C�� ø�ü � �������»ÿ�ù ú C�� ø�ü �
ì ø��#ø þ � ýâþ@ÿ�¢ û · �»ÿ%ý �#ø ��ø/ü[ø � � ø þ@ÿ%ýâÿ ú �Zþ þ�· ø�ü ÿ � ý ü ÿ����KH�����ù ü ù���ý û�úRü ý�� ûRø`ø ÿ ø�ü ÿ ü ����ù[� ø � · ú � � ù���� ú °
ü�ú �Zþ ü ��¥,·aý���ÿ�ù ø�ü ÿ ø �%��þ ú C � ø�ü � ù��@��í ��ø þ@ÿ ü ýâþ ü�ü[ø � � ø þ@ÿ%ýâÿ ú �Zþ ø ÿ��%� ø ù[�%� ø þ@ÿ ��þ ø ÿ�ù%ýâþ ü ¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ
ù ú � ú ��ø���øÆû · ��þ ø ��ø�ü,ú �Ãý�� ø�ü ¯�ÿ�ù%ýâþ ü[û ýâÿ ú �Zþ ü`ø ÿ\ù��Zÿ%ýâÿ ú �Zþ ü µ �#ø ù�� ø ÿ�ÿ%ýâþ�ÿ ��ø �Ãý3¬ ú � úRü[ø ù ��þ ø � ø °
ü ��ù ø ��øÆü[ú � ú�û ýâù ú ÿ�� ü ÿ%ýâÿ úRü ÿ ú C�� ø ¯ ú þ<¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ � ��ÿ�� ø»û�ûRø ¢�ù%ý ��� �Zù�ÿ ��ø ���Zù�ù�� û ýâÿ ú �Zþ�µ/ý�© ø � û ·aý���ÿ�ù ø
ú �Ãý�� ø ��¸ ��� ü þ���� ü
� ù�� � � ü �Zþ ü � · �»ÿ�� �<úRø ù � ýâþ ü � ø ÿ�ÿ ø ÿ��Yí ü[ø ��þÆ��ý � ù ø ��û � ü � �»þ��»ù%ý û#ú þ@ÿ����8ù%ýâþ@ÿ ��ø�ü
ÿ�ù%ýâþ ü ¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü � û ý ü ÿ ú C � ø�ü ¯�þ��Zþ�ù ú � ú ��ø�ü µ �#ø ù�� ø ÿ�ÿ%ýâþ@ÿ ��ø�� ù ø þ � ù øpø þ`����� � ÿ ø ��ø�ü � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü
ú ù�ù���� � û�ú í»ù ø�ü/ø þ@ÿ�ù øÃûRø�ü�ú �Ãý�� ø�ü �!ì ø ��ý � ù ø � ø ÿ ø þ H ø � ��ø�ü ÿ ø �%��þ ú C�� ø�ü � ·aýâþVý û ¾ ü[ø � · ú �Ãý�� ø�ü ¢ ��ø
ÿ�ù%ýâþ ü ¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü � �������»ÿ�ù ú C�� ø�ü ¢ ��ø � ø�ü ��ù ø�üpü ÿ%ýâÿ úRü ÿ ú C�� ø�üHø ÿ � · � � ÿ ú � úRü ýâÿ ú �ZþÇ¹ �ZþY�»ÿ ú �Zþ�þ ø»û�ûRø �

� c�� ����k��dm��������! #" h$�&%'�$(Mm��

¨�ø ù ø ��ý û ý�� øtø�ü ÿ ��þ � ù �k� ø�ü%ü � üLú � � �Zù�ÿ%ýâþ@ÿ � ýâþ üLûRø ÿ�ù%ý ú ÿ ø � ø þ@ÿ � · ú �Ãý�� ø�ü ��ÿ ú�û�úRü � � ����ù � ø ÿ�ÿ�ù ø
ø þ ���Zù�ù ø�ü�� �Zþ � ýâþY� ø ��ø �<¬ ��� ��û � ü�úRø ��ù üÆú �Ãý�� ø�ü � ù úRü[ø�ü £ ��ø�ü(ú þ ü ÿ%ýâþ@ÿ ü �<ú ® �»ù ø þ@ÿ ü �Oécþ �8ù%ýâþ �
þ���� ��ù ø
��ø ÿ ø �%��þ ú C�� ø�ü ý �»ÿ�� � �»© ø»û � ��� �(ý�� ������ù ü�� �oÿ ø � �Yü�ø þo¹��ZþY�»ÿ ú �Zþ ��ø�ü�� �Zþ�þ�� ø�ü C ��· �Zþ
ý�©8ý ú ÿt£`ù ø�� ù�� ü[ø þ@ÿ ø ù ø ÿ ø þÇ¹��ZþY�»ÿ ú �Zþ ��ø�ü � ù���� û í�� ø�ü ý ��� ýâù�� ü ��ì ø�ü ÿ ø �%��þ ú C � ø�ü �Zþ@ÿ��»ÿ�� �»ÿ�� �<ú � ø�ü
ú þ � � �#ø þ � ý�� � ø þ@ÿ � ����ù ��ø�ü ý ����û�ú ��ýâÿ ú �Zþ ü
�<ú ® �»ù ø þ@ÿ ø�ü ¢�� ø C � ú ý � �Zþ�þ��&þVý úRü[ü ýâþY� ø £���þ/ÿ�ù[í ü!û ýâù�� ø
� ���Ãý ú þ ø ��ø ù ø �%� ø ù[�%� ø �k¥�ýâþ übû · ú �Ãý�� ø ù úRø ��� �<ú ��ý ûRø � � û ÿ ú ��ûRø �»ÿ�� ��ø�ü ¯�© � ú ù � ýâù ø ¬ ø � ��ûRø&ûRø�ü �«ÿdýâÿ ü
��ø�û ·aýâù�ÿ�õ O8Â ¢ O
E ö�µ ü ��ù ûRø�ü ý û � �Zù ú ÿ���� ø�ü ��ø ù ø ��ý û ý�� ø�� �«¹��Zù��Ãý�� ûRø ý3ªYþ � · ø�ü ÿ ú � ø ù ûRø�ü ��ø ¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ
��ø�ü �Zù��kýâþ ø�ü ¢ û · �»©�� û ��ÿ ú �Zþ ��ø�üHûRø�ü�ú �Zþ ü ��� ��ø�ü ÿ�ù%ý ú ÿ ø � ø þ@ÿ ü ý��<¬Á������ù ü � �Áÿ ø � �Yü �

ç ÿ%ýâþ@ÿ � �Zþ�þ�� ø�ü���ø �<¬ ú �Ãý�� ø�ü
I
ø ÿ

J
¯
I,J :Ω⊂Zn→R, n∈{2, 3} µ ûRø ����ÿ � �où ø ��ý û ý�� ø ¯ ���

� úRü[øMø þÁ���Zù�ù ø�ü�� �Zþ � ýâþY� ø µ � �«¹ �Zù��Ãý�� ûRø�ø�ü ÿ ��ø ��ý û ��� ûRø ù���þx© ø �»ÿ ø ��ù ��ø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ
U(x)

� ����ù
�%�VýKC � ø � � ú þ@ÿ

x
��ø,û · ú �Ãý�� ø

I
� �ë�%�VýKC � ø � � ú þ@ÿ

x
¯
x ∈ Zn µ«¢ �Zù ú � ú þ ø�� �o© ø �»ÿ ø ��ù�¢ ��ø,û · ú �Ãý�� ø

ù��«¹��»ù ø þY� ø
I
¢ ûRø © ø �»ÿ ø ��ù ��ø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿc��ý û ��� û � � ýâù&ù ø ��ý û ý�� ø � �«¹��Zù��Ãý�� ûRø ý ü[ü �@� úRø ��þ � � ú þ@ÿ

x′
¯
x′ ∈ Nn µ«¢ ø ¬<ÿ�ù���� ú ÿ�� � �~© ø �»ÿ ø ��ù�¢ � ýâþ ü\û · ú �Ãý�� ø ���9H ø ÿ

J
¢
x′ = x + U(x)

� ¨ · ø þ ü[ø � � ûRø ��ø�ü
© ø �»ÿ ø ��ù ü���ø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ&¹ �Zù�� ø þ�ÿ ûRø �%�Vý�� ����ø�� �d¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ

U
¯ �����%�Vý�� ����ø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿdµ»�

¨�ø �%�Vý�� �Yü ��ø�� �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ � � ÿ ú �Ãý û
Ũ
ø�ü ÿ
����ÿ ø þ � ý � ù[í ü ��þ � ù��@� ø�ü%ü � ü
� · � � ÿ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ ¯ ûRø

��û � ü�ü ����© ø þ@ÿ ú�û!ü ·aý�� ú ÿ � · ��þ ø � ú þ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ�µ � · ��þÕ�»ù ú ÿ[í»ù ø � û ���Vý û
E
����� � � ü � ��ø ��ø �<¬ � ýâù�ÿ úRø�ü

ý ���#ø»û � ø�ü � ýâþ ü�û ý û�ú ÿ�ÿ��»ù%ýâÿ���ù ø �»þ ø ù�� úRø�ü ¿ ��þ ø �»þ ø ù�� úRø(ú þ@ÿ ø ù�þ ø ¢ � ·aýâÿ�ÿ%ýZ�%� ø ý��<¬ � �Zþ�þ�� ø�ü ¢
E1

ø ÿ
��þ ø �»þ ø ù�� úRøxø ¬�ÿ ø ù�þ ø(ú � � � ü ýâþ@ÿ ��ø�ü ���Zþ@ÿ�ù%ý ú þ@ÿ ø�ü/ü ��ù ûRø �%�Vý�� �

E2
� ¨�ø�ü �DC �Výâÿ ú �Zþ ü @<��� ø ÿ @<� @

ù�� ü ��� ø þ@ÿ/� ø ÿ�ÿ ø ¹��Zù�� � û ýâÿ ú �Zþ � �»þ��»ù ú C�� ø ¢
β
¯
0 ≤ β ≤ 1

µ �»ÿ%ýâþ@ÿ ûRø ��� ø ïÃ� úRø þ@ÿ �#ø ù�� ø ÿ�ÿdýâþ@ÿ ��ø
ù���� ûRø ù ûRø ����� � ù���� úRücø þ@ÿ�ù ø�ûRø�ü ��ø �<¬��»þ ø ù�� úRø�ü �

Ũ = arg min
U
(E(U))

¯7@<���¶µ

ý�© ø �
E(U) = (1− β)E1(U) + βE2(U)

¯7@<�G@�µ
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¨ · �»þ ø ù�� úRø

E1
ý ���#ø»û � ø �»þ ø ù�� úRø ��øsü[ú � ú�û ýâù ú ÿ�� ø�ü ÿ ��þ ø � ø�ü ��ù ø C � ú C��Výâþ�ÿ ú ª øsû ý8C �Vý û�ú ÿ�� � ·aý ��� ý3°

ù úRø � ø þ@ÿ ��ø�ü)ú �Ãý�� ø�ü � ç!û�ûRø �#ø ��ÿ � ù ø þ � ù øOûRøOü[ø þ ü � · ��þ ø � ø�ü ��ù ø���øOü�ú � ú�û ýâù ú ÿ������ �Yø �<úRü[ü[ú � ú�û ýâù ú ÿ��8�
¥ ú � ú þ � ø ù û ý �<úRü�� ýâù ú ÿ�� ø þ@ÿ�ù øtûRø�üOú �Ãý�� ø�ü&ü[ø ÿ�ù%ý � � ú ÿ � ýâù���þ ø � ú þ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ ��øtû ý�©8ý ûRø ��ù ��ø �<úRü °
ü�ú � ú�û ýâù ú ÿ�� ��� ��þ ø �Ãý3¬ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ ��øcû ý � ø�ü ��ù ø �Yøcü�ú � ú�û ýâù ú ÿ��,¿ ��û � üLû ý�� ø�ü ��ù ø���øcü[ú � ú�û ýâù ú ÿ�� ø�ü ÿ
�8ù%ýâþ ��ø ¢ ��û � ü&ûRø�üHú �Ãý�� ø�üpü �Zþ@ÿ � úRø þ�ý ��� ýâù ú � ø�ü �
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ç þ�¹��ZþY�»ÿ ú �Zþ ��ø�û ý ü � ��� � ü�ú ÿ ú �Zþ�¹­ý ú ÿ ø�ü ��ù ûRø�û�úRø þ C�� ú)ø ¬ úRü ÿ ø�ø þ@ÿ�ù ø�ûRø�ücú �Ãý�� ø�ü £Ãù ø ��ý û�ø ù�¢ �Zþ
�%��� úRü�ú ÿ ��þ§� ø ù�ÿ%ý ú þ~�»ù ú ÿ[í»ù ø £Çý ����û�ú C�� ø ù��)¡ û � ü�úRø ��ù ü �»þ ø ù�� úRø�ü ��øÃü�ú � ú�û ýâù ú ÿ�� ü �Zþ@ÿ �»ÿ�� � ù�� � � ü � ø�ü
� ýâþ ütû ý û�ú ÿ�ÿ��»ù%ýâÿ���ù ø � ¨ ý
�Ãý H��Zù ú ÿ�� ��ø�ü � ø�ü ��ù ø�ü ��ø\ü�ú � ú�û ýâù ú ÿ�� ��ÿ ú�û�úRü � ø�ü � ýâþ ütûRø ù ø ��ý û ý�� ø � �«¹��Zù�°
�Ãý�� ûRø ý �»ÿ�� ú þ@ÿ�ù�� � � ú ÿ ø � ýâþ ünû�ø ��ý � ù ø
��ø ù ø ��ý û ý�� ø ù ú � ú ��ø � · ú �Ãý�� ø�ü �3¥�ýâþ ü�ûRø ��ý � ù ø
��ø�ü ���»ÿ���� ��ø�ü
��ø ù ø ��ý û ý�� ø�ú ���Zþ ú C�� ø�ü ���Zþ������ � ý û�ú ÿ �x¯ ûRø�üpú �Ãý�� ø�ü ¤&¥M¦ ý�© ø ����þ���ù�� ú ÿ � ·aýZ�DC � úRü�ú ÿ ú �Zþ ü ¹­ý ú � ûRø µ
��þ øHü�ú � ��ûRø ����� � ýâù%ý úRü �Zþ ��ø�ü!ú þ@ÿ ø þ ü[ú ÿ�� ü �#ø ��ÿ ü ��ï`ù ø � ¨ ý ü ��� � ø ��ø�ü ��ýâù�ù�� ü ��ø�ü �<ú ® �»ù ø þY� ø�ü ��ø�ü
ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ�� ü ¯���ìT¥½µ ø�ü ÿ���þÇ�»ù ú ÿ[í»ù ø�ü ÿ%ýâþ � ýâù ����ø �<úRü[ü�ú � ú�û ýâù ú ÿ�� ø þ@ÿ�ù ø�ûRø�ü&ú �Ãý�� ø�ü �

ESCD(I, J) =
∑

x∈Ω

(I(x)− J(x+ U(x)))2
¯7@<�a¼�µ

Ω
� � ü�ú �8þ ø,û · ø þ ü[ø � � ûRø���ø � � ú þ@ÿ ü ¯�©�� ú ù ø ÿ���� ü�ûRø�ü � � ú þ@ÿ ü���ø\û · ú �Ãý�� ø µ � ����ù ûRø�ü C�� ø»ûRü �Zþ ø�ü ÿ ú � ø

��ø�ü © ø �»ÿ ø ��ù ü ��ø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ��
ì ø ù�ÿ%ý ú þ ø�ü � ø�ü ��ù ø�ü ��øOü�ú � ú�û ýâù ú ÿ�� ü ��ÿ ú�û�ú�ü%ø þ@ÿ ûRø�ü�ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ�� übø ÿ ûRø ��ù � ù����Vý�� ú�û�ú ÿ�� ü � ·aý ��� ýâù ú ÿ ú �Zþ��

¥Mýâþ ü � ø ���Zþ@ÿ ø ¬�ÿ øMú þ@ÿ ø ù�© úRø þ�þ ø þ@ÿ ��ø�ü þ��Zÿ ú �Zþ ü ����� � øtû ý ���¶¾ ø þ�þ ø ��ø�üTú þ@ÿ ø þ ü[ú ÿ�� ü ¢ û · ����ýâù�ÿ&ÿf¾ �#ø ¢
û ý\©8ýâù ú ýâþY� ø �

¦ �¶¾ ø þ�þ ø�ü ¿

mI =
∑

i

ipi mJ =
∑

j

jpj

ðb° ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ�� � · ��þ�©���¬ ø»û � ýâþ ü&û · ú �Ãý�� ø

pi
° � ù����Vý�� ú�û�ú ÿ�� � ·aý ��� ýâù ú ÿ ú �Zþ ��øÇû · ú þ@ÿ ø þ ü[ú ÿ��~ð�¯

pi
�#ø ��ÿ�¢ � ýâù ø ¬ ø � ��ûRø ¢Tº»ÿ�ù ømø�ü ÿ ú ��� � ýâù

¹�ù��DC � ø þY� ø
pi =

Ni

N

¢âý�© ø �
Ni

ûRø þ���� ��ù ø ��ø ©���¬ ø»ûRü � · ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ��tð ø ÿ�� ûRø þ���� ��ù ø ÿ��Zÿ%ý û ��ø ©���¬ ø»ûRü µ«�
pi =

1
N

ü�ú �Zþr���Zþ ü�ú � í»ù ø C � ø ÿ�����ÿ ø�üÃûRø�üÃú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ�� ü � ýâþ ü(û · ú �Ãý�� ø �Zþ@ÿ û ý �`º�� ø�� ù����Vý�� ú�û�ú ÿ��
� ·aý ��� ýâù ú ÿ ú �Zþ��

ç ��ýâù�ÿ ü ÿf¾ �#ø�ü ¿

σ2I =
∑

i

(i−mI)
2pi = (

∑

i

i2pi)−m2
I σ2J =

∑

j

(j −mJ)
2pj = (

∑

j

j2pj)−m2
J

���
	��
����	 ð � ñVó�� �
	���������� ô8ó�ð � ñ � ðhñ � ôZð ��� � ø�ü ��ù ø ��þ ø � � �#ø þ � ýâþY� ø�û�ú þ���ý ú ù ø ¯6ý3ï`þ ø���û � ü � ù��«°
� úRü ��� ø þ@ÿdµ ø þ@ÿ�ù ø½ûRø�ü&ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ�� ü ¿

ρ(I, J) =
∑

i

∑

j

(i−mI)(j −mJ)√
σI
√
σJ

pij

¡�ýâù�¹ � úRüpü �Zþ ø ¬ � ù ø�ü%ü�ú �ZþÇý��Ç��ýâù�ù�� ø�ü ÿ ��ÿ ú�û�úRü � ø ¿
ρ2(I, J) =

[
∑

i

∑
j(i−mI)(j−mJ )]

2

σI ·σJ

� ø ù��Vý��ký ø ÿcý û ��õ �A@8¼ ö ��ÿ ú�û�úRü[ø þ@ÿ ��þ�þ�����© ø ý��Ç�»ù ú ÿ[í»ù ø���ø�ü[ú � ú�û ýâù ú ÿ��Ã¿ ûRø ù%ý ��� �Zù�ÿ ø þ@ÿ�ù ø ��� ø ï/°
� úRø þ@ÿ ��ø ���Zù�ù�� û ýâÿ ú �Zþ ø ÿ���þ ø �<ú ® �»ù ø þY� ø�� · ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ�� ü ��ý û ��� û � ücø þ@ÿ�ù ø�ûRø�ü � û �@� ü ��ø�üHú �Ãý�� ø»ü �

C(x) =
ρ(IL(x), JL(x+ U(x)))

1 + αESCD(IL(x),JL(x+U(x)))
σIL(x)

���
IL(x)

� � ü�ú �8þ ø ��þ � û �@� ��ø ÿ%ý ú�û�ûRø
L
��øcû · ú �Ãý�� ø

I
� ø þ@ÿ�ù�� ü ��ù ûRø ©���¬ ø»û

x
ø ÿ
JL(x+U(x))

��þ
� û �@� ��ø ÿ%ý ú�û�ûRø

L
��ø½û · ú �Ãý�� ø

J
� ø þ@ÿ�ù�� ü ��ù ûRø ©���¬ ø»û

x+ U(x)
�
α
¯
α �

E�µ ø�ü ÿ ��þ � ýâù%ý��`í»ÿ�ù ø C � ú
ù[í�� ûRø�û · ú þ	��� ø þY� ø���ø�û ý �<ú ® �»ù ø þY� ø���ø�ü&ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ�� üpü ��ù û ý\©8ý ûRø ��ù � ���»ù ú ÿ[í»ù ø���ø½ü�ú � ú�û ýâù ú ÿ��8�

¦�º�� ø,ü[ú � ýâþ ü�ûRø ��ý � ù ø���ø � ø ÿ[ÿ ø ÿ��Yí ü[ø ¢
þ���� ü þ���� ü�ú þ@ÿ��»ù ø�ü[ü �Zþ ü C ��·aý��où ø ��ý û ý�� ø ���Zþ������â°
� ý û�ú ÿ���¯6ýZ�DC � úRü�ú ÿ ú �Zþ ü ¤&¥M¦ ¼Z¥ ø ÿxÅ�¥½µ«¢Tþ���� ü ù%ý ���#ø»û �Zþ ü ý�� ü[ü�ú C ��· ú�ûMø ¬ úRü ÿ ø ��ø�ü � ø�ü ��ù ø�ü���ø

°$@�²�°
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ü�ú � ú�û ýâù ú ÿ���ý � ý � ÿ�� ø�ü ý��Æù ø ��ý û ý�� ø � � û ÿ ú ��� � ý û�ú ÿ �`¯ ûRø�üTú �Ãý�� ø»ü £�ù ø ��ý ûRø ù � ù��¶© úRø þ�þ ø þ@ÿ ��ø ��� � ý û�ú °
ÿ�� ü
�<ú ® �»ù ø þ@ÿ ø�ü � ·aýZ�DC�� ú�ü[ú ÿ ú �Zþ�µ«�@¥�ýâþ ü � ø ��ý ü ¢ ��þ øpü[ú � ��ûRø ����� � ýâù%ý úRü �Zþ ��ø�üsú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ�� ü þ�· ø�ü ÿ ��û � ü
ü �<ï ü ýâþ@ÿ ø � ç þÆ¹��ZþY�»ÿ ú �Zþ ��ø�üTú �Ãý�� ø�ü � � û ÿ ú ��� � ý û�ú ÿ�� ø�ü ¢ ú�û�ø ¬ úRü ÿ ø ��ø�ü � ø�ü ��ù ø�ü ��øMü�ú � ú�û ýâù ú ÿ�� ��û � ü
ý � ý � ÿ�� ø�ü C�� ø � ·aý���ÿ�ù ø�ü ¿ � ýâù ø ¬ ø � ��ûRø ¢ � ýâþ ü�ûRø ��ý ü � �§ù ø ��ý û ý�� ø � � ¦ °t¤ ç ¡)¢ ûRø ù%ý ��� �Zù�ÿ ��ø
���Zù�ù�� û ýâÿ ú �Zþrõ ÄâÅ ö÷� � ú ¢ � ýâþ üMûRø ��ý � ù ø � �où ø ��ý û ý�� ø ù ú � ú ��ø ¢ ú�ûbü ·aý�� ú ÿ ��ø ��ý û ��� ûRø ù ��þ ø ÿ�ù%ýâþ ü ¹��Zù��Ãý3°
ÿ ú �ZþÕý3ï`þ ø � û ���Vý ûRø ¢ ûRø ù ø ��ý û ý�� ø � �«¹��Zù��Ãý�� ûRø �#ø ù�� ø ÿ ��ø � ù ø þ � ù ø,ø þo����� � ÿ ø,ûRø»ü � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü
û �@��ý ûRø�ü C�� ú�ú þ@ÿ ø ù�© úRø þ�þ ø þ@ÿ ø þ@ÿ�ù øpûRø�üLú �Ãý�� ø�ü � �pªYþ ��ø ÿ ø þ ú ùT����� � ÿ ø���ø�ü ©Zýâù ú ýâÿ ú �Zþ üTû �@��ý û�ø�üOø þ@ÿ�ù ø
ûRø�ü�ú �Ãý�� ø�ü £ � ýâù�ÿ ú ù ��ø�ü ©Zý ûRø ��ù ü ��ø�ü�ú þ@ÿ ø þ ü[ú ÿ � ü ¢Lõ Å@² ö � ù�� � � ü[ø � · ø�ü ÿ ú � ø ù û ýÁ©8ý ûRø ��ù ��ø(ü�ú � ú�û ý3°
ù ú ÿ�� û �@��ý ûRø � ø þ@ÿ ø þ����Zþ ü[ú � �»ù%ýâþ@ÿ ûRø�ü&ú þ@ÿ ø þ ü[ú ÿ�� ü ý ��� ýâù�ÿ ø þVýâþ@ÿt£ ��þ�� ø ù�ÿ%ý ú þÇ©�� úRü�ú þVý�� ø ��ø �%�VýKC�� ø
©���¬ ø»û �

)�É*)�É ) +/ÚbÑYÌ-,04­Ñ/.bÑ Ì 0 , � Ð 2
ÌZ4fÙ�2�Î�4­ÍnÚ
¨ · �»þ ø ù�� úRø �YøMü�ú � ú�û ýâù ú ÿ��Mþ�· ú � � � ü[ø ý��Y����þ ø ���Zþ@ÿ�ù%ý ú þ@ÿ ø½ü�� ýâÿ ú ý ûRø�ü ��ù ûRø �%�Vý�� ����ø ���Zù�ù ø�ü�� �Zþ<°

� ýâþY� ø&ø�ü ÿ ú ���Hý�© ø � û ý�� ø�ü ��ù ø���ø&ü�ú � ú�û ýâù ú ÿ��8� ¨ · �»þ ø ù�� úRø ��ø ù���� � û ýâù úRü ýâÿ ú �Zþ�¯ ��� ��øOû�úRü[ü ý�� øOü�� ýâÿ ú ý û µ
���Zþ@ÿ�ù%ý ú þ@ÿ ûRø �%�Vý�� ����ø � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ��ø ù ø�ü��#ø �»ÿ ø ù ��þ ø � ø ù�ÿ%ý ú þÇ���Z���»ù ø þY� ø�ü�� ýâÿ ú ý ûRø �

¥Mýâþ ü)û ý û�ú ÿ�ÿ��»ù%ýâÿ���ù ø ¢ ø þ�¹��ZþY�»ÿ ú �Zþ � � � ù���� û í�� ø £pù ø�ü ��� � ù ø ¢ ú�û<ø ¬ úRü ÿ ø ��ø þ���� ��ù ø � ü[ø�ü �»þ ø ù�� úRø�ü
��ø ù���� � û ýâù úRü ýâÿ ú �Zþ ü�� ù�� � � ü � ø�ü � �e� ú þ���� ü ù%ý ���#ø»û �Zþ ü C�� ø»û C � ø�ü �Yþ ø�ü ��ÿ ú�û�úRü � ø�ü � ����ù ûRø ù ø ��ý û ý�� ø
��ø�üLú �Ãý�� ø�ü ��ø ÿ����Zù%ý3¬��@écþ ø �»þ ø ù�� úRø���ø ù���� � û ýâù úRü ýâÿ ú �ZþÁ� û ý ü[ü�ú C � øcø�ü ÿL� ø»û�ûRø � ù�� � � ü � � ýâù S �Zù�þ ø ÿ
���%� ��þY���oõ ÅkÂ öL¯ �DC �Výâÿ ú �Zþ @<� Å µ � ýâþ üHû ý ���»ÿ���� ��ø���ø ���<¬�� � ÿ ú C�� ø ¯�© � ú ù ü[ø �»ÿ ú �Zþ @<� Å µ«�

EF (U) =

∫

x∈Ω
||∇U ||2 dx =

∫

x∈Ω

√√√√
3∑

k=1

3∑

l=1

∣∣∣∣
∂uk
∂xl

∣∣∣∣
2

dx
¯7@<� Å@µ

¡�ýâù�¹ � úRü �Zþ ø�ü[ü ý úRø
� · ú þ@ÿ����8ù ø ù � ýâþ ünû · �»þ ø ù�� úRø���ø ù���� � û ýâù úRü ýâÿ ú �Zþ ��þ ø ���Zþ�þVý úRü[ü ýâþY� ø £ � ù ú �Zù ú ��ø�ü
� ýâù%ý��`í»ÿ�ù ø�ü�� �@¾ ü�ú C�� ø�ü���ø�ü �Ãýâÿ��»ù ú ý��<¬��Yìt· ø�ü ÿ ûRø ��ý ü���ø�ü �»þ ø ù�� úRø�ü���ø ù���� � û ýâù úRü ýâÿ ú �âþ ü · ú þ ü���ú ù%ýâþ@ÿ
��ø�û ý ������ýâþ ú C � ø�ü ��ø � ú�û�úRø �<¬����Zþ@ÿ ú þ � ü ¯�©�� ú ù ü%ø �»ÿ ú �Zþ @<�a¼ µ«���cþ �#ø ��ÿp� ú ÿ ø ù � ýâù ø ¬ ø � ��ûRø ¿

• ¨ · �»þ��»ù�� úRø½û�ú þ���ý ú ù ø � û ý ü ÿ ú C � ø õ @<� ö÷¢Vý�© ø � λ ø ÿ µ ûRø�ü ��� ø ïÃ� úRø þ@ÿ ü ��ø½¨ ý����Ã¿

ELE(U) =

∫

x∈Ω

λ

2
(div(U))2 + µ||∇U ||2 − µ

2
||rot(U)||2 dx ¯7@<�a³�µ

¨�ø�ü ��� ø ïÃ� úRø þ@ÿ ü���ø½¨ ý���� ü �Zþ@ÿp��ý û ��� û � ü £ � ýâù�ÿ ú ù ��ø ��� � � ûRø���ø�� ����þ�� ø ÿ ��ø ��� ø ïÃ� úRø þ@ÿ
��ø ¡ � úRü%ü �Zþ ¿

ì � ø ïÃ� úRø þ�ÿ ��ø ¡ � úRü[ü �Zþ ¦ � � � ûRø ��ø�� ����þ��

ν =
λ

2(λ+ µ)
E =

µ(3λ+ 2µ)

λ+ µ� ûsø ¬ úRü ÿ ø
��ø�ü �»þ ø ù�� úRø�ü\ü�ú � ��û�ú ª � ø�ü C�� úLü[ø�� � � � úRü%ø þ@ÿ ��ø`û ýx¹��Zù�� � û ýâÿ ú �Zþ ��ø`û ýx¹ �Zù�� � û ýâÿ ú �Zþ
� ú ° ��ø�ü[ü � ü ����� � ø � ýâù ø ¬ ø � ��ûRø ¿

• ¨ · �»þ ø ù�� úRø � ø � ��ù%ýâþ ø ° û ý�ù���� � û ýâù úRü ýâÿ ú �Zþ ��ø �%�Vý�� �YüTø�ü ÿs¹6ý ú ÿ øcø þÆý ����û�ú C �Výâþ@ÿ û · � � �»ù%ýâÿ ø ��ùû ý ��û ýZ� úRø þ~õ ¼8Â öL¿

EL(U) =

∫

x∈Ω
||∆U ||2 dx =

∫

x∈Ω
||∇2U ||2 dx ¯7@<�GO�µ

=

∫

x∈Ω

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

3∑

i=1

∂2U

∂x2i

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

dx =

∫

x∈Ω




∑3
i=1

∂2U1

∂x2
i∑3

i=1
∂2U2

∂x2
i∑3

i=1
∂2U3

∂x2
i




2

dx
¯7@<�5²8µ

°$@8Â�°



��� ��� � � �«�3�h� ��� � 	��f� � � �	�â� �

• ¨ · �»þ ø ù�� úRø � ú �Výâù����Zþ ú C�� ø ° û ýtù ø � � û ýâù úRü ýâÿ ú �Zþ � �`�%�Vý�� �`ø�ü ÿ ����ÿ ø þ � øHø þ`ý ����û�ú C �Výâþ@ÿ û · � �#ø °ù%ýâÿ ø ��ù�� ú �Výâù����Zþ ú � ¯ ∇4 µo¯6ý ���#ø»û � ø ý�� ü%ü�ú � ú�û ý ��û ýZ� úRø þ�µ ü ��ù ûRø �%�Vý�� � ��ø � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ
õ �A@ ¢ @
@ ös¿

Etps(U) =

∫

x∈Ω
∆2U dx =

∫

x∈Ω
∇4U dx =

∫

x∈Ω

3∑

i=1

3∑

j=1

(
∂U2i

∂xi∂xj

)2
dx

¯7@<�aÂ�µ

)�É )�ÉhÊ Ë�2
Ì�25/ 0�Î8ÌZ4÷Ù�2#Î�4­Í�Ú�.�� � Ú Ï�� 25/�� .bÑ . 0���Í�ÌO/ 2#Î�4­ÍnÚ

¨ ý � ýâù%ý����»ÿ�ù úRü ýâÿ ú �Zþ ü�� ýâÿ ú ý ûRø � � �%�Vý�� � ��ø � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ø þ@ÿ�ù ø ��ø �<¬ ú �Ãý�� ø�ü �#ø ��ÿxº»ÿ�ù ø
¹6ý ú ÿ ø ��ø���û � ü�úRø ��ù ü �Ãýâþ ú í»ù ø�ü ¿ � û ����ý û�ø � ø þ@ÿ¶¢ ü[ø � ú ° û �@��ý ûRø � ø þ@ÿ ��� û �@��ý ûRø � ø þ@ÿ��
¡ ����ù���þ ø�� ýâù%ý3°
���»ÿ�ù úRü ýâÿ ú �Zþ � û ���Vý ûRø �Zþ �#ø ��ÿ���ÿ ú�û�úRü%ø ù ��ø ¹ �ZþY�»ÿ ú �Zþ ü � � û ¾@þ���� ú ý ûRø�ü �����Výâù����Zþ ú C � ø�ü ¯h¹ �ZþV�«ÿ ú �Zþ ü
ÿ�ù ú � �Zþ������»ÿ�ù ú C � ø�ü µ½õ �A@
O ¢ @ ¢ �A@�² ö÷� � ø � ú ° û �@��ý ûRø � ø þ@ÿ�¢ ûRø�ü �%�Vý�� �Yü���ø � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ �#ø ��© ø þ@ÿcº»ÿ�ù ø
ø ¬ � ù ú ��� ü £ û ·aý ú ��ø ��ø�ü ¹ �ZþY�»ÿ ú �Zþ ü � � û ¾@þ���� ú ý ûRø�ü�� ýâù ���Zù[� ø ý��<¬ ��� ý���ÿ�ù ø ¹ �ZþY�»ÿ ú �Zþ ü���ø �Vý ü[ø
����� � ø�� ýâù ø ¬ ø � ��ûRø�ûRø�ü ù��Zþ ��ø»ûRø ÿ�ÿ ø�ü � ¨�ø�ücü���û�ú þ ø�ücü �Zþ@ÿ ûRø�ü ¹ �ZþY�»ÿ ú �Zþ ücûRø ��û � ücü ����© ø þ@ÿ ��ÿ ú�û�úRü � ø�ü
õ ³�² ö÷�

¥�ýâþ üHûRø ��ý � ù ø���ø ÿ�ù%ý�©8ý��<¬ � ù�� ü[ø þ@ÿ�� ü � ýâþ ü � ø �Ãýâþ � ü �»ù ú ÿ�¢Vþ���� ü ý�©��Zþ ü ��ÿ ú�û�úRü � ��þ ø � ýâù%ý����«°
ÿ�ù úRü ýâÿ ú �Zþ û �@��ý ûRø � �Ã�%�Vý�� � ��ø � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ�� ¨�ø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ ø�ü ÿ ø ¬ � ù ú ���H����� � øHû ý �<ú ® �»ù ø þY� ø
ø þ@ÿ�ù øxûRø � � ú þ@ÿ ��ø�� � � ýâù�ÿ ø ÿ`� ø»û � ú � ·aýâù�ù ú © �Õ¿

U(x) = x′ − x � ��© ø �x� ø ÿ�ÿ ø � ýâùdý����«ÿ[ù úRü ýâÿ ú �Zþ�¢ù�� ü ��� � ù øpû · �DC �Výâÿ ú �Zþ ��ø � ú þ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ @<��� ù ø © úRø þ@ÿO£ � �»ÿ ø ù�� ú þ ø ù �<ú ù ø �»ÿ ø � ø þ@ÿ ûRø�ü
� � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ ü
ø þ��%�VýKC � ø � � ú þ@ÿ ��ø�û · ú �Ãý�� ø �

)�É )�ÉRÖ ËÃÌ�Í!Ï	0�. � Ì�Ñ�Ù .��RÍ��bÎ�4©/14÷Ù�2#Î�46ÍnÚ

� � ü[ø þ ü���ø4S ý � ý��Ãýâù � õ Å8Å ö÷¢ ûRø ù ø ��ý û ý�� ø � �«¹��Zù��Ãý�� ûRø½ø»ü ÿ���þ � ù���� û í�� ø �Ãý û ° � � ü � 	 �Y�cþ �#ø ��ÿ
ÿ�ù�����© ø ù ��û � ü[úRø ��ù üpü � û ��ÿ ú �Zþ ü �eýZ��� ø�� ÿ%ý�� ûRø�ü   � ����ù �Yþ��`º�� ø � ù �k� ø�ü%ü � ü ��ø ù ø ��ý û ý�� ø �

écþ øHü � û ��ÿ ú �Zþx£ û · �DC �Výâÿ ú �Zþ ��ø � ú þ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ @<��� ø�ü ÿ ����ÿ ø þ �x£ � ýâù�ÿ ú ù ��ø�ü �DC��Výâÿ ú �Zþ ü � · ç � ûRø ù
ý ü[ü �@� ú � ø�ü ¿ ∇E(Ũ) = 0

�
ì ��� � ÿ ø ÿ ø þ � � ��þ���� ��ù ø�ú � � �Zù�ÿ%ýâþ@ÿ ��ø ©Zýâù ú ý�� ûRø�ü ¯ � ýâþ ü ��þ ø�ú �Ãý�� ø
¼Z¥ ¼(©8ýâù ú ý�� ûRø�ü � ýâùM©���¬ ø»û � � � ���Ãý ú þ ø

Ω
µ«¢#ù�� ü ��� � ù ø þ �����»ù ú C � ø � ø þ@ÿ�� ø ÿ�ÿ ø �DC��Výâÿ ú �Zþoù ø © úRø þ@ÿ

£Æý � � � ÿ ø ù �Yþ ø\ü ÿ�ù%ýâÿ���� úRø ��ø ù ø �%� ø ù[�%� ø � · ��þ ø,ü � û ��ÿ ú �Zþ C � ú � ú þ ú � úRü[ø\û · �»þ ø ù�� úRø ÿ��Zÿ%ý ûRø ¯ ü ��� � ø
� �Zþ � �»ù�� ø�ø þ@ÿ�ù ø�û · �»þ ø ù�� úRø���ø�ü[ú � ú�û ýâù ú ÿ�� ø ÿ û · �»þ ø ù�� úRø���ø ù���� � û ýâù úRü ýâÿ ú �Zþ�µ«�

¨�ø�ü ���»ÿ���� ��ø�ü ��ø ��ø�ü � ø þ�ÿ ø ���Zþ ü�úRü ÿ ø £,���Zþ ü ÿ�ù�� ú ù ø ��þ ø½ü � ú ÿ ø
(Ui(x))i ∈ N

��ø�û ý�¹��Zù�� ø ¿

Ui+1 = Ui + κi(x)di
¯7@<�aÄ�µ

ý�© ø �
κi
ûRø�� ý ü ��ø�û ý ��ø�ü � ø þ@ÿ ø\ø ÿ

di
û ý �<ú ù ø �»ÿ ú �Zþ ��ø�û ý ��ø�ü � ø þ@ÿ ø £ û · ú ÿ��»ù%ýâÿ ú �Zþ

i
� ¨�ø �%�Vý�� � ��ø

� �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ�ªYþVý û)ø�ü ÿ ûRø ù�� ü � û ÿ%ýâÿ � · ��þ � ù��@� ø�ü[ü � ücú ÿ��»ù%ýâÿ ú ¹$C�� ú ���Zþ@© ø ù�� ø ý��	� ����ÿ � · ��þ�� ø ù�ÿ%ý ú þ
þ���� ��ù ø � · ú ÿ��»ù%ýâÿ ú �Zþ ü �

� � û�úRø � � · ��ÿ ú�û�úRü[ø ù û ý,©Zý ûRø ��ù ø ¬ ��û�ú � ú ÿ ø���ø�û ý\©8ý ûRø ��ù � · �»þ ø ù�� úRø ¢ û ý �Ãý H��Zù ú ÿ�� ��ø½ü ÿ�ù%ýâÿ���� úRø�ü ��ø
ù ø �%� ø ù[�%� ø ��ÿ ú�û�úRü[ø þ�ÿ ûRø�ü � �»ù ú ©�� ø�ü ��ø � ø ÿ�ÿ ø �»þ ø ù�� úRø ����� � ø �<ú ù ø �»ÿ ú �Zþ ��ø ù ø �%� ø ù[�%� ø � ¨�ø�ü � ù�� � ù ú �»ÿ�� ü
��ø�û · � � �»ù%ýâÿ ø ��ù��8ùdý �<úRø þ�ÿ�¢ �#ø ù�� ø ÿ�ÿ ø þ�ÿ � · ø ¬ � ù ú � ø ù û ý � �»ù ú © � ø ��ø�û · �»þ ø ù�� úRø ÿ��Zÿ%ý ûRø ����� � ø�û ý
ü ��� � ø ��ø�ü �8ù%ý �<úRø þ@ÿ ü ��ø�ü ��ø �<¬��»þ ø ù�� úRø�ü ¿ ∇E(Ũ) = ∇E1(Ũ) +∇E2(Ũ)

�
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� �����#�­��� ������� �h��� ���÷� � �x� � ��� ���[� � ��� � � � � � �«�3�h� ��� � 	��f� � � �	�â� � ��
 � � � �����

Y X Y X�� X�Û � ]����^\��)æ	�)æ	
Áæ���� \�ã

� � ü ��� � ù ø&û · �DC �Výâÿ ú �Zþ @<��� � ýâù û ý ���»ÿ���� ��ø ��ø ¸ ø�
 ÿ��Zþ�¢�ù ø © úRø þ@ÿL£����Zþ ü ÿ�ù�� ú ù øHû ý ü � ú ÿ ø
(Ui)i ∈

N
��ø�û ý�¹��Zù�� ø ¿

Ui+1 = Ui −
E(Ui)

∇E(Ui)
¯7@<���AE�µ

¨ � ø ÿpý û ��õ O8¼ ö ��ÿ ú�û�úRü[ø þ@ÿp� ø ÿ�ÿ ø ���»ÿ���� ��ø�� · � � ÿ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ � ����ù ûRø ù ø ��ý û ý�� ø���ø�ü&ú �Ãý�� ø�ü ¤&¥t¦
� ��ÿ����Zù%ý3¬��

Y X Y X�� XZY � ]����^\��)æ	�)æ��)æ`_�ä�æ�ã���æ��næ���à�����á�æ@ã��

¡ ����ù ��þ ø ���»ÿ���� ��ø ��ø ��ø�ü � ø þ@ÿ ø ��ø �8ù%ý �<úRø þ@ÿ�¢@����� � øpû�ø þ���� ûRø&û ý úRü[ü%ø ý�� ü[ü�úVü ��� ü ° ø þ@ÿ ø þ � ù ø ¢
û ý �<ú ù ø �«ÿ ú �Zþ ��ø���ø�ü � ø þ@ÿ øtø�ü ÿ ûRø �8ù%ý �<úRø þ@ÿ ��øpû ý½¹ �ZþY�»ÿ ú �ZþÁ£�� � ÿ ú � úRü%ø ùM¿

di = ∇E(Ui)
� ¨�ø � ý ü���ø

û ý ��ø�ü � ø þ@ÿ ø
κi
�#ø ��ÿ�°÷º»ÿ�ù ø ª�¬ ø ����©Zýâù ú ý�� ûRø ý��<¬x������ù ü ��ø�üHú ÿ��»ù%ýâÿ ú �Zþ ü �

Y X Y X�� X Þ � ]����^\��)æ	�)æ��Và�����áhæ�ã��`ä6\�ã���������]
�÷þ ú ÿ ú ý ûRø � ø þ@ÿ�¢ ûRø�ü ���»ÿ���� ��ø�ü ��ø �8ù%ý �<úRø þ@ÿx���ZþKH ��� ��� �Zþ@ÿ �»ÿ�� ú þ@ÿ�ù�� � � ú ÿ ø�ü � ����ù � ú þ ú � úRü%ø ù

��ø�ü ¹ �Zù�� ø�ü C �Vý � ù%ýâÿ ú C�� ø�ü �s�cþ ��ÿ ú�û�úRü ýâþ@ÿ ��þ � �»© ø»û � ���#ø � ø þ@ÿ û�ú � ú ÿ���£ û · �Zù � ù ø @<¢
E
�#ø ��ÿ�°÷º»ÿ�ù ø

���Zþ ü�ú � �»ù�� ø ����� � ø ��þ ø ý ��� ù���¬ ú �Ãýâÿ ú �Zþ � · ��þ ø ¹��Zù�� ø C �Vý � ù%ýâÿ ú C � ø �
� � ü ��� � ù ø�û · �DC �Výâÿ ú �Zþ @<��� � ýâùc� ø ÿ�ÿ ø ���»ÿ���� ��ø ù ø © úRø þ@ÿc£/���Zþ ü ÿ[ù�� ú ù ø ��þ ø½ü � ú ÿ ø

(Ui(x))i ∈ N
��ø�û ý�¹��Zù�� ø ¿

Ui+1 = Ui + κipi
¯7@<���8�¶µ

ý�© ø �
pi

��þ ø\ü � ú ÿ ø ��ø �<ú ù ø �»ÿ ú �Zþ ü � �Zþ@ÿ ûRø ��ý û ��� û�ø�ü ÿ � �»ÿ%ý ú�û�û � � ýâù û ý ü � ú ÿ ø � � �%�VýKC � ø�ú ÿ��»ù%ýâÿ ú �Zþ�¢
û ý �<ú ù ø �»ÿ ú �Zþ ��ø ù ø �%� ø ù[�%� ø

pi
ø�ü ÿ`��ý û ��� û � ø�ø þ�¹��ZþY�»ÿ ú �Zþ ��øÁû ý �<ú ù ø �»ÿ ú �Zþ � ù������ ��ø þ@ÿ ø

pi−1
¢ ûRø

�8ù%ý �<úRø þ@ÿ û �@��ý û ������ù%ýâþ@ÿ\þ��Zÿ�� ∇E(Ui)
¢ný�© ø �

p0 = ∇E(U0)
ø ÿ ��þ ü ��ý û ý ú ù ø

βi
� ¨�ø�ü �8ù%ý �<úRø þ@ÿ ü

ü �Y��� ø�ü[ü[ú ¹ üpü �Zþ@ÿ �Zù�ÿ������ �ZþVý��<¬ ø þ@ÿ�ù ø�ø �<¬ ø ÿcý��<¬ �<ú ù ø �»ÿ ú �Zþ ü � ù������ ��ø þ@ÿ ø�ü ¿ ∇E(Ui) · ∇E(Uj) =
0
¢∇E(Ui) · pj = 0

¢
i < j

�

pi = ∇E(Ui) + βi−1pi−1
¯7@<���A@�µ

¡ ����ù ûRø ��ý û ��� û ��ø
βi

�Zþ �#ø ��ÿ���ÿ ú�û�úRü[ø ù ��û � ü�úRø ��ù üÃø ¬ � ù ø»ü%ü�ú �Zþ ü ����� � ø�� ýâù ø ¬ ø � ��ûRø � ø»û�ûRø
� ù�� � � ü � ø � ýâù�� ûRø ÿ[�%� ø ù ø ÿ �pø�ø © ø�ü ¯

βFRi
µ������ ø»û�ûRø���ø ¡ � û ý � ø ÿ �Hú � úRø ù ø ¯

βPRi
µ«�

βFRi−1 =
∇TE(Ui)∇E(Ui)
∇TE(Ui−1)∇E(Ui−1)

, βPRi−1 =
∇TE(Ui)(∇E(Ui)−∇E(Ui−1))

∇TE(Ui−1)∇E(Ui−1)
¯7@<����¼�µ

épþ ø ¹ � úRü
pi
ø�ü ÿ ú ���8¢ ûRø � ý ü ��øsû ý ��ø�ü � ø þ@ÿ ø

κi
�#ø ��ÿ)º»ÿ�ù ø ��ý û ��� û � ü � ú ÿ � ýâù ��þ ø � ú þ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ ��ø

E(Ui+ βipi)
¯ � ýâù���þ ø���ø�ü � ø þ@ÿ ø ��ø �8ù%ý �<úRø þ@ÿ � ýâù ø ¬ ø � ��ûRø µ ü � ú ÿ � �dªVþ ú ��ø �Ãýâþ ú í»ù øMø � ��ú ù ú C�� ø �

¡ ����ù ��û � ü ��ø � �»ÿ%ý ú�ûRüpü ��ù û ý ���»ÿ���� ��ø ��ø �8ù%ý �<úRø þ@ÿc���ZþKH ��� �����Zþ �#ø ��ÿp���Zþ ü � û ÿ ø ù�õ Â8³ ö÷�Y¥�ýâþ ü ��þ
���Zþ@ÿ ø ¬<ÿ ø ù ø ��ý û ý�� ø � · ú �Ãý�� ø�ü ¤&¥M¦ � �xÿ����Zù%ý3¬
¢�� ø ÿ�ÿ ø ý ��� ù��@�%� ø � · � � ÿ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ ø�ü ÿ���ÿ ú�û�úRü � ø�� ýâù
��ýâþ ø ÿpý û ��õ ¼8³ ö÷�

¤ ����ÿ ø�ü � ø�ü ���»ÿ���� ��ø�ü ���Zþ@© ø ù�� ø þ@ÿp© ø ù ü ��þ�� ú þ ú � ��� ¯ � ý ü ¹��Zù[��� � ø þ�ÿ ûRø � ú þ ú � ��� � û ���Vý û µ
��ø&û · �»þ ø ù�� úRø � ¨�ø � � ü ý�©8ýâþ@ÿ%ý�� ø ��ø&û ý ���»ÿ���� ��ø ��ø ÿf¾ �#ø ¸ ø�
 ÿ��Zþ ø�ü ÿ ûRø ¹6ý ú ÿ�C���·a£��%�VýKC � ø&ú ÿ��»ù%ýâÿ ú �Zþ
�Zþ � � ú ÿ½��ý û ��� ûRø ù�ý�� ü%ü�ú�û ý(©8ý ûRø ��ù

E
ø þ ��û � ü ��ø,û ý(©8ý ûRø ��ù ��ø �8ù%ý �<úRø þ@ÿ ∇E � ¨�ø�ü ���»ÿ���� ��ø�ü���ø

�8ù%ý �<úRø þ@ÿt���ZþKH ��� �������Zþ@© ø ù�� ø þ@ÿ ��û � ü © ú ÿ ø © ø ù ü ��þ ø�ü � û ��ÿ ú �Zþ C�� ø½ûRø�ü ���»ÿ���� ��ø�ü���ø���ø�ü � ø þ@ÿ ø ��ø
�8ù%ý �<úRø þ@ÿ�õ ²Z³ ¢ Â8³ ö �Ãý úRü ��ø �Ãýâþ ��ø �Yþ ø�ü�� ýZ� ø ������� ú ù ø�ú � � �Zù�ÿ%ýâþ�ÿ�¯6£,�%�VýKC � ø � ý ü ��øMû · ú ÿ��»ù%ýâÿ ú �Zþ
∇E(Ui

ø ÿ ��ø ∇E(Ui−1)
ü �Zþ@ÿ�þ���� ø�ü[ü ý ú ù ø�ü µ«��¡ ����ù�þ��Zÿ�ù ø/ú � ��û ��� ø þ@ÿ%ýâÿ ú �Zþ�¢�þ���� ü ý�©��Zþ ü ��ÿ ú�û�úRü �

û ý ��ø�ü � ø þ@ÿ ø ��ø �8ù%ý �<úRø þ@ÿ��

°L¼
E�°



�����@��� � � �[� � �x	 �«� � ���<
 � � ���8� ����� � 
 � � ��� ��� � 
 �

� c�� � h��
	�m�� %' �k��djrs�� o � �!��q % spmps���o�
 k�h j��Bspj orq

¨ ý ������ýâþ ú C � ø	��ø�ü � ú�û�úRø �<¬ê���Zþ@ÿ ú þ � ü ý � ����ù ���9H ø ÿ û ý ��� � � û�úRü ýâÿ ú �Zþ �Ãýâÿ������Ãýâÿ ú C � ø	��ø�ü
���Zù �Yü �Ãýâÿ��»ù úRø»ûRü � �«¹��Zù��Ãý�� ûRø�ü ¯ ü � û�ú ��ø�ü ��� ��� ú ��ø�ü µ«� ¨�ø�ü ��� � í ûRø�ü ��ø � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ	� û ý ü ÿ ú C�� ø C � ú
ü · ú þ ü���ú ù ø þ@ÿ ��øÁû ý ������ýâþ ú C � ø���ø�ü � ú�û�úRø �<¬ ���Zþ@ÿ ú þ � ü(ü �Zþ@ÿ � úRø þê���Zþ�þ � ü
� ýâþ ü`û ý�© úRü�ú �Zþ ��� ú�ûRü
�Zþ@ÿ��»ÿ�� ��ÿ ú�û�úRü � ü � ����ù ûRø`ü � ú © úbø ÿ û ý ��� � � û�úRü ýâÿ ú �Zþ ��ø�ü�ü ��ù�¹­ýZ� ø�ü þ��ZþÕù ú � ú ��ø�ü ��BTù�� ú ÿÃõ ��¼ ö ø�ü ÿ ûRø
� ù ø � úRø ù�£ � ù�� � � ü%ø ù ��þ���� � í ûRø � û ý ü ÿ ú C � ø
��ø ù ø ��ý û ý�� ø � · ú �Ãý�� ø�ü � B&ý H�� ü ¾ ø ÿ�� �¶©8ýZ� ú �cõ Å ö �»ÿ ø þ ��ø þ@ÿ
� ø ÿ�ÿ ø ¹��Zù�� � û ýâÿ ú �ZþÁ£ ��þ(ù ø ��ý û ý�� ø � � û ÿ ú °­ù�� ü � û ��ÿ ú �Zþ���ìL��ù úRü ÿ ø þ ü[ø þ�õ @
E ö
ý � �����Zþ@ÿ�ù���C � ø � ����ù ��ø�ü
� �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ üTú � � �Zù�ÿ%ýâþ�ÿ ø�ü �Zþ �#ø ��ÿOý¶© � ú ù ��ø�ü �%�Výâþ�� ø � ø þ@ÿ ü�� ýâþ üLû ý½ÿ�� � � û ��� úRø���ø�üLú �Ãý�� ø�ü �	�Yü
ý��`��� ø ïÃ� úRø þ@ÿ ��ø�� �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ û�ú þ���ý ú ù ø � � û � ù � � � ü[ø � �ZþY����þ���� � í ûRø ��� ú ��ø ��ø ù ø ��ý û ý�� ø � · ú �Ãý�� ø
ø ÿ û ·aý ����û�ú C � ø ý��<¬ ú �Ãý�� ø�ü � � ¦ � �/� ø ù[© ø ý��<¬�� ¨�ø ��� � í ûRø���øTû ý ������ýâþ ú C � ø���ø�ü � ú�û�úRø �<¬,���Zþ@ÿ ú þ � ü
ø�ü ÿ � ���»ù ú ÿ � ýâù û ý,ù ø»û ýâÿ ú �Zþ C�� ú�ø ¬ úRü ÿ ø�ø þ@ÿ�ù ø Å,¹­ýZ�»ÿ ø ��ù ü ¯�© � ú ù&ª�� ��ù ø @<��� � ý�� ø ¼<� µM¿

� ? �O��@<���p�Ã¥ �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ � · ��þ�� û ��� ø þ�ÿ ��ø ©�� û ��� øMü ýâþ ü�� � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿc£ �ký��Y�%� ø�ø ÿHý�© ø � � � ��û ý3°
� ø � ø þ@ÿc£ � ù�� ú ÿ ø �

• ûRø �%�Vý�� � ��ø � � ��û ýZ� ø � ø þ�ÿ�°
U

ý�© ø � ûRø�ü ÿ�ù�� úRü ����� � � ü ýâþ@ÿ ø�üoü � ú ©Zýâþ�ÿ ûRø�ü ÿ�ù�� ú ¬ ý3¬ ø�ü
(U1, U2, U3)

�!¥�ýâþ ü,ûRø ��ý ü ��� ú�û þ�· ¾ ý � ý ü���ø � � ��û ýZ� ø � ø þ�ÿ�¢ ûRø �%�Vý�� �
U
ø�ü ÿ �	� ��þ ú °

C � ø � ø þ@ÿc£ û ý � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ��
• ûRø�ü ���Zþ@ÿ[ù%ý ú þ@ÿ ø�ü C � ú�ü · ø ¬ ø ù[� ø þ@ÿ ü ��ù ûRø»ü � ýâù�ÿ ú ��� ûRø�ü � � ø�ü ý��<¬Æ¹��Zù[� ø�üHø ¬<ÿ ø ù�þ ø�ü� �Zþ �<úRü ÿ ú þ�� � ø ��ø �<¬xÿf¾ �#ø�ü ��ø ���Zþ@ÿ�ù%ý ú þ@ÿ ø�ü ¿

�rþ��Zù��Ãý ûRø�ü ¯ � ýâù%ý û�û í ûRø�ü ý��<¬�ý3¬ ø�ü µs°
σii, i = 1..3� ��ø � úRü ý ú�û�ûRø � ø þ@ÿp°

σij , i 6= j, i, j = 1..3

• ûRø�ü ¹��Zù[� ø�ü C � ú�ü · ø ¬ ø ù[� ø þ@ÿ�¿ F : R3 7−→ R3
¢
F = [f1 f2 f3]

T ¢ Fi : R3 7−→ R
¢
i = 1..3

• ûRø�ü � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ücø ÿ ü ��ù�ÿ�����ÿ ûRø �8ù%ý �<úRø þ@ÿ � � � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿcþ��Zÿ�� eij = ∂Ui
∂xj�

eii
° û ·aý û�û �Zþ�� ø � ø þ@ÿ � ýâù ��þ ú ÿ�� ��øMû ýâù�� ø ��ù � ýâù%ý û�û í ûRø � ø þ�ÿt£ û ·aý3¬ ø

Oxi�
eij

°�ù��Zÿ%ýâÿ ú �Zþ\© ø ù ü
Oxi

� · ��þ � û ��� ø þ@ÿ û�ú þ���ý ú ù ø
� ýâù%ý û�û í ûRø £ û ·aý3¬ ø
Oxj

¯�ù �Zÿ%ýâÿ ú �Zþ ø ® ø �»ÿ���� ø
ý���ÿ�����ù ��ø

Oxk)¨�ø ÿ ø þ ü[ø ��ù �Yø ���Zþ@ÿ�ù%ý ú þ@ÿ ø�ücü ¾ ���»ÿ�ù ú C � ø�ü
σ
ø�ü ÿ � �Zþ�þ�� � ýâù û ý\¹ �Zù�� � ûRø½ü � ú ©8ýâþ@ÿ ø ¿

σ =



σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33




¨�ø ÿ ø þ ü[ø ��ù �Yø � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ
εij

ø�ü ÿ � �«ªYþ ú ÿp����� � ø�ü � ú ÿ�¿

°L¼<�M°



� �����#�­��� ������� �h��� ���÷� � �x� � ��� ���[� � ��� � � � � � �«�3�h� ��� � 	��f� � � �	�â� � ��
 � � � �����

εij =
1

2
(eij + eji +

∑

k

(ekiekj))

� ��� üÆû · ��¾ � �Zÿ��Yí ü[ø ��ø � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü�ø ÿÆù��Zÿ%ýâÿ ú �Zþ üÆú þ<ªYþ ú � ø þ�ÿ �#ø ÿ ú ÿ ø�ü ¢��Zþ �#ø ��ÿ(¹­ý ú ù ø ��þ ø
ý ��� ù���¬ ú �Ãýâÿ ú �Zþ û�ú þ���ý ú ù ø���ø�û ý�¹��Zù�� � ûRø � ú ° ��ø�ü[ü � ü ¿

εij =
1

2
(eij + eji)

¡ ����ù
��þ(���Zù �YüsúRü �Zÿ�ù�� �#ø ¯�C�� ú ý ûRø�ü �`º�� ø�ü � ù�� � ù ú �»ÿ�� ü
� ��¾ ü�ú C � ø�ü � ýâþ ü ÿ�����ÿ ø�üLûRø�ü �<ú ù ø �»ÿ ú �Zþ ü
ý���ÿ�����ù � · ��þ � � ú þ@ÿdµ��Zþ �<úRü�� � ü[ø ��ø�ü �DC �Výâÿ ú �Zþ ü ��ø½¨ ý����`õ �8� ös¿

σij = λδijεkk + 2µεij

δij
°bÿ ø þ ü[ø ��ù ��þ ú ÿ �Ã¯ ü ¾ � � � û�ø ��ø �Mù��Zþ ø ��� ø ùdµ

δij �

{
= 1 si i 6= j
= 0 si i = j

λ
ø ÿ
µ
ü �Zþ@ÿ �<ú ÿ ü ��� ø ïÃ� úRø þ@ÿ ü ��ø½¨ ý����

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν , µ =
E

2(1 + ν)

� ° ��� � � ûRø � û ý ü ÿ ú C � ø � · � ����þ��a�
ν
° ��� � � ûRø ��ø ù ú � ú �<ú ÿ������ ûRø ��� ø ïÃ� úRø þ@ÿ ��ø ¡ � úRü[ü �Zþ

¨�ø�ü ©Zýâù ú ýâÿ ú �Zþ üHü�� ýâÿ ú ý ûRø�ü ��ø�ü ���Zþ@ÿ�ù%ý ú þ@ÿ ø�ü � ýâþ ü �Yþ����Zù �YüHø ÿ ûRø�ü ýZ����� û �»ù%ýâÿ ú �Zþ ü ��ø�ü � û ��� ø þ@ÿ ü
��ø © � û ��� ø � � ú © ø þ@ÿH©��»ù ú ª ø ù û · �DC��Výâÿ ú �Zþ�¹��Zþ � ý�� ø þ@ÿ%ý ûRø ¿

Fi = m
d2xi
dt2
−
∑

j

∂σij
∂xj

¯7@<���»Å@µ

� ° û ý �Ãý ü%ü[ø � �Ç���Zù �Yüpø þ�������© ø � ø þ@ÿ
¥Mýâþ üTûRø ��ý ü ��� ûRø ���Zù �YüOø�ü ÿ ø þ �DC�� ú�û�ú ��ù øtü ÿ%ýâÿ ú C�� ø ¯ � ý ü���ø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ�¢IH � ü ÿ øpû ý � �«¹��Zù��Ãý3°

ÿ ú �Zþ�µ û · �DC �Výâÿ ú �Zþ @<���»Å � ù ø þ �Áû ý�¹��Zù�� ø ¿

Fi = −
∑

j

∂σij
∂xj

¯7@<����³�µ

ç þ � �»© ø»û � ��� ýâþ@ÿ û ýc¹ �Zù�� � ûRø @<����³ ø þ,¹6ý úRü ýâþ@ÿ ú þ@ÿ ø ù�© ø þ ú ù ûRø �%�Vý�� �
��ø�� �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ
u
�Zþ �#ø ��ÿ

û · ���»ù ú ù ø�ü ��� ü&û ý\¹ �Zù�� ø ¿

F = −(λ+ µ)grad(div U)− µ ·∆U ¯7@<���AO�µ

� û�ø ¬ úRü ÿ ø ��ø�ü © ø ù ü�ú �Zþ üHü[ú � ��û�ú ª � ø�ü õ �8� ö ��ø � ø ÿ[ÿ ø ¹ �Zù�� � û ýâÿ ú �Zþ������ � ø � ýâù ø ¬ ø � ��ûRø ¿

• ûRø ��� � í ûRø�¨ ý ��û ýZ� ú ýâþ ¯ ��� � ø � ��ù%ýâþ ø µ«¢ ��� �Zþêþ���� û�ú � øÇûRø�ü(ø ® ø ÿ ü �»ù�� úRü � ü � � ý��êÿ ø ù�� ø
grad(div U)

¿
F = −∆U

• ûRø ��� � í ûRø � ú °­�Výâù����Zþ ú C�� ø ���x� ��û ýKC�� ø °�� ú þY� ø  Ã¿ F = −µ ·∆2U¨ ·aýâþVý û ��� úRøÃø þ�ÿ�ù ø/ûRø ù ø ��ý û ý�� ø þ��Zþ ù ú � ú �Yø`ø ÿ ûRø�ü ��� � í ûRø�ü C�� úsü · ú þ ü���ú ù ø þ@ÿ �Yø,û ý ������ýâþ ú C�� ø
��ø�ü � ú�û�úRø ��¬Á���Zþ@ÿ ú þ � ü �#ø ��ÿpº»ÿ�ù ø½ü ¾�þ@ÿ����»ÿ úRü � � ýâù ûRø ÿ%ý�� ûRø ý�� ü � ú ©Zýâþ@ÿ�¿
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¦ ç ì �t¸�� 
 é ç ¥ ç �x¦ � ¨ � ç é J ì&�t¸t¤$�e¸cé � �cç ì � ¨ � RMç ¥�� �n� � ¦	�!B ¨�ç
ì �Zù �Yü � �«¹��Zù��Ãý�� ûRø � �Ãý�� ø ��ø ù��«¹��»ù ø þY� ø��
ì �Zù �Yü � �«¹��Zù���� � �Ãý�� ø ���9H ø ÿ	�
ìL�Vý�� �	��ø�ü ¹��Zù[� ø�ü�
 �!þ ø ù�� úRø���ø½ü�ú � ú�û ýâù ú ÿ�� ���<úRü[ü[ú � ú�û ýZù ú ÿ��

E1ì �Zþ@ÿ[ù%ý ú þ@ÿ ø�ü
σ

�!þ ø ù�� úRø���ø ù���� � û ýâù úRü ýâÿ ú �Zþ
E2��C��Výâÿ ú �Zþ @<���»Å ��ø�û · �DC�� ú�û�ú ��ù ø�ü ÿ%ýâÿ ú C � ø ì ��� � ù���� úRücø þ@ÿ�ù ø½ûRø»ü ��ø �<¬ ø þ ø ù�� úRø�ü

E1
ø ÿ
E2ìL�Vý�� �Yü ��ø � � �Yû ýZ� ø � ø þ�ÿcé ìL�Vý�� �Yü ��ø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ,¯ ��� � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ�µHé

ìL��ù úRü ÿ ø þ ü%ø þ�õ @
E ö
ý � ù�� � � ü � ��þ���� � í ûRø ��ø ù ø ��ý û ý�� ø � �«¹ �Zù��Ãý�� ûRø ��� ú ��ø ý3ªVþ � ·Àý ��� �Zù�ÿ ø ù
��þ ø
ü � û ��ÿ ú �ZþÆý�� � ù���� û í�� ø � · ø�ü ÿ ú �Ãýâÿ ú �Zþ ��ø � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ üLû ýâù�� ø�ü ��� � û�úRø � ��ø ù���� � û ýâù úRü[ø ù ûRø �%�Vý�� �Vü
��ø
� �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ�¢ �Zþ ù���� � û ýâù úRü[ø(ûRø �%�Vý�� � © ú ÿ ø�ü[ü[ø

V
¢
V = du

dt

� ç þ ü[ú � ��û�ú ª#ýâþ@ÿ û ý������ ��ûRø ¬ ú ÿ��
� � ������© ø � ø þ@ÿ ��� ú ��ø�ø ÿ��Zþ ú �8þ��Zù%ýâþ@ÿ û ý � ù ø�ü[ü�ú �Zþ ø ¬ ø ù[��� ø � ýâþ üOûRø ��� ú ��ø ¢��Zþ�����ÿ ú�ø þ�ÿ û ý �`º�� ø
�DC��Výâÿ ú �Zþ @<����³ � ý�� ø ¼
@ ý�© ø � ûRø �%�Vý�� ����ø ��ø � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �ZþÇù ø � ��û ýZ��� � ýâù ûRø �%�Vý�� ����ø © ú ÿ ø�ü%ü[ø �

F = −(λ+ µ)grad(div V )− µ ·∆V ¯7@<���¶²8µ

� c
� � mpo 
 h�� �Bs ��o!� ��� �! % hdjlq

)�ÉRÖbÉ÷È �MÐ ��� Í5�sÎl4�� � Ñ
¨�ø ���<¬�� � ÿ ú C � øLø�ü ÿ ��þ ø � û ý ü[ü[ø
��ø ���»ÿ���� ��ø�ü C � ú@ø�ü ÿ ú � ø ��þ��%��ý�� � ��ø
� �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ��ø þ ü[ø � � û

ø�ü ÿ ü ��ù�ÿ�����ÿ ��ÿ ú�û�úRü � � ýâþ ü ��ø�ü!ü �DC � ø þY� ø�ü � · ú �Ãý�� ø�ü © ú � ��� � ����ù ø�ü ÿ ú � ø ù ��ø�ü ¹­ý ú � ûRø�ü � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü �
¥Mýâþ ü � ø ÿ�ÿ ø � ýâù�ÿ úRø �Zþm©Zý ü[ø ù�� � � ú ù ø £
��þ ø ��ø�ü �»ù ú � ÿ ú �Zþ ü �Y��� ú þY�»ÿ ø ��ø�û ·aý ��� ù��@�%� ø �<ú ® �»ù ø þ@ÿ úRø»û�û�ø
� � ���<¬ � � ÿ ú C � ø ý3ªYþ � · ú þ@ÿ�ù�� � � ú ù ø�ø þ ü � ú ÿ øÆû ·aý û � �Zù ú ÿ���� ø���ø � � �����Zþ ü   � ù�� � � ü � � ýâù/¤O� ú ù ú �Zþ��
¥ ø�ü �»ÿ�� ��ø�üMø ¬��Vý�� ü ÿ ú © ø�üMü ��ù ûRø�ü��<ú ® �»ù ø þ@ÿ ø�ü ÿ ø �%��þ ú C � ø�ü ¯ �<ú ® �»ù ø þ@ÿ úRø»û�ûRø�ü ¢�¹�ù��DC � ø þ@ÿ úRø»û�ûRø»ü ¢ �Vý ü � ø�ü
ü ��ù û ý����Zù�ù�� û ýâÿ ú �Zþ�µ � ·aý û � �Zù ú ÿ���� ø�ü ��ø ���<¬ � � ÿ ú C � ø ý ú þ ü�ú C�� øÃü ��ù ûRø ��ù ü ����� ��ûRø ¬ ú ÿ�� ü �#ø ��© ø þ@ÿ
º»ÿ�ù ø ÿ�ù�����© � ü � ýâþ ü BOýâù�ù��Zþ§õ O ¢ Â ö �����cù � úRü�N�ø ÿcì û ýâù�¾ ü[ü[ø õ ²ZÄ ö÷�

S �Zù�þ ø ÿ ���%� ��þY���§õ ÅkÂ ö �Zþ@ÿ ú þ@ÿ�ù�� � � ú ÿ û ý`þ��Zÿ ú �Zþ ��ø ���<¬�� � ÿ ú C � ø � ýâþ ücûRø ��ý � ù ø ��ø � úRü[ø�ø þ
���Zù�ù ø�ü�� �Zþ � ýâþY� ø � · ú �Ãý�� øtø þ ûRø � �«ªYþ úRü%ü ýâþ@ÿT����� � ø �»ÿ%ýâþ@ÿ
��þÆ�%�Vý�� � ��ø © ú ÿ ø�ü%ü[ø C�� ú ÿ�ù%ýâþ ü ¹��Zù�� ø
��þ øÃú �Ãý�� ø � ýâþ ü ��þ ø ý���ÿ�ù ø ý�� ü%ø»ú þ � · ��þ øÆü �DC�� ø þY� ø � · ú �Ãý�� ø�ü � ¨ · ��¾ � �Zÿ��Yí ü[ø ¹6ý ú ÿ ø(ø�ü ÿ C ��· ��þ
�`º�� ø � � ú þ@ÿ � ��¾ ü�ú C � ø þ ø �%�Výâþ�� ø � ý ü � · ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ���ý��Æ������ù ü � �Æÿ ø � �Yü ¢ ûRø � � ú þ@ÿ
�kýâù ��øcû ý �`º�� ø
ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ�� � · ��þ ø½ú �Ãý�� ø £ û ·aý���ÿ�ù ø ¿

dI(x)

dt
= 0,

ý�© ø �
I(x)

ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ�� � ��©���¬ ø»û
x
��ø�û · ú �Ãý�� ø �d�

ç þ ü � ��� � ü ýâþ@ÿ C � øÁûRø�ü`ú þ@ÿ ø þ ü[ú ÿ�� ü ��ø�ü�� � ú þ@ÿ ü þ ø �%�Výâþ�� ø þ@ÿ � ý üÃø þ ¹ �ZþV�«ÿ ú �Zþ ��øÁûRø ��ù � �«°
��û ýZ� ø � ø þ@ÿ ü ¢
þ���� ü � ����© �Zþ ü � � � � ú ù ø,ûRø�ü � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ ü � · ���9H ø ÿ ü £ � ýâù�ÿ ú ù ��ø�ü ©8ýâù ú ýâÿ ú �Zþ ü ��ø\û ý
�<úRü ÿ�ù ú ����ÿ ú �Zþ ü�� ýâÿ ú ý ûRø���ø�üTú þ�ÿ ø þ ü�ú ÿ�� üOø þ@ÿ�ù øcûRø�üLú �Ãý�� ø�ü £�ù ø ��ý ûRø ù�� ç þ � �«ªYþ ú�ü%ü ýâþ@ÿ

I(x, t)
����� � ø

û · ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ��tý�� � � ú þ@ÿ
x = (x, y, z)

£ û · ú þ ü ÿ%ýâþ@ÿ
t
¢ ûRø �`º�� ø � � ú þ@ÿOý���ù%ý�£ û · ú þ ü ÿdýâþ@ÿ

t+ δt
û ý �`º�� ø

ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ��8���cþ�þ��Zÿ ø ý�© ø �
δx = (δx, δy, δz)

ûRø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿp¹6ý ú � ûRø ý���ÿ�����ù � � � � ú þ@ÿ
x
�

I(x, y, z, t) = I(x+ δx, y + δy, z + δz, t+ δt)

� ��� üsû · �@¾ � �Zÿ��Yí ü[ø ��øHû ý �<ú ® �»ù ø þ@ÿ ú ý�� ú�û�ú ÿ�� ü�� ýâÿ ú �â°­ÿ ø � � �Zù ø»û�ûÝø���øHû · ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ�� û ��� ú þ ø � ü%ø ¢�ý � ù[í ü
��þ � �»© ø»û � ���#ø � ø þ@ÿ ø þ ü �»ù úRø ¤)ý�¾ û �Zù û�ú � ú ÿ��\£ û · �Zù � ù ø � ��ø

I(x + δx, y + δy, z + δz, t + δt)
�Zþ

����ÿ úRø þ@ÿ�¿

∂I(x, t)

∂x
· δx+ ∂I(x, t)

∂y
· δy + ∂I(x, t)

∂z
· δz + ∂I(x, t)

∂t
· δt = 0 ¯7@<����Â�µ
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� � ��� ��� � � � ����� ������� ��� �����8�	��� � � � � ����� ��� � � � � � ����
 � � � � � �

¨ ý � ù ø � ú í»ù ø �DC �Výâÿ ú �Zþ ��ø ���Zþ@ÿ�ù%ý ú þ@ÿ ø � � ���<¬�� � ÿ ú C � ø�ø�ü ÿ ����ÿ ø þ � ø�ø þ �<ú © úRü ýâþ@ÿ û · �DC �Výâÿ ú �Zþ
� ú ° ��ø�ü[ü � ü�� ýâù

δt
¿

ξc(x) = Ix · u1 + Iy · u2 + Iz · u3 + It , ξc(x) = 0
¯7@<����Ä�µ

ý�© ø �`¿

• Ix =
∂I
∂x

¢
Iy =

∂I
∂y

¢
Iz =

∂I
∂z

����� � � ü ýâþ@ÿ ø�ü � ���8ù%ý �<úRø þ@ÿ ü�� ýâÿ ú ý û ��ø�û · ú �Ãý�� ø �d¢ ∇I
• It =

∂I
∂t

¢ �8ù%ý �<úRø þ@ÿpÿ ø � � �Zù ø»û ��ø�û · ú þ�ÿ ø þ ü�ú ÿ��

• �cþxþ��Zÿ ø ý�© ø � u1(x) = δx
δt

¢
u2(x) =

δy
δt

¢
u3(x) =

δz
δt

ûRø�ü ����� � � ü ýâþ@ÿ ø�üpü � ú ©8ýâþ@ÿ ø�üOûRø�ü ÿ�ù�� úRü
ý3¬ ø�ü ��ø�û ý\© ú ÿ ø�ü[ü[ø ��ø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ ü � ��©���¬ ø»û

x
�

� ú �Zþ ü[ø ��û ýZ� ø�� ýâþ ü/ûRø ��ý ü � · ��þ�ù ø ��ý û ý�� ø���ø�ü���ø �<¬ ú �Ãý�� ø�ü �Zþ �#ø ��ÿ � ø ÿ�ÿ�ù ø
δt = 1

ø ÿ
� �ZþY� �ZþÁ��ý û ��� û ýâþ@ÿ ûRø�ü © ú ÿ ø�ü[ü[ø�ü ��ø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ �Zþ ����ÿ úRø þ@ÿ �<ú ù ø �»ÿ ø � ø þ@ÿ ûRø�ü�� � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ ü ��ø�ü
� � ú þ@ÿ ü �

¨ ý ��ø �<¬ ú í�� ø �@¾ � �Zÿ��Yí ü[ø � � ���<¬ � � ÿ ú C�� ø/ø�ü ÿ C�� ø,ûRø �%�Vý�� � ��ø © ú ÿ ø�ü[ü%ø ©Zýâù úRø ��ø �Ãýâþ ú í«ù ø
û�úRü[ü[ø�� ýâù�ÿ�����ÿ � ýâþ ü!û · ú �Ãý�� ø �k¥ �ZþY�8¢ ��þ ø ��ø �<¬ ú í�� ø ���Zþ�ÿ�ù%ý ú þ@ÿ øpø�ü ÿ ú þ@ÿ�ù�� � � ú ÿ ø ý3ªYþ ��ø ù ø�ü ÿ�ù ø»ú þ � ù ø
ûRø ��ø �8ù�� ��ø �%�Výâþ�� ø � ø þ@ÿ ø þ@ÿ�ù øTûRø�ü ��ú ¬ ø»ûRü © � úRü�ú þ ü ¯ �DC��Výâÿ ú �Zþ @<�G@
E µL¿3�8· ø�ü ÿ û ýc���Zþ@ÿ�ù%ý ú þ@ÿ ø���øLû�úRü%ü ý�� ø
� � ���<¬�� � ÿ ú C�� ø �

ξ2s (x) =
3∑

i=1

(
∂ui(x)

∂x

)2
+

(
∂ui(x)

∂y

)2
+

(
∂ui(x)

∂z

)2 ¯7@<�G@
E�µ

¨�ø�ü ÿ ø ù�� ø�ü���øtû ý½¹ �Zù�� ø ∂u
∂x

ù ø�� ù�� ü[ø þ@ÿ ø þ@ÿ ûRø�ü ����� � � ü ýâþ�ÿ ø�ü�� � �8ù%ý �<úRø þ@ÿ ü�� ýâÿ ú ý û � �x© ø �»ÿ ø ��ù
��ø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ��

�pø ��ý ûRø ù ��ø �<¬ ú �Ãý�� ø�ü�� ýâù û ý ���»ÿ���� ��ø ��ø ���<¬ � � ÿ ú C � ø ù ø © úRø þ@ÿc£ ø�ü ÿ ú � ø ù ø þ��%�VýKC � ø � � ú þ@ÿ
��ø�û · ú �Ãý�� ø

δx
C�� ú � ú þ ú � úRü%ø�û · �DC �Výâÿ ú �Zþ @<�G@<� ¿

E =
∑

x∈Ω

(ξ2c (x) + α · ξ2s (x)), α > 0
¯7@<�G@<�¶µ

α
ø�ü ÿ���þÇ��� ø ïÃ� úRø þ@ÿ ��ø � �Zþ � �»ù%ýâÿ ú �Zþ ø þ@ÿ�ù ø�ûRø�ü ��ø �<¬xÿ ø ù�� ø�ü ¯

ξc
ø ÿ
ξs
µ«�

�pþxù ø �ÃýâùQC � ø C�� øcû · ø ¬ � ù ø�ü[ü�ú �Zþ ��ø
ξ2c
ø�ü ÿ ø þ(¹­ý ú ÿ ��þ ø ý ��� ù���¬ ú �Ãýâÿ ú �ZþÇý�� � ù ø � úRø ù �Zù � ù ø � �

�»ù ú ÿ[í»ù ø���ø�ü�ú � ú�û ýâù ú ÿ�� ��ìT¥ � �«ªYþ ú £ û ý � ý�� ø @�² �

)�ÉÝÖbÉ ) �HÑ�Ù���ÓoÑ�/ Í�ÚLÙ	�

¨�ø�ü ¹��Zù[� ø�ü ��ø ��ø ���Zþ ü � ù�� � � ü � ø�ü � ýâù,¤O� ú ù ú �Zþ õ �8�AO ö ü �Zþ@ÿ ��þ ø �»© � û ��ÿ ú �Zþ ��ø(û ý � ù ø � ú í»ù ø
���Zþ@ÿ�ù%ý ú þ@ÿ ø�� � ���<¬ � � ÿ ú C � ø ¯ �DC �Výâÿ ú �Zþ @<����Ä µ«� ¨ · ú � � øxø�ü ÿ ��ø �%� ø ù[�%� ø ù ø þ �%�VýKC�� ø © ��¬ ø»û

x
��ø

û · ú �Ãý�� ø
I
ü �ZþÇ���Zù�ù ø�ü�� �Zþ � ýâþ@ÿ

x+ U(x)
� ýâþ üHú �Ãý�� ø

J
� ýâþ üHûRø½ü[ø þ ü � ���8ù%ý �<úRø þ@ÿ ü�� ýâÿ ú ý û ��ø

Iø ÿ � · ��þ � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ � ù�� � �Zù�ÿ ú �Zþ�þ ø»û £ û ý �<ú ® �«ù ø þV� ø ��ø�üOú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ�� ü ��ø�ü���ø �<¬ � � ú þ@ÿ ü � ¨�ø ��ý û ��� û
��ø ¹ �Zù[� ø�ü`ø�ü ÿ � úRü £�H�����ùÃ£m�%�VýKC � ø �»ÿ%ý �#ø

i
� · �Yþ � ù��@� ø�ü%ü � ü/ú ÿ��»ù%ýâÿ ú ¹��Lì ø»û ý �#ø ù�� ø ÿ(ý�� ü%ü�ú ��ø

ù ø ÿ�ù�����© ø ù ��ø�ü �8ù%ýâþ ��ø�ü � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ üpø þ�ÿ�ù ø�ûRø�ü&ú �Ãý�� ø�ü �
ì ��� � ø � ýâþ üÁûRø ��ý ü�� � ���<¬ � � ÿ ú C�� ø ¢ ûRø�ü ¹��Zù[� ø�ü���ø ��ø ���Zþ ü�ü ·aý ��� � úRø þ@ÿ ü ��ù û ý �`º�� ø

�@¾ � �Zÿ��Yí ü[ø���ø ���Zþ ü[ø ù�©Zýâÿ ú �Zþ � · ú þ@ÿ ø þ ü�ú ÿ��8� ¨ ý � ù ø � ú í»ù ø ���Zþ�ÿ�ù%ý ú þ@ÿ ø���ø ���<¬ � � ÿ ú C � ø��#ø ��ÿ�°÷º»ÿ�ù ø
���»ù ú ÿ ø½ø þÇ�%�VýKC � ø © ��¬ ø»û�ü ��� ü&û ý\¹ �Zù�� ø ¿

∇I(x)u(x) = −dI(x)
dt

¯7@<�G@
@�µ

� ��� ücû · �@¾ � �Zÿ��Yí ü[ø ��ø � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü ¹­ý ú � ûRø�ütø þ@ÿ�ù ø�û · ú �Ãý�� ø ��ø ù��«¹ �»ù ø þY� ø
I
ø ÿ û · ú �Ãý�� ø

J
¢ �Zþ

�#ø ��ÿ(¹6ý ú ù øÇû ·aý ��� ù���¬ ú �Ãýâÿ ú �Zþ
dI(x)/dt = I(x) − J(x + U(x)

�L¥ �ZþY� ûRø ¹��Zù�� � ûRø @<�G@
@ �#ø ��ÿ

°L¼âÅ,°
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 � � � ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� � � � ��� �����

ü · ���»ù ú ù ø½ü ��� ü&û ý\¹ �Zù�� ø ¿

u(x) =
I(x)− J(x+ U(x))

‖ ∇I(x) ‖2 ∇I(x) ¯7@<�G@8¼�µ

¡�ýâù����Zþ@ÿ�ù øLû ý&¹ �Zù�� � ûRø @<�G@8¼ ø�ü ÿ ú þ ü ÿ%ý�� ûRø
� ����ù ��ø ¹­ý ú � ûRø�ü �8ù%ý �<úRø þ@ÿ ü�ø ÿ � �ZþY� ø»û�ûRøLø�ü ÿnù��»þ��Zù��Ãý3°
û�úRü � ø � ¨ ý�¹ �Zù�� � û ýâÿ ú �Zþ ��ø�ü ¹ �Zù%� ø�ü � �����Zþ ü
� ù�� � � ü � � ýâùT¤O� ú ù ú �Zþ�õ �8�AO ö ø»ü ÿ � �Zþ�þ�� ø � ýâù û · �DC �Výâÿ ú �Zþ
@<�G@âÅ ¿

u(x) =
I(x)− J(x+ U(x))

‖ ∇I(x) ‖2 +(I(x)− J(x+ U(x)))2
∇I(x) ¯7@<�G@âÅ@µ

¨ ým¹ �Zù�� � ûRø � ú ° ��ø�ü[ü � ü��#ø ù�� ø ÿ � · ����ÿ ø þ ú ù ��ø�ü © ø �»ÿ ø ��ù ü
��ø þ��Zù�� ø � �Zù�þ�� ø�� ýâùÇ� � @ ¯�� ø ÿ�ÿ ø
©Zý ûRø ��ù � ýâþ ü þ��Zÿ�ù ø ��ý ü ���Zù[ù ø�ü�� �Zþ � £ û ý\ÿ%ý ú�û�ûRø�� · ��þ ��ø � ú ©���¬ ø»û µT��ýâù�¿

[(I − J)− ‖∇I‖]2 ≥ 0
� · ��� ¿

1

2

∇I
‖∇I‖ ≥

(I − J)

(I − J)2 + ‖∇I‖2
· ∇I

¥�ýâþ üÃûRø�ü ���»ÿ���� ��ø�ü ��ø ù ø ��ý û ý�� ø � �«¹��Zù��Ãý�� ûRøÇú � ��û ��� ø þ@ÿ�� ø�ü ¢Lþ���� ü ý�© �Zþ ü ��ÿ ú�û�úRü ������� � ø
����� � ø �»ù ú ÿ[í»ù ø
��ø/ü�ú � ú�û ýâù ú ÿ�� û ý(¹��Zù�� � û ýâÿ ú �Zþ � ù�� � � ü � ø � ýâù\ìOýZ�%� úRø ù ø ÿ�ý û �bõ �AO ¢ Â8¼ öt¯ �DC��Výâÿ ú �Zþ
@<�G@8³ µHý ü[ü �@� ú ��£ �<ú ® �»ù ø þ@ÿ ø�ü �»þ ø ù�� úRø»ü���ø ù���� � û ýâù úRü ýâÿ ú �Zþ���ì ø ÿ�ÿ ø ¹��Zù�� � û ýâÿ ú �Zþ �#ø ù�� ø ÿ � ·aý�©�� ú ù ��þ
ý û � �Zù ú ÿ���� ø���ø ù ø ��ý û ý�� ø ù%ý ��ú ��ø ��� ûRüMú þ@ÿ�ù�� � � úRü[ø þ@ÿ ûRø � ýâù%ý��`í»ÿ�ù ø

α
¯
α > 0

µtý3ªYþ ��ø �#ø ù�� ø ÿ�ÿ�ù ø
� ·aý�© � ú ù ��ø�ü � �Zù�þ ø�ü ©8ýâù ú ý�� ûRø�ü � ����ù ûRø�ü
� � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ ø�ü ÿ ú ��� ü £ ��ø�üLø þ � ù�� ú ÿ ü ��ø ¹­ý ú � û�ø �8ù%ý �<úRø þ@ÿ��

ui(x) =
I(x)− J(x+ Ui−1(x))

‖ ∇I(x) ‖2 +α2(I(x)− J(x+ Ui−1(x)))2
∇I(x) ¯7@<�G@8³�µ

¥�ýâþ übû ý û�ú ÿ�ÿ �«ùdýâÿ���ù ø ¢ û ·aý û � �Zù ú ÿ���� ø ��ø � �����Zþ ü
� � ü�ú �8þ øHû ·aý û � �Zù ú ÿ���� øcú ÿ��»ù%ýâÿ ú ¹ ��ø � úRü[øHø þ(���Zù�°
ù ø�ü�� �Zþ � ýâþY� ø þ��Zþ(ù ú � ú ��ø�� · ú �Ãý�� ø�ü ��ÿ ú�û�úRü ýâþ@ÿ û�ø�ü ¹ �Zù[� ø�ü ��ø � �����Zþ ü ����� � ø �»ù ú ÿ[í»ù ø���øcü�ú � ú�û ýâù ú ÿ��
ø ÿ ûRø ª û ÿ�ù ø �ký�� ü[ü�úRø þ � ����ù ûRø(û�úRü[ü ý�� ø ��ø �%�Vý�� �Yü ��ø � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ��bìOýZ�%� ú�ø ù ø ÿ/ý û ��õ �AO ¢ Â8¼ ö � �«°
���Zþ@ÿ�ù ø þ@ÿ�C � øpû ·aý û � �Zù ú ÿ���� ø ��ø�� �����Zþ ü&ø�ü ÿ � ù��@�%� ø�� · ��þ ø ��ø�ü � ø þ@ÿ ø ��ø �8ù%ý �<úRø þ@ÿH£ û · �Zù � ù ø ��ø �<¬
� · ��þ��»ù ú ÿ[í»ù ø ��ìT¥,� ¨ ý ü[ø �»ÿ ú �Zþ @<�5²��a¼ � ���»ù ú ÿ û�ø�ü/ü �%�����Ãý ü�� · ú � ��û ��� ø þ@ÿ%ýâÿ ú �8þ ��ø�ü ý û � �Zù ú ÿ���� ø�ü
��ÿ ú�û�úRü � ü
� ����ù ûRø ù ø ��ý û ý�� ø�� �«¹��Zù��Ãý�� ûRø ��ÿ ú�û�ú�ü ýâþ@ÿ ûRø�ü ¹ �Zù[� ø�ü ��ø � �����Zþ üOø ÿ ��ú ® �»ù ø þ@ÿ ø�ü �»þ ø ù�� úRø�ü���ø
ù���� � û ýâù úRü ýâÿ ú �Zþ��

� c�� � �dmps��!� �Bsph j �!��q �  #" h$�&%'� �BsFhdjlq

ç þ,ý�� ü[ø þY� ø ��ø ù��«¹��»ù ø þY� ø ý�� ü � û � ø ¯�� � � û � ° ü ÿ%ýâþ � ýâù � ��µ«¢ û ýH©Zý û�ú � ýâÿ ú �Zþ � ��ù ø ��ý û ý�� ø � �«¹��Zù��Ãý�� ûRø
ø�ü ÿ ��þ ø ÿMLZ�%� ø �<ú ïÃ� ú�ûRøpø ÿ � � û�ú ��ýâÿ ø �-� ûYø ¬ úRü ÿ ø C�� ø»û C � ø�ü ý ��� ù��@�%� ø�ü õ ³
@ ö÷¢8þ��Zÿ%ý�� � ø þ@ÿ û ý � �«ªYþ ú ÿ ú �Zþ
� �	� ��ù��Zþ N�øxü ÿ%ýâþ � ýâù � �m¯ �Vý ü � ü ��ù û ·aýâþVý û ¾ ü[ø � · ��þ ø ¬ �#ø ù�ÿ«µ«¢ û · ��ÿ ú�û�úRü ýâÿ ú �Zþ ��ø�ü � �Zþ�þ�� ø�ü,ü ¾@þ@ÿ����«°
ÿ ú C�� ø�ü ¢ ��ø�ü ¹­ýâþ@ÿ�
�� ø�ü ¢ ��ø�ü/ú þ<¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü ù�� ø»û�û�ø�ü ¯ � � ú þ@ÿ ü
��ø ���Zþ@ÿ�ù�
 ûRø �%��� úRü�úRü � ýâù ��þ ø ¬ �#ø ù�ÿ�¢
���Zþ@ÿ�����ù ü ��ø�ü �Zù��kýâþ ø�üpø ÿ ��øMû ý,ÿ���� ø ��ù�¢ ø ÿ[�8�5µ«�

¨ ý ü�ú � � û ýâÿ ú �Zþ ýâù�ÿ ú ªV� úRø»û�ûRø	��ø�� �Zþ�þ�� ø�ü ���Zþ ü�úRü ÿ ø £ � �»þ��»ù ø ù ��ø�ü �%�Vý�� �Yü ��ø�� �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü
���Zþ�þ � ü �Vì ø�ü �%�Vý�� �YüHü ¾@þ�ÿ����»ÿ ú C�� ø�ü&ü[ø ù��Zþ�ÿ û ý�ù��«¹��»ù ø þY� ø � ����ù û · �«©8ý û �Výâÿ ú �Zþ ��ø�ü �%�Vý�� �YüHø�ü ÿ ú ��� ü
� ýâùbù ø ��ý û ý�� ø � �«¹��Zù��Ãý�� ûRø � ¨ ·aý û � �Zù ú ÿ���� ø ��ø ù ø ��ý û ý�� ø � �«¹ �Zù��Ãý�� ûRøcø�ü ÿLý ����û�ú C���� ø þ@ÿ�ù øHûRø�übú �Ãý�� ø�ü
��ø ù��«¹��»ù ø þY� ø�ø ÿ ûRø�üÆú �Ãý�� ø�ü ����ÿ ø þ � ø�ü � ýâù � �d¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ý�© ø � ûRø�ü �%�Vý�� �Yü � �»þ��»ù�� ü � ç þ ü � ú ÿ ø ¢
�Zþo����� � ýâù ø/ûRø�ü �%�Vý�� �Yü ��ø � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ��ý û ��� û � ü � ýâù�ù ø ��ý û ý�� ø � �«¹��Zù��Ãý�� ûRø ý�© ø � ûRø�ü �%�Vý�� �Vü
ü ¾@þ�ÿ����»ÿ ú C�� ø�ü �

� �KH ����ù � · � � úbú�û þ�· ¾mý � ý ü½ø þY���Zù ø���ø ¹­ýâþ@ÿ�
�� ø ��ý � ý�� ûRø���ø ù ø�� ù�� � � ú ù ø ��þ ������© ø � ø þ@ÿ��»¾@°
� û�ú C�� øxø ÿ`ý û ��ýâÿ�� ú ù ø ý�� ü[ü[ú ����� ��ûRø ¬ ø C�� ø � ø»û � ú���ø(û ýÇù ø�ü���ú ù%ýâÿ ú �Zþ��!¥ ø�ü � ù ø � úRø ù ø�ü © ø ù ü�ú �Zþ ü ��ø

°L¼8³\°
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� � ��� ��� � � � ����� ������� ��� �����8�	��� � � � � ����� ��� � � � � � ����
 � � � � � �

¹­ýâþ@ÿ�
�� ø�ü �Zþ@ÿ��»ÿ�� � �»© ø»û � ��� � ø�ü � ç þ ��û � ü���ø ù ø�� ù�� � � ú ù øÁûRø ������© ø � ø þ@ÿ`ù ø�ü���ú ù%ýâÿ�� ú ù ø ¢ ûRø ¹­ýâþ<°
ÿ�
�� ø���ø ©�ù%ý ú ÿ�º»ÿ�ù ø ���Zþ ü ÿ�ù�� ú ÿ ø`ø þ �Ãýâÿ��»ù ú ý��<¬§ý�© ø � ��þ ø ù�� � �Zþ ü[ø`ü�ú � ú�û ý ú ù ø ý��Õÿ����Zù%ý3¬m� ���Ãý ú þ��
¨�ø ������© ø � ø þ@ÿ ú þ � � ú ÿ ��ø�ü ýâù�ÿ��«¹­ýZ�»ÿ ü � ýâþ ü�û ·aýZ�DC � úRü�ú ÿ ú �Zþ ü ��ýâþ�þ ø ùÃõ ��Â ö÷¢ � �ZþY�8¢ � ����ù����Zþ ü ÿ�ù�� ú ù ø
��þ(� � � û � ° ü ÿ%ýâþ � ýâù �   �Vý ü � ü ��ù���þ ø ¹­ýâþ@ÿ�
�� ø �Zþ ��ø ©�ù%ý ú ÿpý�� ü[ü�ú ����� ��û í»ÿ ø � ø þ@ÿ �Ãý��Rÿ�ù ú�ü%ø ù ûRø �����<°
© ø � ø þ@ÿ û �Zù ü ��ø�ü ýZ�DC�� úRü[ú ÿ ú �Zþ ü � · ú �Ãý�� ø�ü �

épþ ø ý���ÿ�ù øHü � û ��ÿ ú �Zþ ø�ü ÿ � · ��ÿ ú�û�úRü%ø ù ��ø�ü � � ú þ@ÿ ü ��ø ���Zþ@ÿ�ù�
 ûRø � �«ªYþ úRü � ýâù ��ø�ü ��� ��ø � ú þ ü
� ýâþ ü!ûRø�ü
ú �Ãý�� ø�ü ��ì ø»û ý �#ø ù�� ø ÿ ��ø ���Zþ�þVý��Rÿ�ù ø\ûRø � � ��û ýZ� ø � ø þ@ÿ ü ��ø � ø�ü�� � ú þ@ÿ ü � · ��þ ú þ ü ÿ%ýâþ@ÿ�£ û ·aý���ÿ�ù ø ��ø
û ý`ù ø�ü���ú ù%ýâÿ ú �Zþ��#¡�ýâùM���Zþ@ÿ�ù ø ¢ � ����ù���þÇ©�� û ��� ø ÿ����Zù%ýZ� ú C � ø C�� ú ���Zþ@ÿ úRø þ@ÿ ø þ�© ú ù��Zþ O3°e² � ú�û�ú �Zþ ü ��ø
©���¬ ø»ûRü ¢ �»©8ý û � ø ùOý�� �Ãý3¬ ú � ��� ��þ ø � ø þ@ÿ%ý ú þ ø���ø � � ú þ�ÿ ü þ�· ø�ü ÿ � ý üLü �<ï ü ýâþ@ÿ � ����ùT���ZþY� û ��ù øtü �Yù û ý
� ù���� úRü�ú �Zþ � �Áù ø ��ý û ý�� ø ���I� ø»û ý ü ·aý H�����ÿ ø ý�� ü[ü�ú�û ý�©8ýâù ú ý�� ú�û�ú ÿ�� ø þ@ÿ�ù ø�û�ø�üHø ¬ �#ø ù�ÿ ü ¿ ��ø �<¬ ��� ��ø � ú þ ü
þ ø � � ü�ú �8þ ø þ@ÿ � ý ü ¹��Zù[����� ø þ�ÿ ø ¬YýZ�»ÿ ø � ø þ@ÿ ûRø�ü �`º�� ø�ü ���Zù�ù ø�ü�� �Zþ � ýâþY� ø�ü ��ø�ü�� � ú þ@ÿ ü �

�pþ �#ø ��ÿ\ý�� ü[ü�ú ��ÿ ú�û�úRü[ø ù ��ø�ü � � �»ù%ýâÿ ø ��ù ü C � ú �»©8ý û � ø þ@ÿ û ýÁ���Z���»ù ø þY� ø
��ø�ü �%�Vý�� �Yü���ø�� �«¹ �Zù�°
�Ãýâÿ ú �Zþ�� ¨�ø�ü ©8ý ûRø �Yù ü þ����kýâÿ ú © ø�ü � � H�ýZ����� úRø þ ��øÁû ým¹ �ZþV�«ÿ ú �Zþ ��ø�� �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ õ Ä
E ö ú þ �<ú C � ø þ@ÿ
ûRø�ü � � ú þ@ÿ ü ��� û �@��ý ûRø � ø þ@ÿ û ý�ÿ�ù%ýâþ ü ¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ø�ü ÿ�þ��Zþ<° ú þ@© ø ù ü�ú � ûRø ��¡ ø þ�þ ø � ø ÿ,ý û �Tõ ÂâÅ ö � ù�� � � ü[ø
� · �»ÿ�� �<úRø ù ûRø�ü �%�Vý�� �Yü ��ø�� �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ übø þ �»©Zý û �Výâþ@ÿ ûRø ��ù!���Zþ ü[úRü ÿ%ýâþY� ø ¿âÿ�ù%ýâþ ü�ú ÿ ú © ú ÿ�� ø ÿ ü ¾ ���»ÿ�ù úRø �

¡ ����ù�©8ý û�ú ��ø ù ûRø�ü �%�Vý�� �Yü���ø � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü ��ý û ��� û � ü þ���� ü ý�©��Zþ ü ��ÿ ú�û�úRü � ��ø�ü � �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü
ýâù�ÿ ú ªV� úRø»û�ûRø�ü ¢ ��ø�ü � � ú þ@ÿ ü ��ø ���Zþ@ÿ�ù�
 ûRø � �«ªYþ úRü � ýâù ��ø�ü ��� ��ø � ú þ übû�ø�ü ���Zþ@ÿ�����ù ü$R ¤ � ��øOû ýcÿ���� ø ��ù ü
¯ � ýâþ ü(ûRø ��ý � ù ø ��øÇû   �»ÿ�� ��ø ��ø ������© ø � ø þ@ÿ � ýâþ ü ��þ ø�ú �Ãý�� ø ¤&¥M¦ Å�¥½µ«�L¸���� ü ý�© �Zþ ü ý�� ü[ü�ú
ýâþVý û ¾ ü � ûRø�ü �%�Vý�� �Yü �Yø	� �«¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü ����ÿ ø þ � ü £ û ·aý ú ��ø ��ø C � ø»û C�� ø�ü � � �»ù%ýâÿ ø ��ù ü���ø �%�Vý�� �
¯ H[ýZ����� úRø þ�¢ ü ¾ ���»ÿ�ù úRø ¢<ÿ�ù%ýâþ ü[ú ÿ ú © ú ÿ��8¢ �<ú�û ýâÿ%ýâÿ ú �ZþÇ©�� û ��� ú C�� ø µ»¢�© � ú ù � ýâù ø ¬ ø � ��ûRø�ûRø�üHü%ø �«ÿ ú �Zþ ü ÅY�G@<�G@
� ý�� ø ²Z¼ ø ÿ ³<�G@<�G@<�G@ � ý�� ø Â8³ �

� cfe ����k��dm��������! #" h$�&%'�$(Mm���� ���"s %'������q � � ���lh$� � 
	�
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¥Mýâþ ü � ø ÿ�ÿ ø½ü%ø �»ÿ ú �ZþÁþ���� ü ý û�û �Zþ ü � ý ü[ü[ø ù ø þÁù ø © � ø C � ø»û C�� ø»ü �»ÿ�� ��ø�ü C � ú ¹��Zþ@ÿpý ���#ø»û ý��Áù ø ��ý3°
û ý�� ø�� �«¹��Zù��Ãý�� ûRø`ø þ@ÿ�ù ø���ø�ü½ú �Ãý�� ø»ü ¤&¥t¦ � �Õÿ����Zù%ý3¬ÕýZ�DC � úRü[ø�ü £ �<ú ® �»ù ø þ@ÿ ü½ú þ ü ÿ%ýâþ@ÿ ü�� �Õ�»¾<� ûRø
ù ø�ü���ú ù%ýâÿ�� ú ù ø � ¨�ø ��û � üLü ����© ø þ@ÿ¶¢ ûRø ù ø ��ý û ý�� ø � �«¹ �Zù��Ãý�� ûRøcø�ü ÿTý ����û�ú C���� ø þ@ÿ�ù ø ��ø�üsú �`ý�� ø�ü ýZ�DC � úRü[ø�ü
ø þ � û �@��ý�� ø ù ø�ü���ú ù%ýâÿ�� ú ù ø�ø þ ø ¬ ��ú ù%ýâÿ ú �Zþ ø ÿ ú þ ü���ú ù%ýâÿ ú �Zþ�¢ ø þ@ÿ�ù ø �<ú ® �»ù ø þ@ÿ ü&ú þ ü ÿ%ýâþ@ÿ ü�� · ��þ ø ýZ�DC�� ú�ü[ú °
ÿ ú �Zþ ü ¤&¥M¦ Å�¥,¢ ø þ@ÿ�ù ø ��ø�ü ýZ�DC�� úRü[ú ÿ ú �Zþ ü C � úVü[ø ù�© ø þ@ÿL£ ü � ú ©�ù ø&û · �»©�� û ��ÿ ú �Zþ � �Ãÿ�ù%ý ú ÿ ø � ø þ@ÿtõ O8Ä ö ���
� ����ù ��þ ø ����� � ýâù%ý úRü �Zþ ú þ�ÿ ø ù � ýâÿ úRø þ@ÿ ü ¯ � ýâù ø ¬ ø � ��ûRø � ����ù û ý/���Zþ ü ÿ�ù��Y�»ÿ ú �Zþ � · ��þ�ýâÿ û ý ü õ O<� ö�µ«�

¥Mýâþ ü/ûRø�ü ÿ�ù%ý�©Zý��<¬ ��ø õ ¼âÅ ¢ ¼8³ ¢ O<� ¢ Ä ¢ @âÅ ¢ �8��¼ ¢ O8Ä ö���þ �%�Vý�� � ��ø þ ü[ø���ø � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ø�ü ÿ
����ÿ ø þ � �Zþ � ù�� � ý�� ø ýâþ@ÿÆ£ û · ú þ@ÿ��»ù úRø ��ù ��ø�ü � �������Zþ ü ¢ ü � ú ©8ýâþ@ÿ ��þ ��� � í ûRø�� · ú þ@ÿ ø ù � � û ýâÿ ú �Zþ�¢ ��þ
�%�Vý�� � � � ýâù ü ���Zþ ü ÿ�ù�� ú ÿ�£ � ýâù�ÿ ú ù ��ø�ü � � ú þ@ÿ ü ��ø ���Zþ@ÿ�ù�
 ûRø �bõ ¼âÅ ¢ ¼8³ ¢ @âÅ ö ��ÿ ú�û�úRü[ø þ@ÿ ��ø�ü � � ú þ@ÿ ü ��ø
���Zþ@ÿ�ù�
 ûRø�ü � ûRø �»ÿ ú �Zþ�þ�� ü �Ãýâþ � ø»û�ûRø � ø þ@ÿ � ýâù ��ø�ü/ø ¬ �#ø ù�ÿ ü � �Výâþ ø ÿÃý û �Oõ ¼âÅ ¢ ¼8³ ö���ÿ ú�û�ú�ü%ø þ@ÿ ø þ ��û � ü
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$!VB�)#%,�*_/  "8]VB��&(')#% "��$b*�,^?7 "�)8��� "-% "9�#%,.?K&(')��VB?K&(')#%Z5>�,.( ��*%* � ��*1� + 
�� / VB�! �$!#% "��� �6 "����>@&(>�$!$)# $� ">�$N-%,
�� "? *�,0/D�� ">�$)')��&(')#% "�@*�,�Oc#���15 �2a$31�#54U,6$)'a*�V�����#�'M8 &(�a-0/ V6Z5> &(')#% "�6&

I ªB = min
(i,j,k)∈B

(Ix+i,y+j,z+k)

&�45,6�
I
#�?K&(9H,PLNGUO e"G �

B
-0/ VB-%VB?7,B��'N$)')�)>��B')>�� &(��'
,B'

(x, y, z), (i, j, k) ∈ Z3
-%,6$[#���*1#%�6,6$��!,6$)8],6�TC

')#�45,B?7,B��' *�,[-0/ #�?K&(9H,
,B' *�,[-0/ VB-%VB?7,B��' $)')�)>��B')>���&(��'�
%� -�$�/ &(9�#�' *�,
�6 "��4H "-�>�,B� -0/ #�?K&(9H,a&�4H,6�[-0/ VB-%VB?7,B��'
$)')�)>��B')>���&(��'87U
 � � ��� &"Z5>�,b45 ��,B- �5-2&��� ">�45,B-�-%,b4�&(-%,B>��
*�,M-0/ #���'!,B��$!#�'!VP,6$)'�-2&�4�&(-%,B>���?�#���#�?K&(-%,U*�,6$
4�&(-%,B>��!$ $!,a$)#�')> &(��'[<U-0/ #���'!VB�)#%,B>���*1>745 "-�>�?7,M$)')�)>��B')>���&(��'�
�� ,N�� "? ���!,M* / VB�! �$!#% "��$ Z�> /  "� &(8�8�-�#%Z�>�,
<.-0/ #�?K&(9H,^,6$)' ���1VP*�,P?K&(��#%AB�!,U,B?�8�#��)#%Z�>�,�
��b8��!A6$ �� "� 8��! ��6A6*�,^<.>��FVB')#%Z5>�,B'�&(9H,^,B� �6 "?�8] �$�&(��'!,
�6 "����,���,Pe"G ,B'[-%,6$�*�,B>��78�-�>�$[9���&(��*�,6$��6 "?�8] �$ &(��'!,6$� ��'�,T��>�$�$! "��'[-%,a8] ">�?7 "� *1�� "#�'
,B'[95&(>�����,�
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� ú �ZþÆ© ø ��ÿ&ý�� ü[ü�ú
ü[ø � � ø þ@ÿ ø ù û ý�ÿ�ù%ýZ�%��� ø ¢�ý û �Zù ü �ZþÁ�%��� úRü�ú ��þ � � ú þ�ÿ ��øtû ý�ÿ�ù%ýZ�%��� ø C � ú
ü[ø ù%ý����Zþ ü�ú °
� �»ù�������� � ø ��þ ø ÿ�ù�� úRü�ú í�� ø ����� � � ü ýâþ@ÿ ø � ����ù û · �»ÿ%ý �#ø�ü � ú ©8ýâþ@ÿ ø ¯ û ý �<ú�û ýâÿ%ýâÿ ú �Zþ�µ«�#¥Mýâþ üpû · ú �Ãý�� ø
@<� Å þ���� ü ý�©��Zþ üLú�û�û � ü ÿ�ù�� ûRø ù�� ü � û ÿ%ýâÿ � · ��þ ø �»ù�� ü�ú �Zþ ü ��ù
��þ øtú �Ãý�� ø @Z¥ � ú þVý ú ù ø ¢�ý�© ø � ��þ � û ��� ø þ@ÿ
ü ÿ�ù��Y�»ÿ���ù%ýâþ@ÿ
��ÿ ú�û�ú�ü ýâþ@ÿ ��þ`©�� úRü�ú þVý�� ø Â3°÷���Zþ�þ ø ¬ ú ÿ�� � ����ùL�%�VýKC � ø���ú ¬ ø»û ��¡ ����ù û ý½¼Z¥ �Zþ � ù��@��í ��ø ��ø
û ý �`º�� ø �Ãýâþ ú í»ù ø �ZþÇ���Zþ ü�ú � �»ù%ýâþ@ÿ ��þ�© � úRü[ú þVý�� ø @
O3°÷���ZþYþ ø ¬ ú ÿ�� � ����ùp�%�VýKC � ø ©���¬ ø»û ��ø�û · ú �Ãý�� ø �
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� ? �O� @<� Å�� ç ¬ ø � ��ûRø � · ��þ ø �»ù�� ü�ú �Zþ ø þ&@Z¥ ý�© ø � ��þ � û ��� ø þ@ÿ ü ÿ�ù��Y�»ÿ���ù%ýâþ@ÿ
��ÿ ú�û�úRü ýâþ@ÿ ��þÃ©�� úRü�ú þVý�� ø
Â3°÷���Zþ�þ ø ¬ ú ÿ�� � ����ùp�%�VýKC � ø ��ú ¬ ø»û �

¨ ý ��ú�û ýâÿ%ýâÿ ú �Zþ�¢O���Zþ�þ � ý�� ü[ü�úMü ��� ü(ûRø þ���� �Yø � � ���<ú ÿ ú �Zþ ��ø ¦ ú þ � � 
Hü � ú   ø�ü ÿ � �«ªYþ ú ÿ � ýâù
û · �DC��Výâÿ ú �Zþ§¿

I ⊕B = max
(i,j,k)∈B

(Ix+i,y+j,z+k)

ì ��� � ø�� ýâþ üLûRø ��ý ü ��øpû · �»ù�� ü[ú �Zþ�¢ ú�û#ü ·aý�� ú ÿ ��ø ���Zþ@©�� û � ø ù û · ú �Ãý�� ø ý�© ø � ��þ � û ��� ø þ@ÿ ü ÿ�ù��Y�»ÿ���ù%ýâþ@ÿ��
ì ø ÿ�ÿ ø ¹�� úRü °÷� ú ¢ û ýHþ�����© ø»û�ûRø ©Zý ûRø ��ù ��ø �%�VýKC�� ø ©���¬ ø»û@ø�ü ÿ û ýH©Zý ûRø ��ù �Ãý3¬ ú �Ãý ûRø ��ø�ü ©Zý ûRø ��ù ü)ü[øLü�ú ÿ��Výâþ@ÿ
£ û · ú þ@ÿ��»ù úRø ��ù ��ø(û · � û ��� ø þ@ÿ ü ÿ�ù��Y�»ÿ���ù%ýâþ@ÿ�� ¨�ø�ü ��ø �<¬ ¯ ��� ûRø�ü ÿ�ù�� úRü,ü�ú �Zþ§© ø ��ÿ,ý�� ü[ü[úLû ýÇÿ�ù%ýZ�%��� ø µ
����� � � ü ýâþ@ÿ ø�ü ����ÿ ø þ � ø�ü ý � ù[í üsû · �»ù�� ü�ú �Zþ ü �Zþ@ÿ �<ú�û ýâÿ�� ø�ü
� ýâþ übûRø © � û ��� ø � � û ���ZþVý ú ù øpú þ ú ÿ ú ý û �k¸���� ü
����ÿ ø þ��Zþ ü ý ú þ ü�ú�ûRø © � û ��� ø ¼Z¥ ��ø�ü � �������Zþ ü � ù�� ú ÿ�¢��ký��Y�%� ø½ø ÿ ��ø�û ý,ÿ�ù%ýZ�%��� ø �

¨�øtü �%�����Ãý �Yøpû ý � ù��@��� � ��ù ø ��øtü[ø � � ø þ@ÿ%ýâÿ ú �Zþ ��ø�üTú �Ãý�� ø�ü � ����ù�����ÿ ø þ ú ù ûRø�ü ��ø �<¬ � �������Zþ ü
ü[ø�� ýâù�� ø ÿ û ý�ÿ�ù%ýZ�%��� øxø�ü ÿ � �Zþ�þ�� � ýâþ ü\û ýÇª�� ��ù ø @<�a³ � ¨ ýÇª�� ��ù ø @<�GO ú�û�û � ü ÿ�ù øÆûRø ù�� ü � û ÿ%ýâÿ � · ��þ ø
ü[ø � � ø þ@ÿ%ýâÿ ú �Zþ�ý ����û�ú C ��� øtü ��ù ��þ ø ýZ�DC � úRü�ú ÿ ú �ZþÁ¤&¥t¦~�<ì ø�ü �Ãý ü C � ø�ü
�#ø ù�� ø ÿ�ÿ�ù��Zþ ü�� · � û�ú � ú þ ø ù ûRø�ü
� û ��� ø þ@ÿ üTú þ � � ü�ú ù%ý�� ûRø�ü���ø�üLú �Ãý�� ø�ü ¯6ýâù�ÿ ø ¹­ýZ�»ÿ ü ýZ��C � úRü�ú ÿ ú �Zþx¤&¥M¦ �	�Yü ý�� ü ��ýâþ�þ ø ù�¢@ÿ%ý�� ûRø���ø ÿ�ù%ý ú °
ÿ ø � ø þ@ÿ�¢ ����� ûRø ��ø ���Zþ@ÿ ø þ@ÿ ú �Zþ�µ«��¥\·aý���ÿ�ù ø � ýâù�ÿ�¢#� ø�ü �Ãý ü C�� ø»üMü[ø ù��Zþ@ÿ���ÿ ú�û�úRü � ü�� ����ù û · �»©8ý û �Výâÿ ú �Zþ
��ø �%�Vý�� �Yü ��ø � �«¹��Zù��Ãýâÿ ú �Zþ ü ��ý û ��� û � ü � ýâþ üHûRø�ü�� �������Zþ ü ¢Yÿ����Zù%ý3¬�¢<ÿ ú�ü%ü � ü ����� üpø ÿ � ü ¢ ø ÿ[�8�

¸��Zÿ�ù ø ���9H ø �»ÿ ú ¹�þ�·aý � ý ü �»ÿ�� � · ����ÿ ø þ ú ù ��þ ø�ü[ø � � ø þ@ÿ%ýâÿ ú �Zþ � ýâù�¹­ý ú ÿ ø �Ãý úRü ��ø � �»© ø»û � ���#ø ù ��þ ø
ÿ ø �%��þ ú C�� ø ý���ÿ����Ãýâÿ ú C � ø ¢sù ø�� ù�� � �Y�»ÿ ú � ûRø��#ø ù�� ø ÿ�ÿ%ýâþ@ÿ ��ø ����� � ýâù ø ù ��ø�ü ©�� û ��� ø�üÃø þ ��ÿ ú�û�úRü ýâþ�ÿ
��þ ø �`º � ø �Vý ü[ø ��ø ù��«¹��»ù ø þY� ø �

Y�X65BXZY�XZY � ækä�� � ����æ�àZá ��á �)æ

¨�ø ����ÿ � ��ù ø ��ý û ý�� ø ù ú � ú ��øLø�ü ÿ ��ø ÿ�ù�����© ø ù ��þ ø ÿ�ù%ýâþ ü ¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþ � û ���Vý ûRø ù ú � ú ��ø � ý3ï`þ øTø þ�¹ �ZþY�«°
ÿ ú �Zþ ��ø � ø ù�ÿ%ý ú þ ü � ýâù%ý��`í»ÿ�ù ø�ü ¯ ��ø ù��Zÿ%ýâÿ ú �Zþ�¢�ÿ�ù%ýâþ ü�û ýâÿ ú �Zþ�¢�� úRü ý ú�û�ûRø � ø þ@ÿdµ � ú þ ú � úRü ýâþ@ÿ ��þÕ�»ù ú ÿ[í»ù ø
C
��ø �<úRü[ü[ú � ú�û ýâù ú ÿ��`õ OâÅ ¢ �8��Ä ö÷�

T̃ = argmin
T∈E

C(I, J ◦ T )
���

I, J
� � ü�ú �8þ ø þ@ÿ ûRø�ü ��ø �<¬ ú �Ãý�� ø�ü £,ù ø ��ý ûRø ù ø ÿ

T
ø�ü ÿ û ý,ÿ�ùdýâþ ü ¹ �Zù��Ãýâÿ ú �Zþmý ����û�ú C ��� ø £ û · ú �Ãý�� ø

J
� � û
ø ¬ úRü ÿ ø ��û � ü[úRø �Yù ü ���»ÿ���� ��ø�ü � · � � ÿ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ§¯ ��ø �Ãý3¬ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ���� ��ø � ú þ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ�µ � ýâþ ü

û ý û�ú ÿ�ÿ��»ù%ýâÿ���ù ø C�� ú �#ø ��© ø þ@ÿpº»ÿ�ù ø � û ý ü[ü � ø�üpø þ ��ø �<¬ �8ùdýâþ ��ø�ü ��ýâÿ���� �Zù úRø�ü ¿

°bÅY�M°
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#�?K&(9H,6$NLNGUO 8] ">��N ��'!,B��#��N-%,6$�?K&"$!Z�>�,6$
*�,6$M*�,B>�� 8] ">�?7 "��$M,B'M*�,^-2&=')��&"����V6,�


�
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	_d1
 $ �FGP,B>��@�6 ">�8],6$ IX&
�1#2&(-%,=<795&(>�����,=,B'P�6 "�! "� &(-%, <K*1�! "#�'!, YM*_/ >���,=LNGPO $!,B9�?7,B��'!V6,�
	� &
')��&"����V6,��_-%,6$^8] ">�?7 "��$�*1�� "#�'.,B'^95&(>�����,�$� "��'�&J`K����V6$`&�4H,6��*�,6$U��#�45,�&(>��:*�,=9��)#%$�*1#��_VB�!,B��'!$�
�� ,
�6 "��'! ">��b*1>�8 &(')#%,B��'M,6$)'b&J`K����V�,B� ��-2&(����


��
N?7VB')�� �*�,6$M>�')#�-�#%$�&(��'a-%,6$a*�VB�)#�45V6,6$`I  ">�>���,�,6$)')#�?K&(')#% "� YN*1>��B�)#�'!AB�!,`<  "8�')#�?�#%$�,B�
d1
N?7VB')�� �*�,6$M� / >�')#�-�#%$�&(��'M8 &"$a*�,�*�VB�)#�4HV6,6$
GU&(��$`�� "')�!, ��&"$ � 8] ">��=-0/ &(-�9H "�)#�')��?7, *�,K�!,6��&(-2&(9H, Z5>�#
&cVB'!V &(8�8�-�#%Z�>�V 8] ">��`-0/ &(8�8 &(�)#%,B?7,B��'

�)#�9�#%*�,=*�,6$^&"�6Z5>�#%$)#�')#% "��$ULNGUO �� ">�$U&�45 "��$b>�')#�-�#%$!V`-2&7?7VB')�� �*�, �� �2�,B-�-�C 7��!,B��')( �ba + &�45,6�`$)#���8 & C
��&(?7AB')�!,6$ I�')�! "#%$.�! "'�&(')#% "��$=,B'.')�! "#%$�'!��&(��$)-2&(')#% "��$ � 8 &"$.*�,K��� &(��9H,B?7,B��' *_/ V6����,B-�-%,7CP "�3')��&�4�&(#�-�-%,
&�45,6��-%,7? 
B?7, &(8�8 &(�!,B#�-�*_/ &"�6Z�>�#%$)#�')#% "� YT
 � - WX&(>�'.8��!V6�B#%$!,B�`Z�>�,�-%,6$`*�,B>��+?7VB')�� �*�,6$`��,�W  "��'.8 &"$
&(8�8],B- &(>�� *�VB�)#�45V6,6$
*�,P-2&�WX "���B')#% "��<.?�#���#�?�#%$!,B��
!,� "?�?7,P?7,6$)>��!,P*�,U$)#�?�#�-2&(�)#�'!V��1�� ">�$�>�')#�-�#%$! "��$
ced�fhgLdjikfml�dmn8oqprd�fGgtsQsGuQcwv�ojl�gtn ( �(E + 
 � - $�/ &(9�#�'M*_/ >�� ,^�!,6����,B�!����,.?`>�-�')#%*1#�?7,B��$)#% "����,B-�-%, IX&(-�9H "�)#�')��?7,
*�, �  �2�,B-�- Y��_8��! ��BV6*�&(��'�8 &(�.*�,6$^#�'!VB��&(')#% "��$.>���#%*1#�?7,B��$)#% "����,B-�-%,�$ I ?7VT'!�� �*�,7*�,)7[�!,B��' YB
 � & ?7VTC
')�� �*�,M*�, �� �2�,B-�- 8��! ��6A6*�,b<U>��K9���&(��*7�� "? ���!,b*�,N?�#���#�?�#%$�&(')#% "��$P�6G *�, 7��!,B��' �5$)>�#�4"&(��'[��� &"Z5>�,
*1#��!,6�B')#% "� *_/ >�� ,B��$!,B? ��-%,

D
*�, *1#��!,6�B')#% "��$F�6 "� "D>�9�>�V6,6$�
8� / ,B��$!,B? ��-%,

D
,6$)' �6 "��$)')�)>�#�'F*_/ >���,

'!,B-�-%, ?K&(��#%AB�!, Z�>�, -2&c�!,6����,B�!����,F*_/ >�� ?�#���#�?`>�? $)>�#�4�&(��'=>���, *�,6$ *1#��!,6�B')#% "��$�� / #��5x�>�,B���6, 8 &"$
-0/  "8�')#�?`>�? ')�! ">�4HV�$)>�#�4�&(��'N>���,.&(>�')�!,)( y%$ + 


� &�?7VB')�� �*�, *�, 7��!,B��'`')�! ">�45,K>�� ?�#���#�?`>�? <�8 &(�)')#��=*_/ >���,K#���'!,B�)8] "-2&(')#% �� 8 &(��&��] "-�#%Z�>�, &
VB'�&(��'`*� "����V6$.')�! "#%$�8] "#���'!$`,��18�-% "�!V6$�8��!V6�6V6*�,B?�?7,B��' �  "� ��&(-%�B>�-%,7-2&F8 &(��&��] "-%,78 &(��&(?7VB')�!V6,K8 &(�
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� � ú þ@ÿ ü � ú ©8ýâþ@ÿ � � � ù��@� ø�ü[ü � ü ��ø � ú þ ú � úRü ýâÿ ú �Zþ�� ¨ ýt��� �Zù � �Zþ�þ�� ø
ø þÕ¬ � � þ�����© ø ý�� � � ú þ�ÿ ø�ü ÿ�� ø»û�ûRø C � ú ���Zù�ù ø�ü�� �Zþ � ý�� � ú þ ú � ��� ��ø`û ý � ýâù%ý�� � ûRø ¯�© � ú ù½ª��Y� @<�5²
� ý�� ø Åk¼ µ«�)¡ ����ù ��ÿ ú�û�úRü[ø ù,� ø ÿ�ÿ ø ���»ÿ���� ��ø ¢ ��þ ø �Vý ü[ø ��ýâþ��Zþ ú C � ø ��øÃû · ø�ü�� ýZ� ø ��ø ù ø �%� ø ù[�%� ø � � ú ÿ
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ui(x) =
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=^�����-�_'a0 ��23� * )8�  ���E'�?�=^)��E'E��2723)��-�N'�)/�10]?��O)��E',&E)[�O=<����������)>'�)G�k0]��=^? + ���O)�& + � + � * ���<��� �i 0 ��'�?8)�= + ���E#���=<����)7)��O�N'a0q��=�= + �%H,��2K) + �10]��=^? + ���O)�& +�
 ��&E�O����)��������E���uD-&E)l�
)8�N'�? + ��F�?8)8�/=<� + '�)8�
=^����rs� 
�2K)8��=^���E'�? + ?8�_=<� + '�)8�jbE��� + )8�_)AH,=^���E)��-����)����_)��_'�?�=^)��E'E���-�.'a0 &��C2 � 2K)>=<� + ��2KZ�� + ) σ �

	w� @����E#�������� ',& #%����#�&��.M )A�a)8#���&E) + )��K'�)��10]��=^? + ���O)�& + M���=�=�����D-&E) +9� &�� �����O�
� * ):�%F�)8#$&��E)
* ��&E�O�O��)����E)\��&���)\#%����#�&��n',& *
+ ��',��)��-�>'�)\�10 ��23� * )f�N����#
;E���������G��)8�G#8�-)A}3#���)��-�O�[#8���-F�)��<� ! ��)8�>D-&��
�O���-�_'������E?8�_',� + )8#��O)�2K)��-�N)��$@k���E#��������:',&C=<� + ��2KZ�� + )

σ
�

J '�)�&,H ?��
��=^)8�$'�):�10q��� * � + ����;�2K)���� )8���$��2K)��E? M���=�=�����D-&E) + &�� bE��� + � * ) * ��&E�O����)�� �p&��E)
= + )�27��Z + )/@������j=^��& + #%����#�&���) + ��) *
+ ��',��)��-��'�)/�10 ��23� * )

I
)��j&��E)G�O)8#8���E'�)/=^��& + �����O�
) + ��)G#
;<��27=C'�)

'�?A@k� + 23��������� � 'E���E����)G#%���_'�)/���\= + )�27��Z + )[�O#
;E?�23�7'a0 ��27=���?�2K)��-�
���������x� �
i �7',����� + � ! &�������� * ��&E�O����)����E)[)A� � ` � ������@�� + 2K)>��&���F
���-�O)7�

G1(x) =
1√
2πσ

· e−
x2

2σ2

	w� I�� ���9�$�

G(x, y, z) =
1

(
√
2πσ)3

· e−
x2+y2+z2

2σ2

i �7#8���-FL����&�������� I�� 'a0 &��E)/@k���E#��������
f
�
f : R3 → R

�S�%F�)8#G&��E) * ��&E�
����)����E)>�f0 )AH,= + ��2K)['�)/���
23������Z + )[��&���F
���-�O)7�

G ◦ f(x, y, z) =
∫∫∫

f(u, v, t).G(x− u, y − v, z − w)dudvdw

	w�:'�? + ��F����-�.#8)����O)/@�� + 2l&���)>=<� +S+ ��=�=^� + �.M
x
���:� ! ����)��-�[�
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��
�� 
�� � � � �O� � � � � ��� ���

∂

∂x
(G ◦ f(x, y, z)) =

∫∫∫
f(u, v, t) ·G1(y − v) ·G1(z − w) ·G′1(x− u)dvdwdu

� ���E#/����FL����� ! ��)��CDL&E)N���\'�? + ��F�?8)G)��
x
'a0 &��E)G#8���-F�����&�������� I�� )8���S� ! �O)��-&E)>)���#8���-FL����&<���-�

�10 ��23� * )[=<� + &��E) * ��&E�O�O��)A�E�E) � � ��&���F����-�_�10q�QH�)
Y
)��

Z
)A�_=<� + ���K'�? + ��F�?8)l'�)>��� * ��&E�O����)����E) � �

��&���F����-���10q�QH,)
X
�

i 0q��� * � + ����;�23)['�)>#%����#�&��(',& *
+ ��',��)��-�.'�)G�10 �{23� * ) �m)8���j@�� + 2�&���?>#8��272K)>��&����[�

�
� ��=�=�����#%���������9',&�bE��� + ) * ��&E�O����)�� � � �O& + ��)8��#8���������E)8�
X

'�)/�10 ��23� * ) �
4,� ��=�=�����#%���������9',&�bE��� + ) * ��&E�O����)�� � � �O& + ��)8�S��� * �E)8�

Y
'�)/�10 ��23� * ) �

I,� ��=�=�����#%���������C'�)N���l= + )�27��Z + )G'�? + ��FL?8)/',&|bE��� + ) * ��&E�O����)�� � � �O)������$�10q�QH,)
Z
'�)N�10 ��23� * )��

→ ���C� ! ����)��-�_���7'�? + ��F�?8)>'E���E�����7',� + )8#��������9'�)
Z
'�)��  ∂I∂zU � ��=�=�����#%���������9',&�bE��� + ) * ��&E�O����)�� � � �O& + ��)8��#8���������E)8�
X

'�)/�10 ��23� * ) �o'a0]� + � * ���E)
W,� ��=�=�����#%���������9',&�bE��� + ) * ��&E�O����)�� � � �
)��������10q�QH�)

ZY,� ��=�=�����#%���������|'�)����G= + )�27��Z + ).'�? + ��FL?8)_',&KbE��� + ) * ��&E�O����)�� � � �O& + ��)8�p��� * �E)8�
Y
'�)��k0 ��23� * )

�

→ ���:�7� ! �O)��-&C���7'�? + ��FL?8)>'E���E�S���7',� + )8#��������9'�)
Y
'�) �  ∂I∂y�s� ��=�=�����#%���������9',&�bE��� + ) * ��&E�O����)�� � � �O& + ��)8�S��� * �E)8�

Y
'�)/�10 ��23� * ) �o'a0]� + � * ���E)

�,� ��=�=�����#%���������9',&�bE��� + ) * ��&E�O����)�� � � �O& + ��)8�S=������E�
Z

�,� ��=�=�����#%��������� '�)���� = + )�27��Z + )9'�? + ��F�?8):',& bE��� + ) * ��&E�O����)�� � � ��& + ��)8�3#8���������E)8�
X

'�)
�10 �{23� * ) �
→ ���:�7� ! �O)��-&C���7'�? + ��FL?8)>'E���E�S���7',� + )8#��������9'�)

X
'�)��  ∂I∂x

J &CbE�<���  ��) *
+ ��',��)��-�G'�)[�10 ��23� * ) I )8���.��) + ?8��&����
���/'�) � #8���-FL����&��������E�/��&E#8#8)8�O�O��F�)8�N�%FL)8#[&��bE��� + ) � �\�
i )>#
;<��27=9'�)G'�?A@k� + 23���������9#%����#�&���?

U
��� + ������#8��27=^�
�
���-�
)��.)�� I��  

U = (Ux, Uy, Uz)

i ���O�O) + ��)S#
;<��27=K'�)j'�?A@k� + 23��������� + )AFs��)��-�pM/��=�=�����DL&<) + � + �����tbE��� + )8� * ��&E�O����)��E� � � ��&���F
���-�w#
;<��D-&E)
',� + )8#��������9'�)

U
� i )8�_?��
��=^)8�_'�)G����= + �-#8?8',& + )[',&C�����O�
� * )>�O���-����)8�_��&���F
���-�O)8�>�

• ��=�=�����#%����������',&zbE��� + ) * ��&E�
����)�� � � ��& + ��)8�m#8���������E)8�
X

'�)
Ux

• ��=�=�����#%���������9'�&$bE��� + ) * ��&E�
����)�� � � ��& + ��)8�S��� * �E)8�
Y
'�)

Ux
• ��=�=�����#%���������9'�&$bE��� + ) * ��&E�
����)�� � � ��& + ��)8�S=������E�

Z
'�)

Ux���
• ��=�=�����#%���������9'�&$bE��� + ) * ��&E�
����)�� � � ��& + ��)8�S=������E�

Z
'�)

Uz


 ��& + ��)\#%����#�&��p',& *
+ ��',��)��-�>',& #
;<��27= '�)\'�?A@k� + 23��������� � =<� + )AH�)�27=���)K��&�#%���G��y�����F�)�&��
#%����#�&���) + ��)[PO��#8� ! ��)�� '�)z���9� + ���E��@�� + 23��������� �QbE� 'a0]?�F�����&E) + ���B',�������
��������� ���-#%����)�2K)��-�v�  ���m@k��&����=�=�����DL&E) + 4�� bE��� + )8� � � � � b<�{� + ) � � =^��& + #
;<��D-&E)�#8��27=^�
�
���-�O).',&3#
;<��27=

U
�  #
0])8���oMG',� + )�� + �����@������S�10q��� * � + ����;�2K)[&����������O?G=^��& + ��)>#8����#�&��6'�) ∇I �
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��� 5���c���� �Ce����Ld�h-g���h ���wg6e"h �
i )8�(',�{�a? + )��E#8)8�abE�E��)8�(=^) + 2K)����O)��-�t'a0q��=�= + �%H,��2K) + '�)w23���E��Z + )o',���O# + Z��O)n��)8�('�) + ��F�?8)oMj�10]� + ' + ) �  4  ����� 'a0 &��E)S@k���E#��������|M/&��E)_��&3=���&E����)�& + �pF�� + ��� ! ��)8� �LJ =<� + ��� + ',&z'�?�F�)�����=�=^)�2K)��-�j)��3�O? + ��)
	t�%r-��� +

'a0 &��E)_@����E#��������  )��3@k���E#��������$',&|#8��27= + ��27���j)��-� + ).���>= + ?8#���������� + )8#
;E) + #
;E?8)/)��o���[#8��27=���)AHs���O?/',&#%����#�&��  ���z'�?8',&����o��)8�p)AH,= + )8�O�������E�o',���O# + ?������O?8)8�m'�)8�o��=^? + ���O)�& + �m',�{�~? + )��-�O��)���� � i )_'�?�FL)�����=�=^)�2K)��-�����27���O?>)��:�O? + ��)�	t�%rs��� + 'a0 &��E)G@����E#��������BM�� + ������F�� + ��� ! ��)8�_�f0]?8# + �{�[�

f(x1 + a1, x2 + a2, x3 + a3) =

+∞∑

i=0

{
1

i!

(
a1 ·

∂

∂x1
+ a2 ·

∂

∂x2
+ a3 ·

∂

∂x3

)i
· f(x1, x2, x3)

}

� 4,�qI
	 �

 � + ���\�O&����O)  ���:�O) + ?8',&����NM�&��:'�?�F�)�����=�=^)�2K)��-�.����27���O?[M\�10]� + ' + ) 4 23�QHs��2l&�2 �

 ��& + &��E)n@k���E#��������\M�&��E)o�O)�&���)pF
� + ��� ! ��)  ��)o'�?�FL)�����=�=^)�2K)��-�t����27���O?jM_' + �����O) �"+ )8��=^)8#�����FL)�2K)��-�M * ��&E#
;E)f�3M �10]� + ' + ) 4 )8�O�K'������E?:=<� + ���B@k� + 2l&���) 4,�qI,� � M * ��&E#
;E)  ��� @�� + 2l&���) 4,�qI
4 � �pJ = + Z8�

�O��&E�O� + ��#�������� '�)$#8)8�7'�)�&,H ?8DL&<���������E�K��� � ! ����)A�s�7�10])AHs= + )8�O�O����� #8)��-� + ?8)C'�)|�10q��=�= + �%Hs��23��������� M
�10]� + ' + ) � '�)G����= + )�27��Z + )['�? + ��FL?8)>'�)G���l@k���E#�������� � ?8D-&<��������� 4,�qI
I �/�

f(x+ h) = f(x) + f
′

(x) · h+ f” · h
2

2
+ o(h3)

� 4,�qI,� �

f(x− h) = f(x)− f
′

(x) · h+ f” · h
2

2
+ o(h3) �

� 4,�qI
4 �

f
′

(x) ≈ f(x+ h)− f(x− h)

2 · h
� 4,�qI
I �

i 0q��=�= + �%Hs��23��������� #8)��-� + ?8)7'�)l���z'�)�&,H,��Z�2K)\'�) + ��FL?�)  f”(x)  )8���/� ! �O)��-&E)7��= + Z8�G�O��2723���������'�)8�_'�)�&,H�?8DL&<��������� 4,�qI,� )�� 4,�qI
4 �

f(x+h)+f(x−h) = 2 ·f(x)+h2f”(x)+o(h3)⇒ f”(x) ≈ f(x+ h)− 2 · f(x) + f(x− h)

h2 � 4,�qI U �
� ���E�w��)j#%���w'a0 &��E)m@k���E#��������3M.� + �����wF�� + ��� ! ��)8�  ���K#8���E����'�? + ���-�n; � �  ���\= + �-#�Z8'�)�'�)j���.2 � 2K)23������Z + )>=^��& + � ! �O)���� + ��)8��'�? + ��FL?8)8�S=<� + ����)A����)8�NM\�10]� + ' + ) � ��& 4 �

∂2f(x, y, z)

∂x2
= f(x+ 1, y, z)− 2f(x, y, z) + f(x− 1, y, z)

� 4,�qI
W �

∂2f(x, y, z)

∂y2
= f(x, y + 1, z)− 2f(x, y, z) + f(x, y − 1, z)

� 4,�qI
Y �

∂2f(x, y, z)

∂z2
= f(x, y, z + 1)− 2f(x, y, z) + f(x, y, z − 1) � 4,�qI�� �

	w� �O��2723���-�K��)8�K?8DL&<���������E� � 4,�qI
W �  � 4,�qI
Y �  � 4,�qI�� �\��� � ! ����)��-�K�10])AH,= + )8�O������� ',& ����=�����#���)��
',���O# + )��_'a0 &��E)G@����E#��������9M\� + ������F�� + ��� ! ��)K�

4f = f(x− 1, y, z) + f(x, y − 1, z) + f(x, y, z − 1)−
−6f(x, y, z) + f(x+ 1, y, z) + f(x, y + 1, z) + f(x, y, z + 1)

� 4,�qI�� �
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� ���E�/�E��� + )K#%���  ���z@����E#���������M$��=�= + �%H,��2K) + )8���/�10 ��23� * )K)�������&���)7#
;<��27= '�)7'�?A@k� + 23��������� �
V �BF�)�&��/#%����#�&���) + =<� + ',�{�~? + )��E#8)8�NbE����)8�N��)8�N'E? + �{FL?8)8�/'�)l���K@�� + 2K) ∂2

∂x∂yf(x, y, z)
� �-�t���B= + )��E'

�O��&�PR��& + ��;
� ±

� � M\=<� + ��� + '�)/�10]?8D-&<��������� 4,�qI
	 =<� * ) U � �j���9�$�

f(x+1, y+1, z) = f(x, y, z)+

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
f(x, y, z)+

1

2

(
∂2

∂x2
+ 2 · ∂2

∂x∂y
+

∂2

∂y2

)
f(x, y, z)

� 4,�qI�� �

f(x−1, y−1, z) = f(x, y, z)−
(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
f(x, y, z)+

1

2

(
∂2

∂x2
+ 2 · ∂2

∂x∂y
+

∂2

∂y2

)
f(x, y, z)

� 4,� U 	 �

f(x−1, y+1, z) = f(x, y, z)+

(
− ∂

∂x
+

∂

∂y

)
f(x, y, z)+

1

2

(
∂2

∂x2
− 2 · ∂2

∂x∂y
+

∂2

∂y2

)
f(x, y, z)
� 4,� U � �

f(x+1, y−1, z) = f(x, y, z)+

(
∂

∂x
− ∂

∂y

)
f(x, y, z)+

1

2

(
∂2

∂x2
− 2 · ∂2

∂x∂y
+

∂2

∂y2

)
f(x, y, z)

� 4,� U 4 �
��� 4,�qI�� ��X � 4,� U 	 ��� ` ��� 4,� U � ��X � 4,� U 4 ��� ⇒

∂2

∂x∂y
f(x, y, z) =

1

4
(f(x+1, y+1, z)+f(x−1, y−1, z)−f(x−1, y+1, z)−f(x+1, y−1, z))� 4,� U I �

� '�)�2 =^��& + � ! �O)���� + ∂2

∂x∂zf(x, y, z)
�

∂2

∂x∂z
f(x, y, z) =

1

4
(f(x+1, y, z+1)+f(x−1, y, z−1)−f(x−1, y, z+1)−f(x+1, y, z−1))� 4,� U
U �

)���=^��& + ∂2

∂y∂zf(x, y, z)
�

∂2

∂y∂z
f(x, y, z) =

1

4
(f(x, y+1, z+1)+f(x, y−1, z−1)−f(x, y−1, z+1)−f(x, y+1, z−1))� 4,� U W �

� � �-d�� �%h �(d ��� � ���fe�� �(h 	w� ?8# + ��F����-�l���$@k� + 2l&���)3'�)K�10]?8D-&������ !�+ )z���
������D-&E) 4,���%Y =<� * ) I
4 �%F�)8#
��)8�S� + �����_#8��27=^�
�
���-�O)8�.',&C#
;<��27=E�.'�)G'�?A@k� + 23��������� I��  ���9�$�

F =
3∑

i=1

fi =−(λ+ µ)·




∂2U1

∂x2
1
+ ∂2U2

∂x1∂x2
+ ∂2U3

∂x1∂x3

∂2U1
∂x2∂x1

+ ∂2U2

∂x2
2
+ ∂2U3

∂x2∂x3

∂2U1
∂x3∂x1

+ ∂2U2
∂x3∂x2

+ ∂2U3

∂x2
3


− µ ·




∂2U1

∂x2
1
+ ∂2U1

∂x2
2
+ ∂2U1

∂x2
3

∂2U2

∂x2
1
+ ∂2U2

∂x2
2
+ ∂2U2

∂x2
3

∂2U3

∂x2
1
+ ∂2U3

∂x2
2
+ ∂2U3

∂x2
3




� 4,� U Y �

� ? * &���� + ���
) + ��)o#
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