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Abstract. A subsystem of a flat sys-
tem of differential dimension at most
2 is flat. Furthermore, if such a flat
system is stationary, we show that
there exist flat outputs not depend-
ing on the time.

Résumé. Un sous-systeme de dimen-
sion différentielle au plus 2 d’une
extension plate est plate. Si un tel
systéme plat est stationnaire, il ad-
met des sorties plates indépendantes
du temps.



Abridged English version

The result that will be proved corresponds in control theory to the fact
that a system with 2 controls which is linearizable by exogenous feedback
is linearizable by endogenous feedback or also that any subsystem of a flat
system is flat. The reader may refer to [3} [, 8] for more details on flat
systems, a notion that goes back to Monge’s problem [6) 5 1, [14], and to
[12,[13] for the formalism of diffiety theory. We will use Rouchon’s lemma
[11, [7], following the notations and definitions of [9]. A diffiety extension,
or system, V /U will be a diffiety with a projection V — U that is a diffiety
morphism and a subsystem W /U of V /U is such that O(W) C O(V).

A system of differential dimension m V /Us, is an open subset of R" x

(RN)m x U with a derivation of the form

n m oo i ;
S+ Y filx,zwa/ax + ) Y 2 a0z,
i=1 j=1k=0

The trivial system of differential dimension m, denoted by T™/Us,, is
(RN) "xu equipped with the derivation 6y + 2}-”:1 Yo z](.k+1)8 / az](.k). We
may then define flat systems.

DEFINITION 1. — A system V /U is flat if there exists a dense open set W C V
such that any x € W admits a neighbourhood O isomorphic by ¢ : O — O to
an open subset O of T™ x U; the functions ¢* (z;) that generate O(O) are called
flat outputs.

By convention, ordyA = —c0 if A is free from x and its derivatives and
ordy F, where W is a sub-variety, denotes max{r|3w € W (9"F /dx")(w) #
0}. Our theorem may be stated as follows. The case m = 1 is classical [2].
The proof will make a repeated use of Rouchon’s lemma [171) [7], given
below.

THEOREM 2. (Endogenous = exogenous) — Let V /U, be a system of differ-
ential dimension m < 2, U /U, a diffiety extension and ¢ : W/U — V xy, U
a morphism of extensions of U, where W is an open subset of TV /U such that
Im¢ is dense in V xy, U, then V /U, is flat.



THEOREM 3. (Rouchon’s lemma) — Let V /U be a diffiety extension, W/U
a subvariety , Y; € O(V), i = 1...r a family of nonconstant functions on
V, H(Y) = 0 a differential equation satisfied by the Y; and e; := ordy y H.
If there exists a locally surjective morphism of U extensions ¢ : T"/U

V /U with zj such that € := max]_; ordwlzjgb*(Yi(ei)) > —ooand ej;, = 0 =
OrdW,z]-YiO < €, then using the notation D 1=}, - X;0/ BYZ.(E") where the X;
are new variables, for z € ¢~ (W) the r-tuple (aYi(el') / az]@) is solution of the
equations ¢* (D*P)(¢(z)) = 0.

Proor. — It suffices to remark that, when ¢; > 0, (9¢* (Yi(ei)) / Bz]@)(w) =
(agb*(Yi)/az](e*ei))(w) so that (8247*(1/1.(Ei)) /(az](e))z)(w) is zero. Substitut-
ing (8¢*(Yi(ef))/az](-€))(w) to Y; in (¢*(D¥P))(w), one gets

((0/92 Y9 P) (w),
that is equal to zero. =

SKETCH OF THE PROOF OF TH. [2l — We denote by z, v, u u, coordinate
functions on T#, V, U, U.,. If the result is false, there exists an open subset
O = ¢(0) C V such that no open subset O, = ¢(O,) C O is isomorphic
to an open subset of T™. We will look for a contradiction.

In the case m = 1, we choose A(z,u,u,) = ¢*(B(v,us)) of lowest
order a in some coordinate, that we may assume to be z;. If B is not a flat
output, we may find s functions Py = ¢*(Qy), such that the Qi, B and all
its derivatives are functionnally independent on O, C O. These functions
must satisfy equations Q; = Hi(Q, B, 1), also satisfied by the P, and A.
We assume the Py to be chosen so that e := maxj_, ord 4 Hy is minimal.
As ord,, P, > a, we need have e > 0.

Th. [3| implies that the Hj are linear in A©): H = L A©® + M,. Then,
we may replace the P, by s independent solutions I3k = F(P, A, uy) of the
differential system JF/ 8A§eil) + Y41 LkdF /0P, = 0: the derivatives P,é
do not depend on A(¢), which contradicts the minimality of e.

In the case m = 2, consider A;(z,u,u.) = ¢*(B;), i = 1,2, so that A,
and A, are functionnally differentially independent and A; actually de-
pends on some variable that we may assume to be z1. Let a; 1 := ord;, A;.
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We assume that 9A;/ azgal'l) # 0 on O,. By the implicit function the-

orem, we can find functions Z;, defined on O, ¢ O (restricting O, if

needed) such that z§a1'l+k) = Zi(z, A, u,uy), where ordy,Zy = k and

ord,, Z; < ai;. Let us write Ay = Ajy(z, Ay, u,u.) by replacing deriva-

. k .
tives zgal'ﬁ ) by Zi: orda, Ay = a1 — a11. We may choose A; and A; so

that a11 < apy,ie. OrdAlAz >0, or OI‘leAz = OrdAlAZ = —o0.

If the B;, are not flat outputs, we may complete these functions with
a maximal family of s functions Py(z, A1, u,us) = ¢*(Qx), so that the
B; and their derivatives, completed with the Qj are functionnally in-
dependent on O, C O and these functions satisfy order 1 equations
Q, = Hi(Q, B1, By, uy), also satisfied by the Py and the A;. Let ¢; :=
maxj_, ord4,Hy and € := max%:1 ordzlAfe"). When there exists i such that
e; = —oo, we are reduced to the case m = 1, already treated. We may then
assume that the A; and the Py are chosen so that the ¢;, ;1 and € are
not —oo and the quadruple (s, €, a1, €2) is minimal, using lexicographical
ordering.

i) We suppose the Hj to be linear in the Afe"): H; = 212:1 Lk,iAge") + My,
with o~rd ALki <ej, 1 <i,j <2. Wereplace the P by s independent solu-
tions P, = Fi(P, Ay, Aa, uy), with ord4 . F < e;, of the differential equation
(1) BF/aAgez_l) + Y41 Lk 20F /0P, = 0: s is unchanged, ord;, P < € and
the P, do not depend on Agez), a contradiction to the minimality of e;.

ii) a) If the Hj are not linear in both Age‘) but (with 1 <1i,j <2,i #j)
ordzlAl(e") > ordzlA](.ej), by th. 3| the Hy are linear in Al(e"): H, = Lk,iAZ(ei) +
M. We can replace the Py by s independent solutions Pk = F(P, A, us),
with ord4 F < ¢; and ord A].F < ¢j, of the differential equation (1), or its
symmetric version, permuting 1 and 2. Then, the P| do not depend on
A(el)

1

At any point (z,u,u,), let & := Afei*l)(z, u,u) and W defined by
Afei*l) = «. We notice that ordyy ,, (P — Lk,l-(Afei*l) —a))"” = ordy , (M —
L,’C,iAEei)) < e. So, by th. maxj_, ord;, Ly ; < € — 1. Hence the majoration
max;_, ord;, P{ < e. A contradiction.

If ; = 0 and ey < ap; — ay,1, then we can replace A, by any P, such



that Hj actually depends on A, which ensures that its derivatives and
those of A; are functionally independent, contradicting the minimality of

s. So eo = 0 means that e; > a1 —a;1 and ordzlAgel) > ordzlAEEZ). If
er > 0and e; = 0, then ordzlAgel) < ordzlA§e2).

b) The cases ¢; = 0, j € {1,2} are thus included in the cases ordzlAl(ei) >
ordzlA(.ej)

]

e; > 0 and e; > 0. By th. (aAgel)/azge),8A§62)/az§€)) is solution of
P(X1,Xp) := D?Hy, = 0, where D := Y2, X;3/dA'). By the implicit
function theorem, we may find on O,, restricting the interval if needed, a
solution (1, N(Aj1, Ay, u,)) of this equation, with N = aAz/aAYM‘”“) +

0. So we can decrease a; 1 by replacing A, by a solution A, = F(Aj, Ay, N),
with F of order 0 in A, and N and order less than a1 — 41,1 in Ay, of the

system JF / aAgaz'lfal’l) + NOF/dA,. Then ord,, Ay < a1, a final contra-
diction that concludes the proof.

considered in a). We treat here the case ordzlAgel) = ordzlAgez),

E.g., the diffieties U and U, may be respectively R, standing for the
time variable t with a derivation d/9t and a single point with derivation 0,
if V is associated to a stationary model. Then, the theorem asserts that V
is flat with flat outputs not depending on the time, answering a problem
raised by Pereira Da Silva and Rouchon [10].



Introduction

Si la notion mathématique remonte aux travaux de Monge [6] et a été
étudiée au début du xx® siecle par Hilbert [5], Cartan [1] ou Zervos [14],
les systemes plats ont été inventés sous ce nom pour les besoins de l'au-
tomatique [} 4, 8]. Dans ce cadre, le résultat qui va étre prouvé en dimen-
sion différentielle au plus 2, signifie qu’un systeme linéarisable par bou-
clage exogene est linéarisable par bouclage endogéne. Sommairement,
tout sous-systeme d'un systéme pla est plat, c’est-a-dire que si les solutions
d'un systeme d’EDO sont paramétrables par m fonctions arbitraires, il
existe un tel paramétrage localement bijectif. Le cas m = 1 est une consé-
quence des résultat de Charlet et al. [2] ou dans le cas d"un paramétrage
rationnel du théoreme de Liiroth—-Ritt, mais qui n’a pas d’analogue en
dimension différentielle 2 [7].

La définition de la platitude peut varier selon que 1'on impose ou
non a un systeme stationnaire de posséder un paramétrage indépendant
du temps (cf. Pereira da Silva et Rouchon [10]). On montrera que, en
dimension différentielle au plus 2, ces deux définitions coincident, c’est-
a-dire que si un systeme stationnaire possede des sorties plates dépendant du
temps, il en existe d’autres indépendantes.

1 Diffiétés plates

Pour la notion de diffiété [12, 13], nous adoptons les conventions de [9].
Soit I un ensemble dénombrable, on appellera diffiété un ouvert V de R!
pour la topologie la plus grossiére rendant pour tout iy € I les projections
T, = (Xi)ier — X, continues, muni d’une dérivation § = ) ;¢; ci(x)a%, oll
les ¢; appartiennent a O(V), I'anneau des applications C* de V dans R
ne dépendant que d’un nombre fini de coordonnées.

Un morphisme de diffiétés est une application ¢ : V5 > Vs,, définie par
des fonctions O(V) et telle que 1 0 ¢* = ¢* 0 5, ot ¢* : O(V;) — O(V1)
est 'application duale de ¢.

Une extension de diffiétés, ou un systeme, noté V /U, est un couple de dif-
fiétés muni d'une projection 77 : V — U surjective qui est un morphisme
de diffiétés. Il s’agit donc d"un fibré sur U, avec une projection compa-
tible avec la structure de diffiété. Un morphime d’extensions ¢ : Vi /U
Vo/U est un morphisme de V; dans V; tel que mp 0¢ = ;. Un sous-
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systeme W/U de V /U est une extension de U telle que O(W) C O(V).
Soient V /U et W/U deux extensions de diffiétés, leur produit fibré est
muni d'une structure naturelle d’extension de U (ainsi que de V ou de
W), notée V xyy W.
Un systéeme de dimension différentielle m V / U, est un ouvert de R" x
(RN)m x U muni d’une dérivation de la forme 6y + Y1 ; fi(x,z)d/0x; +
}“:1 Yo z](.kH)G / az](.k). L’extension triviale de dimension différentielle m,

que I'on note T™ /Us,, est (RN)" x U muni de la dérivation

so+ Y Y 2 920,
i=1k=0

DEFINITION 4. — Un systeme V /U sera dit plat s’il existe un ouvert dense
W de V tel que tout x appartenant a W admette un voisinage O isomorphe par
¢ : O — O aun ouvert O de 'extension triviale T™ x U. Les fonctions ¢*(z;),
oit les z; définissent I'extension triviale, sont appelées sorties plates.

THEOREME 5. (Endogene=exogene) — Si I'on a une extension V /U, de di-
mension différentielle au plus 2 et une extension U /U, une extension triviale
T x U et un morphisme d’extensions de U ¢ : W/U — V xy, U, défini sur
un ouvert W de TV x U, tel que Im¢ = V xy, U, alors V /U, est plate.

Les diffiétés U, et U peuvent, par exemple, faire intervenir une va-
riable « temps » t avec ' = 0 : si celui-ci n’apparait pas dans UL, il est
absent des sorties plates de V /U,.

2 Préliminaires de la preuve. Lemme de Rou-
chon

Si le théoreme est faux, alors il existe un ouvert non vide O de V, qui ne
contient aucun ouvert O, isomorphe a un ouvert de T"/U,. On notera
respectivement z, v, u et u, des familles de fonctions de coordonnées
sur T#, V, U et U,. Par convention ordyA = —oco si A ne dépend pas
de x et de ses dérivées et on note ordy F, ou W est une sous-variété,
max{r|Jw € W (o"F/ax")(w) # 0}.



Soit m la dimension différentielle de 1'extension V/U,. Si m = 1, on
peut trouver, quitte a réindexer les z;, A(z,u, u,) = ¢*(B(v,u,)) dépen-
dant de z; ou de ses dérivées. On suppose ord,, A minimal. Si m = 2,
on peut trouver A;(z,u, u,) = ¢*(B;(v,uy)) telles que les A; et leurs dé-
rivées soient fonctionnellement indépendantes. On peut imposer, quitte a
réindexer, que a1 := ord, Ay et a1 := ord;; Ay < a1 ouap; = —oo.

Nous supposons que dA;/9d # 0 sur O,, quitte a réduire cet ouvert. Par

le théoréme des fonctions implicites, il existe des fonctions Z;, définies sur

un ouvert O, C O telles que zgal'ﬁk) = Z(z, A, u,u,), avec ordg, Zy = k,

ord,, Z; < ar1. Notons Ay = Aj(z, A1, u,u,), obtenue en remplacant les

o 2 a1+k
dérivées zg 1K) par Zi. Nous posons ord;, Ay = a37. Comme a7, est

minimal, ou a1 > 411 ou a1 = —oo. Dans ce cas, nous choisissons A;
de sorte que son ordre a5 ; en une variable z;, que I'on peut supposer étre
zp, soit également minimal.

Si B ou les Bj, selon la dimension, ne sont pas des sorties linéarisantes
sur O, C O, nous pouvons compléter cette/ces fonction(s) par une famille
maximale Q; de s fonctions, notant Py(z, Ay, u, 1) := ¢*(Qy), de sorte
que les Q, les B et leurs dérivées soient fonctionnellement indépendantes
sur O, C O. Quitte a restreindre 1'ouvert, ces fonctions doivent satisfaire
des équations d’ordre 1 : Q% = Hi(Q, B, uy) sur O,, également satisfaite
par Py, A sur O,.

Généralisant des résultats antérieurs, en particulier de Hilbert [5], le
lemme de Rouchon [11) [7] montre que la platitude n’est pas générique
pour des systemes non linéaires. Nous utilisons cette variante.

THEOREME 6. (Endogene=exogene) — Soit V /U une extension de diffiétés,
Y; € O(V), W/U une sous-variété, i = 1...r une famille de fonctions non
constantes sur V, H(Y) = 0 une équation différentielle ordinaire satisfaite par
les Y; et e; := ordy,H. S'il existe un morphisme localement surjectif d’extension

de U ¢ : T" > V et zj tel que € := max]_, ordzjqb*(Yi(ei)) > —ocoete, =0

= ordijiO < €, alors en posant D := Y, - X0/ ayfei) ot les X; sont des
nouvelles variables, pour z € ¢~ (W) le r-uplet (aYi(ei) / az]<.€>) est solution des
équations

¢*(D'P)(¢(z)) = 0.



Proor. — Il suffit de remarquer que, comme ¢; > 0, (d¢* (Yi(ei ) )/ az](.e) Y(w) =
(aqb*(Yi)/az](e*ei))(w) de sorte que (az(p*(Yi(ei))/(az](.e))Z)(w) = 0.Sil’'on
substitue (aqb*(Yi(ei))/az*](e))(w) a X; dans (¢*(D*P))(w), on obtient

((9/92) 9" P) (w)

,quiestnul. =

Ces équations sont homogenes et, si 1'une d’elles est non-nulle, elle
définit pour r = 2 des points isolés de P1(O(V)) : (Cy : Cy), dont I'un est
égal a (99" (v[™) /02 : 9" (v;2)) /02,

3 Mise en ceuvre du lemme de Rouchon

Dans le cas m = 1, soit e := maxj_, ord4Hj; on peut supposer que A
et les P ont été choisis de sorte que e soit minimal. D’apres le th. |6 les
équations Hy sont linéaires en A®) : Hy = Li(P, A, u ) A®) + M (P, A, u.).

Dong, quitte a restreindre I'ouvert O,, on peut trouver s nouvelles fonc-
tions indépendantes b = F.(P, A, uy), d’ordre au plus e — 1 en A et solu-
tions de oF /9 A~ 4 Y i1 LkdF /0P = 0. Les dérivées 15]2 ne dépendent
pas de A(®), contradiction.

Dans le cas m = 2, soient ¢; := max;_, ord4,Hy et e := max?:l ordzlAl(ei).
Sipouri =1,20nae = —oo, on est ramené au cas m = 1, déja traité.
Nous pouvons donc supposer que les A; et les Py sont choisis tels que
11, les e; et € soient différents de —oo et le quadruplet (s,€,a;1,€2) soit
minimal pour l'ordre lexicographique.

i) Supposons que les Hj sont linéaires en les Agei) cHp = 212:1 Lk,iAgei) +
My, ou ord Aij,i < ¢, 1 <i,j < 2. On peut remplacer les P, par s solu-
tions indépendantes B, = F(P, A1, Ay, u,), ot ord A, F < ej, de I'équation

différentielle (1) OF /dAY? ™Y + Y5 Li2dF /P = 0 : ord,, P, < e et P ne
(e2)

dépend pas de A, “’, donc e, n’est pas minimal.

ii) a) Si les Hy ne sont pas linéaires en Agel) et AéeZ), mais si, (avec

1<4,j<2,i#j) ordzlA(ei) > ordzlA(ej)

; ;s par le th. @ les Hj sont linéaires



en Agei) . Hy = Lkll-Al.(ei) + M. On peut remplacer les Py par s solutions
indépendantes P, = F.(P, A, u,), avec ordy,F < e; et ordAjF < ej, de
I’équation différentielle (1), ou celle obtenue en permutant les indices 1 et
2.

ei—1) _

(e:) (z,u, u,) et W definie par A; =

En tout point (z, u, u,), soita := A;
. Nous avons ordyy , (P, — Lk,i(Al(ei_l) — 1)) = ordy ., (ML — L;{’iA(Ei)) <

€. Dong, par le th. @ maxj_, ord;, Ly ; < € —1, de sorte que maxj_, o1fdz1 P <
€. Une contradiction.

Sie; = 0etey <apy—apg, on peut diminuer s en remplacant A, par
I'un des P;. Donc e; = 0 implique que ey > a1 —ay,1 et ordzlAgel) >
ord21A§EZ). Siep; > 0ete; =0, alors ordzlAgel) < ordz, AEEZ).

Eei) S

(e1)

(¢ 4z )
ord, A j / ), considérés en a). Nous supposons maintenant ord;, A; "/ =

b) Les casotie; = 0, j € {1,2} sont donc inclus dans les cas ord;, A

ordzlAgeZ) avece; > 0etey >0

Par le lemme de Rouchon, (aAgel) / azge), aAéez) / azf)) est solution de
P(Y1,Y,) := DszO =0,ou D := 212:1 Yia/aAgei). Par le théoréme des
fonctions implicites, on peut trouver sur O,, quitte a restreindre cet ou-
vert, une solution (1, N(A, R, u,)). Alors, N = aAz/aAgaz'l_al’l) # 0 et
l'on peut faire décroitre a,1 en remplacant A, par une solution Ay =
F(A1, Ay, N), ottords,F =0 et ordy, F = a1 — ay,1, de I'équation

9F /A1) 4 NOF/9A, = 0.

Cette contradiction finale achéve la preuve.

Exemple 7. — Considérons V défini par un modele de voiture 6/ =
u/dtan¢g, x’ = ucosb, y' = usinb (cf. [3, (18)]). Les diffiétés U = Uy
sont définies par d = 0. Soient les paramétrages ¢ exprimés par 6 =
arctan(zy/z}) F arctan(z5/((z})? + (z5)? — (25))V2) + 1 F )7 /2, x
71+ z3sinf et y = zp — z3 cos 6. Quand x’32 tend vers x{z + xéz, les deux
paramétrages tendent vers le lieu out x’ = y’ = 0. Une famille de sorties
plates est donnée, e.g., par By := x + Csinfl et B, :=y — Ccos0, C € R.
Tout choix de fonctions B; de x, y et § minimise e(= 2), mais pas
nécessairement e;(€ {0,1}). Si e, = 1, il peut étre abaissé en remplacant
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P; par une solution de (1) (cf. i) supra). Si e; = 0 et s = 1, alors on obtient
s = 0 en remplacant A, par P; (cf. ii) a) supra).

Exemple 8. — En prenant U défini par ' = 1 et en substituant t a z3
dans les formules de I'exemple précédent, on obtient bien de nouveaux
paramétrages indépendants de t.

Conclusion

Nous espérons une adaptation de cette preuve dans le cadre de 1’algebre
différentielle ou en dimension différentielle supérieure a 2, mais de nom-
breuses difficultés se présentent que nous ne savons pas surmonter.
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