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Les fonctions elliptiques revisitées

Jean-Christophe Feauveau !

27 janvier 2017

ABSTRACT. Les fonctions elliptiques sont des objets mathématiques largement étudiés et standardisés.
Les deux approches usuelles sont dues & Jacobi et Weierstrass.

A partir d'une intégrale de contour dont la forme a permis d’unifier nombre de formules somma-
toires (d’Euler-MacLaurin, de Poisson, de Voronoi ou du Cercle), nous allons retrouver l'intégralité des
fonctions elliptiques, qu’elles soient proposées sous la forme de Jacobi ou de Weierstrass. Mais & une
translation prés dans leur forme naturelle.

Ce qui pouvait apparaitre comme un défaut conduit, en fait, & une renormalisation des fonctions el-
liptiques permettant de déterminer de maniére assez simple des réprésentations en somme de séries de
Fourier et des factorisations de ces fonctions.

KEY WORDS. fonctions elliptiques, intégrales de contour, séries de Fourier, factorisations.

Classification A.M.S. 2010 : 33E05, 11G16, 11J89.

Introduction

Depuis Abel, Jacobi et Weiertsrass, les bases de la théorie des fonctions elliptiques sont bien établies.
Abel procéde par une inversion de longueur d’arc d’ellipse (ce qui justifie la dénomination de ces fonc-
tions), Jacobi introduit les fonctions theta pour définir les fonctions elliptiques, enfin Weierstrass définit
celles-ci & 'aide de séries qui livrent de maniére immédiate la double périodicité de telles fonctions.

A la suite de Weierstrass, la présentation moderne des fonctions elliptiques reposent sur deux piliers :
le caractére méromorphe et la double périodicité. Cette derniére propriété entraine naturellement des
représentations de type trigonométrique bien connues pour les fonctions de Jacobi - voir [Halp]|, [Whit]
et [Armi] - mais pas pour les fonctions de Weierstrass.

Nous proposons dans cet article un cadre unifié pour obtenir, par un méme formalisme, les fonctions
elliptiques de Weierstrass et de Jacobi. Suivant les idées développées dans [Feau|, un calcul d’intégrale
dans le champs complexe donnera un accés direct aux développements de Fourier des fonctions ellip-
tiques. Nous déduirons aussi des représentations intégrales, des représentations en séries de Fourier ainsi
que des factorisations de ces fonctions elliptiques renormalisées.

I — Etude d’un cas particulier

Afin de motiver I’ensemble de 1’étude, commengons par un cas particulier.

Ainsi que nous 'établirons a la partie III, la fonction H(s) = —————— décroit assez rapidement a
sin(s)sin(is)
Iinfini lorsque 'on évite ses poles.

Précisément, pour certaines suites de chemins +,,, qui finissent par englober C & la limite, on établira
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Les poles de H sont en 0, 7Z* et inZ*, et un calcul aisé de résidu donne

400 400
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" sh(nw) 4w
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Le caractére 1 périodique et ¢ périodique des deux membres de cette égalité permet de prolonger de
maniére holomorphe la fonction

cos(2nmz)

+oo
f(e) = m +dn” Z(il)nn sh(n)

sur [Re(z)| < %, [Im(z)| < & puis C— (12 +Z+iZ) par double périodicité : V(n, m) € Z2, G(z+n-+im) =
p(2)-

En primitivant 3 fois @, la singularité en % devient artificielle : les poles de @ sont d’ordre au plus 3. 11
s’agit donc d’une fonction elliptique (Cf. IT pour le rappel de la définition et les propriétés élémentaires

de ces fonctions).

Par périodicité, on déduit 'existence d’un unique pdle sur la maille élémentaire [0, 1] 4 4]0, 1]. La parité
de @ permet aussi de conclure que les poles sont doubles et placés en A = % + Z + iZ. 1l s’agit
d’une fonction elliptique de type Weierstrass. La parité et la nullité en 0 de ¢ permet alors d’affirmer
Pexistence de o € C (on montrera que o = 1) telle que

On obtient ainsi un premier résultat naturel : le développement de Fourier d’une fonction de type
Weierstrass, ce qui n’est pas courant dans la littérature. La raison vient certainement du choix usuel
de placer le pole en 0. Nous discuterons par la suite de l'utilité de la translation de % opérée ici, c’est
un point essentiel.

IT — Notations et généralités sur les fonctions elliptiques

Etant donnés w; et wy, deux nombres complexes non nuls tels que w; Jwa & R, on note Ay, o, le réseau
Awy s = w1Z 4 waZ. Les réseaux Ay, w, €t Ay, —w, étant identiques, on peut imposer Im(wa/wq) > 0,
ce que nous ferons systématiquement par la suite.

On note A, w, = w1 [—%, %[—l—wg[—%, %[, c’est le pavé élémentaire de base et toute translation sera aussi
nommé pavé élémentaire. On remarque que (a + Ay, w, )acA est une partition de C.

wi1,w2

w1 + w L~
On note enfin wy = %, puis Ay ws = Dy ws — {—wo}-

Etant donnés w; et wy, deux nombres complexes non nuls, tels que wy /ws & R (et donc Im(ws/wi) > 0),
on dit que f: C — CU {oo} est une fonction elliptique sur le réseau A, o, si

(i) f est méromorphe sur C,

(ii) f est doublement périodique, de périodes wy et wa.

La théorie bien connue des fonctions elliptiques donne les résultats suivants :
(i) Si f est elliptique et holomorphe sur C, alors elle est constante.

(ii) Le nombre de poles et de zéros dans un pavé élémentaire est fini. De plus, la somme des résidus
se trouvant dans un pavé élémentaire n’ayant pas de pole sur sa frontiére est nulle : si (a;)ier
sont les poles de f dans a + A, .,, tous hors de la frontiére, alors :

ZRes(f, a;) = 0.

icl



(iii) La somme des multiplicités des poles (comptées négativement) et des zéros (comptées positive-
ment) de f dans un pavé élémentaire est nul.
Pour faire court, (i) est une conséquence du théoréme de Liouville, (i7) puis (i44) sont obtenus en
calculant les intégrales de f puis f’/f sur la frontiére d’un pavé élémentaire ne rencontant pas de pole
ou de zéro sur sa frontiére, celles-ci étant nulles par symétrie. On pourra, par exemple, consulter [Whit]
ou [Armi| sur ces points.

Notons enfin que z — f(z) est elliptique sur A, », si et seulement si z — f(w;12) est elliptique sur

w2
Ay, avec T = —.
w1

IIT - La fonction de Weiertrass modifiée sur A, .,

S
Pour généraliser les résultats de la partie I, on considére la fonction H(s) = ———.

sin(ws $)sin(was)

Pour n € N, on définit le chemin C,, reliant par des segments, et dans le sens trigonométrique, les points
(n+ P’ —wy ), (nt+ Pr(—wr’ —wy ), (n+ Hm(—wi ' twyh) et (n+ Prlwr’ +wy ).
Par ce choix, le chemin passe exactement “entre” les poles de H sur les axes wiR et wsR. Les quatre
segments sont notés respectivement Cy;, 1 < j <4 (sur la figure wy =1 et wy = z) :

Ch1 nim H im/2
Cn4
A
nw|+ /2
)
Y
Cn2
i Cn?:
Théoréme 1 : Pour z € | — 1, 1[wi+] — 3, 1[ws, on a lim H(s)e*"**ds = 0.

n—-+oo C,

Démonstration : Vérifions le résultat pour le segment C), i, les trois autres cas s’en déduisant par
symétrie.

S .
Montrons lim ————¢?"%ds = 0, ce qui donnera la résultat par

1=+ Ji(ni Lyn(—1—7-1),(n+ )r(1—r—1)] Sin(s)sin(rs)
2
1

changement de variables T = wy/wy, pour z € | — 3, 1[+] — 1, 1[7.

Soit z =a+br, (a,b) € ] — 4,12 Pour s =u+ (n+ 1)nr~ !, avec —(n+ $)m <u < (n+ 3,

. I . . 1 —1 .
e2isz e2ias eszsr eQza(n—i— 5)TT eszu‘r

sin(s)sin(7s) sin(s) || sin(7s) sin(u+ (n+ $)rr=1) || cos(Tu)

On pose 7~ = a+ i3 (notons que 3 < 0) et

e?ia(nJr%)ﬂ'T’l
sin(u+ (n+ $)rr—1)

672a(n+%)ﬂ'ﬂ
sin((u + (n + %)WO&) +i(n+ %)Wﬂ)
e~ (nt3)mB+i(ut(ntg)ma)

sh((n+ $)mB —i(u+ (n+ 3)7ma))

e(l—2a)(n+%)7r,6.




eV eQibur
La fonction est bornée sur |Re(v)| > 1, alors que u — | ———| est majorée sur R, puisque
sh(v) cos(Tu)
eQisz
|2b] < 1. 1l en résulte lexistence de M > 0 ne dépendant que de z et 7 tel que | ——————
sin(s)sin(7s)

Me(l_Q“)(”"’%)”B, et le résultat s’en déduit.

On est donc amené a intégrer sur des segments de direction w; et wo passant exactement entre les poles
de H et a faire un calcul de résidus.

Les poles de H sont tous simples :

(i) s =0, et le résidu vaut

wiws
1" ,
(ii) s =nm/wi, n € Z*, et le résidu vaut Q(i Zinmz/wy
wisin(nrws /wy)
—1)" ,
(i) s =nmw/we, n € Z*, et le résidu vaut Me%nﬂzﬂug.
w3sin(nrwy /wa)
Le calcul de résidus proposé au théoréme 1 donne finalement : Vz € | — %, %[wl +] - %, %[wg,
+00 400
— 1 —_1)"
o i L) cos(2nzm/wi) = — 5= — < .(#cos@nzw/wg).
wy A sin(nmws /w1 ) 21wy A sin(nmwy /ws)

En notant ©(z) cette valeur commune, le caractére périodique de chacun des membres de ’égalité permet
de prolonger © de maniére holomorphe sur [Im(z/w1)| < $Im(wz/w1), [Im(z/w2)| < —2Im(wy/w2)
puis C — (wo + w1Z + weZ) par double périodicité : O(z + win + wam) = O(z), (n,m) € Z>.

Par triple intégration sur A, .,,, on constate que les péles sont tous doubles & résidus nuls et placés

A A AX — _ witws
sur le réseau translaté Aj, | = wo + Aw, w,, avec wo = 522,

D’aprés le théoréme de Liouville, & une constante multiplicative et une constante additive prés, il s’agit
de

1 1
P wa (Z) = Z (v _ N2 2
o G

wil,w2

1 1
- (n%ez (z+ (ot pwr + (m+ Hwa)? (04 g)wr + (m+ 3)wz)?’

.. . ) . R < .
La fonction @y, w, est une fonction méromorphe qui présente des poles doubles a résidus nuls sur A7, , ,

ainsi que des zéros doubles sur A, «,. C’est la fonction elliptique qui apparait naturellement ici et qui
est étudiée a présent.

DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER DE @y, w,
Il existe donc o € C* tel que Py .w,(2) = a(O(2) — ©(0)).

Déterminons a en étudiant ©(z) = ———— + O(1) au voisinage de wo.
a(z — wo)

cos(2nmz/w .
En développant, on constate que (—1)"M + je—2inm(zmwo)/wi | gnrlm(wz/wi) ogy majoré in-

sin(nrws/w1)

dépendament de n € N* et z € [0, $[w; + [0, 1[ws. On pose ¥(z) = —i— ne~2nm(z=wo)/wt ot donc

© — ¢ est borné sur [0, 5wy + [0, $]wo.



—2im(z—wop) /w1 :
Un calcul direct montre que ¥(z) = *i:—j a _ee_QiW(z—wo)/wl)Q et Zlggo (z — wo)*Y(2) = ZZ;_C:Q.

(©(2) — 6(0)).

4 2
On déduit §(z) = —i T

W12

Ainsi @, w, est paire, admet un pole double en wy, s’annule deux fois en 0 et il vient :

- B _i4ﬂ'2 = (=1)"n z = (=1)"n
Puor wa (2) = w? <; sin(mrwg/wl)cosenﬂ-wl) ; sin(nmrws /w1) (1)
idr? (X (=1)"n cos(nm 2 — = (=1)™n

<Z1 sin(nmwy /ws) 2 wg) 21 sin(nmrwy /wa) @)

n=

n=

2 1 1
S w? Z <sin((z — wo — wan) /w1 )? B sin((wo + wgn)ﬂ'/wl)Q) 3)

1 1
o w3 (sin((z —wp — win)T/we)? B sin((wo + wln)ﬂ/w2)2)' )

Les deux premiéres égalités sont valable pour |[Im(z/w1)| < $Im(wsz/w1) et [Im(z/wa)| < —3Im(w/w2)

respectivement. Les deux derniéres proviennent de la relation d’Euler sin(z)~2 = Z G et sont
z—nm

nez

valables sur C — A%

w1,w2”

A noter que dans le cas particulier étudié a la partie I, la symétrie de la fonction donne une formule

X (—1)mn =X (-1 =i
(-1) _—@Z( )

licit 1 tant = = —.
explicite pour la constante ; sin(inT) sh(nm) ~ In

n=1
LIEN AVEC LA FONCTION DE WEIERSTRASS

On rappelle la définition de la fonction de Weiertrass :

Pwy,wo (Z) = % + Z ! - ! (5)

(o 0,0) F w0 mea)® (o + mep)? |

Il vient immédiatement :
@w17w2 (Z) = Puwi,wo (Z + wo) — Pwi,wo (wo)'

Notons les différences :

*

(i) Les poles de gy, w, sont localisés sur A, ., alors que ceux de Gu, o, le sont sur A% .

(ii) Les zéros de @, w, sont localisés sur Ay, w,, alors que ceux de @y, o, sont inconnus.

(iii) Pour gy, w,, on particularise le pole en 0 ce qui disymétrise la fonction alors que @, o, €st par
nature symétrique.

(iv) Le choix de normalisation de @, «, €st étroitement lié¢ a la paramétrisation d’une famille précise
de cubiques. Nous verrons que le choix retenu pour @, ., permet de paramétrer une autre
famille de cubiques, elle aussi importante.

IV - Les fonctions de Weiertrass sur le réseau réduit A, = 7Z + 77Z

Comme noté précédemment, I’étude des fonctions elliptiques sur un réseau A, ., se raméne a 'étude
sur le réseau Ay ; = A, = Z + 7Z. Ceci sera largement exploité pour 1’étude de formes modulaires.
Résumons les connaissances concernant les fonctions pr = g1 - et §r = @1, sur le réseau A,.



1 1 1
T = 5 - ) - AT
() 2" Z (z4+n+mr)2  (n+mr)? Vet (6)

(n,m)#(0,0)
et

1 1 1+7
5 (2) = _ , V2eC— +A;). (7
P DR e v E i e Ea R T A R

Ces fonctions sont reliées par ¢-(2) = p, (2 + 5 + 3) — p-(5 + 3).

e LA FONCTION ©
- L’intégrale de 'équation fonctionnelle : Vz € | — 1 1[+] — 1 1[r,
S 2
52 16 — )
/Coo sm(s)sin(Ts)e 3
- Le calcul de résidus : Vz € | — 2, 3[+] — 1, 1[r,
1 X (=1)"n 1R (1)
— ~— T os(2 L Y w2 LR =0.
27 + Tnz::l sin(nwr) cos(2nzm) + T~ sin(nm/7) cos(2nzm /1)

- Les représentations de Fourier : Vz = o + 87, (o, B) € R,

- - = (1) =X (=)™
5e(2) = dir (; % D> Sﬁmﬁcos@mz)) pour [3] < 5

2 too —1)"n +oo —1)"n
_ din” ( Z (=1) + Z (=1 cos(2n7rz/7)> pour |o| < %

72 < sin(nm/7) < sin(nm/7)

n= n=

- Les représentations intégrales : Vz = o + 37, (o, 8) € R,

5 . 2 s
T ———————(cos(2s2) — 1)d 1
(&) s /01 sin(s)sin(7s) (cos(2s2) — 1)ds pour |3] < 5
2 s )
- —————(cos(2sz) — 1)d 1
sim /CT sin(s)sin(7s) (cos(2s2) — 1)ds pour |a| < 5
I neN~

Ici, C1 est un chemin orienté qui englobe les poles nm, n € N*, et C; les poles nZ,

e LA FONCTION p
- L’intégrale de 1’équation fonctionnelle : Vz € 10, 1[+]0, 1],

S .
zs(2z—1—7’)d —0.
/Coo sin(s)sin(Ts)e s

- Le calcul de résidus : Vz € ]0,1[+]0, 1],

1 = n 12 n
% —+ T; WCOS(RW(2Z — T)) —+ ; n;l WCOS(TL(2Z — 1)7T/7') = 0



- Les représentations de Fourier : Vz = o + 7, (o, ) € R?,

+oo

or(2) = ¢, — din? 7;1 $cos(mr(2z —7)) pour 3 €]0,1]

ML o (n(2z — L)m/7) €10, 1]

=d, , cos(n(2z — 1)m/7 our « €]0,1].

T2 = sin(nm/T) P
Les termes c; et d; ne dépendant que de 7 et vérifient ¢, — d, = f%.
- Les représentations intégrales : Vz = a + 7, (o, 3) € R?,
or(2) = ¢, — 8in? /C1 mcos(s(zz —1—17))ds pour 3 €]0,1]
s

—d, +8in2 [ — % 9 —1—1))ds. €0, 1[.

+ 8im /C1 sin(s)sin(Ts)COS(S( z 7))ds pour « €]0, 1]

Ici, C1 est un chemin orienté qui englobe les poles nm, n € N*, et C; les poles nZ, n € N*.

V - Les fonctions de Jacobi

Précédant historiquement les fonctions de Weieirstrass, les fonctions elliptiques de Jacobi constituent
l'autre famille standard de fonctions elliptiques.

Nous renvoyons & [Armi| et [Whit] pour les définitions de ces fonctions. Notons simplement que les
périodes sont liées a deux réels K et K’ (définies eux-méme & 'aide d’un paramétre k), que l'on
pose 7 = iK'/K et ¢ = ™™ (attention, ce n’est pas le convention usuelle dans le cadre des formes
modulaires). Pour faire le lien avec ce qui suit, on trouve les développements de Fourier de sn, cn et dn
(avec la notation en ¢) dans [Armi| et [Whit].

L’approche développée dans la partie III avec le calcul HEIEOO H (s)e%szds = 0 reste valable pour
obtenir les fonctions de Jacobi. Les démonstrations de convergefcne sont similaires a celles développées
en partie III et seront omises. Dans tous les cas, aprés une transformation z — az ot a € C, la double
périodicité se rameéne aux périodes (1,27) ou (2,27) avec I'm(7) > 0. A l'instar du choix de réseau A,
a la section précédente, la forme réduite sera déterminante pour ’étude de formes modulaires.

e LA FONCTION dn

- L’intégrale de I'équation fonctionnelle : Vz € 1+] — 1 1[+] — 3, 1[r,

/ _ L e"(22=1 gg = 0.
c.. sin(s)cos(7s)

- Le calcul de résidus : Vz € 1+4]— 2 1[+] -1 1],

- Z cos(2nmz) ; 2’0 "cos ( + w22 —1)/7) o

cos(nmT) sin((n + %)7‘(/7’)

- Les représentations de Fourier : Vz = 5 a+ Bt, (o, 8) € R,



2K X grcos(2 1
DN(z.7) = 2K anrs) = 1445 Le05Cnm2) pour |8 < & (10
T 14 g2 2
n=1
cos 2nﬂ'z
—1+2 E <= 11
+ COS TLTI’T pour |ﬁ| ( )

_ —Z "cos((n + 3)m(2z — 1)/7)

1
sin((n + $)m/7) pour || < 7 (12)

- Les représentations intégrales :Vz = % +a+ B, (a,8) € R,

2K 1 1

(z,7) - dn(2Kz) + M/Cl Sin(S)COS(TS)COS(S( z—1))ds pour || < :
= 1

- sin(s)cos(s) 2z—1))d <=

MT/C,- SiH(S)COS(TS)COS(S( z—1))ds pour |a :

A noter que C; englobe les poles (n + %)%, n € N, et Cy les poles nm, n € N*,

e LA FONCTION sn

- L’intégrale de I'équation fonctionnelle : Vz € 1+] — 1 1[+] -1 1[r,

/ %eis@zfl)ds —0.
C.. cos(s)sin(7s)

- Le calcul de résidus : Vz € 4] — 2 2[+] - %, 1[r,

2 272 202
"cos(nm(2z — 1)/7) X=X sin((2n + 1)72)

142 -2 ———==0.
+ Z cos(nm/T) Tnz:;) sin((n+ )77)

- Les représentations de Fourier : Vz = % +a+ B, (a,8) € R,

SN(z,m) = 52 sn(2Kz) = f qwsfn_(fiil)“) pour [/ < 2 (13)
- %Z e pour 8] < 2 (14)
R LN
- Les représentations intégrales : Vz = £ + a + 7, (a, 8) € R?,
SN(z,7) = % sn(2Kz) = 7r/Cl mcos(s(zz —1))ds pour |B] < %
= ﬁ - W/C,- mcos(s@z —1))ds pour |o| < %

A noter que C; englobe les poles (n + %)ﬂ', n € N et C; les poles nw/7, n € N*.



e LA FONCTION cn

- L’intégrale de I'équation fonctionnelle : Vz € 1+] — 1 1[+] -1 1[r,
1 .
/ 7618(22—1)ds = 0.
c.., cos(s)cos(Ts)
- Le calcul de résidus : Vz € 1+] — 1 1[+] -1, 1[r,

= "sin((n + $)7(2z — 1)/7) - X cos((2n + 1)72) B
; cos((n + 5)77/7 7;0 cos((n+ $)mr) 0

- Les représentations de Fourier : Vz = % +a+ B, (a,B) € R?

Kk X ¢"Facos((2n + 1)7z)
CN(z,7) = 5 en(2Kz) = Z T3 @t (16)
cos( 2n + 1 )z) 1
- CoSNAn ¥ 1)mE) S oar
2 Z cos( LnT) pour |5} < 2 (17)

1 ¥ (—1)"sin((n + r(22 - 1)/7) 1
=5 2 cos((n + Dm/7) pour |a| < 5 (18)

- Les représentations intégrales : Vz = % +a+ Br, (a, B) € R,

Kk 1 1

CN(z,7) o cn(2Kz) m/01 cos(3)cos(Ts sin(s(2z — 1))ds pour |3] < 5
! 1

= ey sin(s(2z —1))d 1

. /CT cos(s)cos(rs)sm(s( z—1))ds pour |a| < 5

A noter que C; englobe les poles (n + %)w, n € N et C; les poles (n + %)7‘(/7’, n € N.

e LES FONCTIONS nd, cd ET sd

Le lecteur vérifiera sans difficulté que l'on obtient de méme les développements en séries de Fourier
et des représentations intégrales pour les autres fonctions de Jacobi. Pour une application aux formes
modulaires, les fonctions nd, cd et sd renormalisées seront particuliérement utiles. On considére respec-
tivement :

/ ,;e%”ds:o, / %eQiszds:Oet / ;e
c.. sin(s)cos(7s) C.. cos(s)sin(7s) c.. cos(s)cos(7s)

c’est a dire, en changeant 2z — 1 par 2z dans les intégrales précédentes. Comme précédemment, les
représentations de Fourier suivantes sont valables sur z = « + 57 pour |5] < % puis |a| < % Il vient :

Zzszds — 0,



2h'K X (=1)"g"cos(2 (2
ND(z7) = 2F nd(QKz)_1+4Z( J'q"cos(2nz) _ QZM (19)

T — 14 ¢?n cos(nwT)
+00 n

i m

CD(z,7) = I;—: cd(2Kz) = :ZOZ (1)”(1“1%_6282(753? +Dmz) %:ZO: (lgili?;(fg ; i;”) (21)
L &

SD(z,7) = K’jfl sd(2K z) = io (—1)”q”:5+si;12(ﬁ? + D)m2) %g COSSH; i”; 1)) az) (23)

+00 ( 1vnu
L e e =

V - Factorisation des fonctions elliptiques

Les zéros et les poles des fonctions elliptiques étudiées précédemment sont bien localisés ce qui va
permettre de factoriser ces fonctions. Les résultats présentés ici auront un impact important dans
I’études des formes modulaires qui en résultent. Nous commencons par factoriser @, puis les fonctions
de Jacobi, ces fonctions étant rénormalisées dans les perspectives & venir.

1
e FACTORISATION DE Y(z,7) = — 162 or(2)

Afin de simplifier les expressions dans les égalités modulaires, on normalise @, en mettant aussi en

évidence la variable 7 : .

V(1) = — 25 60(2).

On rappelle la définition du réseau réduit A, = Z + 7Z et on introduit AX = HTT +7Z+ 1.

La variable 7 étant fixée, afin de compenser les zéros et les poles de z — Y(z, 7), on introduit la fonction

méromorphe
2
Z+m-—+nt
T)_l;ll;l(erwoeranT) '

En regroupant selon la variable m et en symétrisant afin d’avoir des termes convergeant, la relation

N
d’Euler sin(7rz) =7z lim H <Z + n> conduit naturellement a

N ] )
P = NLHE H si -1/2-1 QSm(ﬂ- (Z+m-)) 1/2+1/2
* =N in(r (2 -1/ /27 +nT))sin(m (z+1/2+1/27 +nT))

+oo

H sin (7 (z +nr))?
sin(m (z—1/2—=1/27+n7))sin(r (z+1/24+1/27 4+ n71))

qui, toujours & 7 fixé, converge uniformément sur tout compact de C — A} selon la variable z avec des
poles d’ordre deux. La limite est donc méromorphe, 1 et 7 périodique.
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Le théoréme de Liouville permet d’affirmer que z ~— Y(z,7)F(z,7)~! est une constante en z et il existe
une fonction 7 +— a(7) telle que :

+oo

y B sin (7 (z + nt))?
V(2 7) € (C=AD)xH, Y(z7) = alr) Hoo sin (7 (2 — 1/2— 1/2t+nt))sin (7 (2 + 1/2 + 1/2t + nt))’

2imT

Pour la suite, et conformément & 1'usage pour les formes modulaires, on pose ¢ = e et on cherche

a(q) = a(r) vérifiant :

1/2 100 _ p2imzyn _ e 2imzgn 2
Y(2.7) = —a(g)— (H( Q" q") (L—c " ") )>.
n=0

4sin (7T 2)2 1+ e2 “T'an"'l/Q) (1 + e—2im zqn+1/2

De la représentation de Fourier :

. +oo
1 ) 2n+1
S .
V(327 =3 nz:% sin(2(2n + D7)
1 =
on obtient facilement Y(§, T) = Z o1(2n 4+ 1)¢*" ! ot 0y (n Z d.
n=0 dln, d>0
On dispose alors d’une égalité modulaire
+oo
n(47)* _ 2n+1
VT eH, @) 77;001(2n+1)q ,
oun(r)=q Y/ H ) est la fonction de Dedekind, voir par exemple [Rou| page 2 ou [Koh| page
146. Et par bu1te
1 +00 (1— ¢ k+2)4

—+o00 —+o0
Grace a l'égalité H(l +4q"). H(l — ¢*t) =2, il vient
n=0 n=0
1 ¢? 17 1+ 1
Yo =—a)— || == )a'? H I o4
n:O(lfanr/) 1iqn+)(1,qn+/)
“+oo
et enfin —4a(q) = H(l — P41 — ¢4, Par suite,
n=0

+oo 762”‘-2 n —e —2imz, n 2
Y(z,7) = 2 H 2241 _ gy (H (1 ) (1 q ) )) -

168111 7TZ n—0 o (1 +6217rzqn+1/2) (1 +e—217rzqn+1/2

+oo 217rz n+1 —24mz n+1l 2
n . ¢) x (1—e'"Eg")
Y(Z77_) = SlIl 1/2 H 2 +2 1 — Jrl/2 (H 1 +6217rz n+1/2) (1 +e—2i7rzqn+1/2)>
n:O

ou, en revenant a .,

too _ p2imz n+l . —2imz, n+l 2
pr(z) = —1672 sin (7 2) 1/2 H 2"+2 qn+1/2)4<H ( (1 € q )(1 € q ) )) .

1+62i7rzqn+1/2) (1+e—2i7rzqn+1/2
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e FACTORISATION DE SD(z,7) :

Suivant la section précédente et aprés normalisation, pour 7 € H et z =z 4+ y7 :

1 "sin((2n 4+ 1)7wz) )
SD = = E 1
(z7) 2 cos((n + 3)m7) silyl <3

T i” (f1) sm((2n + 1)7z/7)

Cor cos((n + %)7‘(‘/7’)

silz| < 3

n=0
Cette fonction est elliptique en z (a 7 fixé) de période 2 et 27. De plus :
SD(z+1,7) = —SD(z,7) et SD(z+7,7) = —SD(z, 7).

Par suite 1 + 7 et 1 — 7 sont des périodes de SD(z, 7).

La fonction s’annule uniquement en Z+77Z. Ceci montre que 147 et 1 —7 forme un systéme fondamental
de période. Dans le pavé fondamental [—1,1](1 4 7) + [—2,1](1 — 7), 0 est un zéro dans intérieur
du domaine, alors que —1, 1, 7 et —7 se partagent chacun sur quatre domaines. Le pavé translaté

14+, 5](1 +7)+[-1, 5](1 — 7) contient exactement 0 et 1 comme zéro qui sont bien intérieurs.

Par suite, hors de Z + 7Z, SD(z,7) ne s’annule pas. C’est le méme phénomeéne que pour Y, de plus les
poles de SD(z,7)? sont simples et sur le réseau A* et par suite :

Y(z,7) €CxH, SD(z,7)*=Y(z,7).

En effet, 2z — SD(z,7)? est une fonction elliptique de degré 2 sur le réseau A, avec des zéros doubles
sur A, et des poles sur AZ. Il reste a ajuster la constante de proportionnalité avec un équivalent en 0
pour conclure & I'égalité annoncée par le théoréme de Liouville.

La factorisation de Y(z,7) conduit simplement a celle de SD selon les variables z et ¢ :

N 217rzqn+1) (1 _ e—2i7rzqn+1)

SD(z,7) = sin (7 z) ¢*/* 2”+2) ( - "+1/2) — .
}_[0 7]:[0 1+e2z7rz n+1/2) (1 +e 217rzqn+1/2)
e LES FONCTIONS DE JACOBI CD(z,7) ET ND(z,7) :
Pour rappel, lorsque 7 € H avec z = x + y7 :
CD(z,7) ZJFZ "cos 2n—|—1)7rz) yl < L
zZ,T) = = si 5,
24~ sin((n+ D)rT) vI=z
. . +oo
i i (=1)"cos(2nmz/T) ) 1
— R N < =
i oy — cos(nm/T) stlel < 3
"cos(2nmz) . 1
ND(z,7) = 1+22— silyl < 3,

COS nm 7'

"cos( 2n+17r27
_ ‘Z )72/T)

. 1
St jz| < 5.
sin((n + 3)7/7) ol <3

La fonction z — C'D(z,7) admet 2 et 7 comme couple de périodes fondamentales et vérifie CD(z+1,7) =
—CD(z,T). Ses zéros, tous simples, sont sur %—l—Z—i—TZ. Ses poles sont sur HTT 427417 et sont simples.
La fonction z — ND(z,7) admet 1 et 27 comme couple de périodes fondamentales et vérifie ND(z +
7,7) = —ND(z,7). Ses zéros, tous simples, sont sur 7 + Z + 7Z. Ses poles sont sur HTT + 27 + 77 et
sont simples.

12



Les développements de Fourier de SD et C'D donnent I'égalité :
1
VreH, CD(0,7)= —’L'SD(§,T +1).

Les zéros et les poles de C'D sont identifiés, en suivant le processus de factorisation de Y, il vient :

17 n+1)2 +o00 (1+6217rzqn+1) (1+672zﬂ'zqn+1)
7qn+1/2)2 H 1+6217rz n+1/2) (1+e—21wz n+1/2)

—+o0
CD(z,t) = cos (w z) ¢*/* H
1

De cette derniére égalité et de la factorisation de SD on déduit alors :

VreH, CD(0,7)=SD(: Dy . :
TeH, CDON=SDG) = iYL S = Y e e

En considérant les développements de Fourier, il vient donc :
VreH, ND(0,7)= 4iSD(%,T).

Connaissant cette relation et la localisation des poles et des racines de ND, on peut factoriser :

+oo +oo 2z7rz n+1/2) ( 672i7rzqn+1/2)
ND(z,t) = [T (1= ") (1 — g"+1)’ d , .
(27 ) };[0( q ) }_[0 1 +6217rz n+1/2) (1+e—2z7rzqn+1/2)

En résumé, Y = SD? et on a les factorisations :

(1+62m'zqn+1/2) (1+e—21Wan+1/2

+oo _ A2imz n+l _ a—2imz n+l 2
Y(z,7) = sin (r 1/2H g2 1qn+1/2)4<H (1 e )J(1—e 4 ))) 7

n=0
(25)
1/4 2n+2 n+1/2 N 217r zqn-l-l) (1 _ e—2i7r zqn—i-l)
SD(z,7) =sin(rz)q J_[O ) ( B ) }_[0 1+621ﬂ'z qnH1/2) (1 4 e—2imzgn+1/2)”
(26)
400 n+1\2 +oo 24wz n+1 —24m z n+1
_ 1/4 (1—g¢"*) (1+e>7m2g"1) (1 +e )
CD(Z t) COS (ﬂ'z nl_[o o qn+1/2)2 H 1 +6217rz n+1/2) (1 +e—217rz n+1/2) (27)
o0 o0 e2im 2 n+1/2 —2imz, n+1/2
= — "7 (1 - ¢ ¢ (L—e g t?)
ND(Z,t) - T:ll;]‘;)(l q ) 7:!1) 1 +621ﬂz n+1/2) (1+e_2iﬂ.zqn+1/2)- (28)

VII - Equation différentielle vérifiée par @, «,

La fonction de Weierstrass o = (., , €st classiquement la solution d’une équation différentielle auto-
nome y'2 = 4y3 — 60g4y — 140g¢, olt 'on a posé

1
VEeN-{0,1,2}, gr= > .
A€My ,wy—{0} “

Cette relation permet a son tour de paramétrer une cubique par z — (p(z), p’(2)). La relation (6)
montre que @, ., vérifie aussi une équation différentielle de méme type, retrouvons cela.
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Notons f(z) = Qu,,ws(z + W) = Py ws(2) — Pun.ws(Wo), f est paire et posséde un pole d’ordre 2 en 0
de résidu nul. Les développements formels de f et f/ au voisinage de 0 s’écrivent

1 2
f(z)= = + v+ ve2® + g2t +0(2%) et f(2) = = + 2upz + 4vy2° + O(2°).

Le choix a = —12vg et b = 1208 — 20v3 donne f2 —4f3 —af? —bf = —28v4 + 20vgve — 403 + O(2?). Le
théoréme de Liouville permet d’affirmer que f'? —4f3 —af?—bf = —28v4+ 20vpv2 — 413 et évaluation
en z = wyp indique

—28vy + 20vgrs — 4vg = 0. (29)

Ainsi f est solution de I’équation
2 = 4y® + awr, w2)y” + b(wi, wa)y. (30)

L’équation étant autonome, Q. w, (%) est également solution de (30). La relation (29) est une égalité
entre formes modulaires et, de méme, la nullité des coefficients du développement asymptotique de
f? —4f3 —af? — bf donne des relations entre formes modulaires.

On note Z lim Z . Un calcul direct donne

1 1 1 (—1)mtm
- _ + / _ — 4 / ,
Yo wd Z (nwi + mwsz)?  (wo + nwi + mws)? Z (n(w1 + w2) + m(w1 — wa))?

1 1
=3y '— et =5y —m ——.
v2 Z (nwy + mws)* o Z (nw1 + mws)8
Ainsi,
1)n+m
= —48
a(wr,ws) Z YT Sy "

et

_ : (-1t Ty L
e W ey ) IR O e

Il est quasiment immédiat que les coefficients vo (1, 7) sont colinéaires aux fonctions d’Eisenstein Gay (1)
pour k > 1. Plus surprenant, dans la représentation choisie, (1,27 + 1) est colinéaire a G3(7) [Diam],
ce qui renforce la pertinence de la convention développée ici. Dans le méme esprit, la conjecture abc
et la preuve d’A. Wiles du théoréme STW pour les courbes elliptiques semi-stables portent sur des
cubiques du type 3% = 23 4+ ax? + Sz et non y? = x> + ax + B comme dans la paramétrisation de
Weierstrass.

Finalement, & I'instar du cas classique, on peut factoriser cette équation et introduire un discriminant.
La fonction § = @, w, est paire, Ay, w,-périodique, bien définie en w; et wy, d'ou §'(%5-) = ¢'(%2) = 0.

Sur la surface compacte C/Ay, w, le nombre de zéros de ¢’ est égal au nombre de péles (tous comptés
avec les multiplicités). L'unique pole est d’ordre 3 et congru a w1+w2, par suite 0, <t et 2 sont les seuls
zéros modulo le réseau de ¢’ et ils sont tous d’ordre un.

On déduit :

G2 = 45" + alwr, wa) @ + blwn, wa)§ = 46(6 — H( = 2 ))(@_@(%))'

Enfin, $(2) — $(%5+) = 0 posséde exactement deux zéros sur C/A,,, w,. Puisque ¢'(%) = 0, on déduit
que % est I'unique zéro (double) de $(z) — G(%5-) = 0 modulo Ay, ., -

Par suite g(%L) # O(%2).

Le discriminant de 'équation A(wy,ws) = a® — 16b = 16(3(%-) — $(42))? est de degré 4 et ne s’annule

jamais.
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Ce type de discriminant est particuliérement intéressant dans le cadre des formes modulaires. On pose

vreH, A(r)=A(1,7).
Les relations valables sur H :

A(T +2)= A(T) et A(—l) = 745(7)

conduisent a poser Ay(7) = A(27).

Par des techniques usuelles, les égalités précédentes permettent d’établir que A4 est une forme modulaire
de poids 4 et de niveau 4, qui ne s’annule pas sur H. Elle joue sur son espace le méme roéle que le
discrimant usuel A sur 'espace des formes modulaires de poids 12 et de niveau 1.

VIII - Inverse de la fonction ¢, .,

Par construction, @, ., est paire, elle présente un zéro double en 0 et un pdle double en wy =
avec un résidu nul.

Par suite z — Guwy ws (2)Pw; ws (2 — wo) est constante non nulle d’apres le théoréme de Liouville. Notons
C(w1,w2) cette valeur.

Par parité, il vient

witwso
2

. 1 . 1
C(wlaWQ) = pwl7w2(1(w1 +w2))2 = @wl,wQ(*Z(wl +w2))2'

1
L’équation (30) indique que — = g est solution de y'? = b(w1,wa)y® + a(wi,w2)y? + 4y. D’aprés
Fwr,wa

ce qui préceéde, la fonction f n’étant solution que d’une unique équation de ce type, c’est a dire (30)
elle méme, il vient donc

1
C(wl,wg) = Zb(wl,wg).

On définit C(1) = C(1,7) qui est alors 2 périodique et vérifie C(7) = 72C(—1/7). On pose enfin
Cy(7) = C(27) et, a linstar de Ay, on montre que C; est une forme modulaire de poids 4 et de niveau
4 qui ne s’annule pas sur H.

IX — Conclusion et perspectives

L’étude des fonctions elliptiques, suivant I’approche de Weiertrass et de Jacobi forme une théorie mathé-
matique dont les éléments de base sont standardisés. Par exemple la fonction de Weierstrass p présente
un pole a lorigine. A I’aide d’intégrales de contour, dont I'introduction est justifiée par une approche
plus globale des formules sommatoires [Feau], nous avons retrouvé assez simplement les fonctions ellip-
tiques usuelles. .. A une translation prés.

Cette translation apparait naturellement dans le calcul des intégrales de contour, et cet élément man-
quant nous a permis de factoriser les fonctions elliptiques suivant I’approche présentée ici.

C’est aussi cette renormalisation qui a conduit & des développements en séries de Fourier des fonctions
de Weierstrass ou de Jacobi sur les réseaux réduits, et dont 1’observation réléve immédiatement un
caractére modulaire.

Ces développements de séries de Fourier seront un point d’accés a certaines fonctions modulaires. Ils
permettront, par exemple, de proposer des bases d’espaces modulaires dont les éléments ne s’annulent
pas sur le demi-plan de Poincaré. Quelques exemples caratéristiques de ces objets sont d’ailleurs apparus
naturellement dans ’étude de ’équation différentielle liée a une fonction elliptique de type Weierstrass,
ou dans l'inversion d’une telle fonction.
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Quand aux applications des formules de factorisation, certaines sont immédiates, en voici un exemple.

2T

1
On rappelle les notations Y(z,7) = fF@T (z) et ¢ = e*'™, une application directe de la formule de
T

factorisation (25) conduit successivement a :

1 1/2 2k+2)
1672 pT — 1 H g2kt
L7 o k+1/2 8 k+1\4
F@t(i)zn(l—q ) (1—-¢"")",
k=0
+o0 2 k+1)12 2 k+2)4
1 T+1 1—g¢q 1—gq
— Pr+( ) = H ( ) ( 3 ) :
m 2 o (1 _ qk+1/2)
Par suite, le discriminant modulaire A(q) = ¢ H (1- ¢")?* se factorise sous la forme

A@:ﬁ(@(i)ma@ﬂ(il))z-
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