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1 Introducion

Estudiamos ecuaciones differenciales de tipo F(y,...,y™) = 0 donde F(Yp,...,Y,) es una
serie formal en Yj,...,Y, con coefficientes en un cierto cuerpo de series generalizadas M,..
Nuestro problema es comprender la relacion que hay entre el conjunto de los exponentes de sus
coefficientes (que notamos Supp F') y los exponentes de los elementos de yo € M, soluciones
(que notamos Supp yo)-

Dado un grupo abeliano totalmente ordenado GG, llamamos serie generalizada con potencias

en G una expression a = E Agt9. Los coefficientes A, son reales, t es la variable abstracta

geG
y el soporte de a (el conjunto de exponentes g € G tal que A, # 0) es un sub-conjunto bien
ordenado de G. Hahn demonstro en | | que el conjunto de las series generalizadas es un

cuerpo valorado.

El estudio de las series generalizadas esta al confluente de recientes adelantos en varios
dominios. Subrayamos en los differentes contextos que vamos a citar la importencia de la theoria
de los cuerpos valorados de caracteristica cero. Tambien utilizamos en nuestro trabajo un acceso
con valoraciones.

En el caso del cuerpo R (( )) munido de la valoracion y de la derivacion usuales, hay
dos resultados cercanos. En | ], D Y. Grigoriev et M. F. Singer consideran ecuaciones
differenciales polinomiales P (z.y,...,y™) = 0 con P € Q[[z,Yp,...,Y,]]. En tal caso proban
que todo elemento de R( xR) solucion tiene sus exponentes en un Z-modulo finitamente
generado.



J.Cano estudia en | | series generalizadas con potencias racionales soluciones d’ecua-
ciones differenciales de tipo f (:p,y,y’ o ,y(”)) = 0, donde f (:E,y, e ,y(”)) € Rl[z,Yo,.... Y]]
Entonces demonstra que los exponentes de una tal serie tienen un denominador comun (serie de
tipo Puiseux). Despues utiliza su resultado para determinar el indice de Gevrey de la solucion
en funcion del de la serie formal f que define la ecuacion.

F.Cano, R. Moussu et J.-P. Rolin utilizan una version ligeramente differente de este ultimo
resultado en | | : dados una ecucion f = 0y una serie generalizada en R ((xR)) solucion,
entonces sus exponentes pertenezen a un reticulo, es decir un sub-semi-grupo finitamente gene-
rado de R, . Les sirve de etapa en la prueba de un teorema de desingularisacion de campos de
vectores en dimension tres a lo largo de una trayectoria non oscilante.

Estos resultados son casos particulares de un teorema mucho mas general probado por
J. van der Hoeven en su tesis (| |). Sin entrar en los detalles, se puede resumir asi:
una transserie con soporte bien ordenado que es solucion de un polynomio differencial con
coefficientes reticulados es tambien reticulada.

Las transseries son series formales contruidas por inducion a partir de R, x, las operaciones
de cuerpo, la exponencial, el logaritmo y un procedimiento de summacion infinita parecido a la
construcion de las series generalizadas a partir de un cuerpo ordenado abstracto. Se obtiene asi
un cuerpo totalmente ordenado, real cerrado, estable por derivacion, integracion, composicion
y tnversion funcional. J. Ecalle introduzco primero las transseries en su prueba de la conjetura
de Dulac (cf [F92]).

Encontramos en otros contextos cuerpos similares a el de las transseries llamados cuerpo
de series logaritmico-exponenciales (LE-series), o tambien series exp-log. Son utilizados en
theoria de modelos, en particular para comprender ciertas propriedades de cuerpos estables
por la exponencial (es decir un isomorfismo entre el grupo additivo del cuerpo y su sub-grupo
multiplicativo d’elementes positivos). F.-V. Kuhlmann, S. Kuhlmann et S. Shelah probaron en
| | que los cuerpos de series generalizadas non triviales no pueden ser estables por exp.
Pero pueden ser provistos de una exponencial real restringuida, y mismo de cualquiera funcion
analytica restringuida (cf | |). L. van den Dries introduzco el cuerpo de las LE-series
estudiando el problema de Tarski sobre la exponencial real (| I ).

Otro campo de investigacion que esta relatado con las series generalizadas es el de los cuerpos
de Hardy (los cuerpos de germenes de funciones reales a l'infinito estables por derivacion).
Son cuerpos naturalmente valorados y se define una nocion de rango que es el numero de
classes archimedianas del grupo de valoracion. Estos cuerpos son una eramienta importante
en el estudio de funciones non oscilantes. En particular, en el caso de rango finito, Rosenlicht
muestra en | | que existe una escala asymptotica finitamente generada en cual se pueden
desarollar los elementos del cuerpo.

F.Cano, R.Moussu y J.-P.Rolin utilizan esta propriedad en la prueba del teorema de desin-
gularisacion : el conjunto de las funciones meromorfas cerca la singularidad evaluadas en una
trayectoria trancendente non oscilante es un cuerpo de Hardy de rango menor que la dimension
del espacio que es tres. En el caso donde este cuerpo es de rango uno, muestran que las coor-
denadas de la trayectoria son soluciones de ciertas ecuaciones differenciales y entonces utilizan
el redultado de J.Cano para monstrar que el desarollo de las coordenadas son series de tipo
Puiseux.



2 Campos de vectores y ecuaciones sub-analyticas

Para illustrar la relacion entre campos de vectores, cuerpos de Hardy y series generaliza-
das, citamos a partir de | | el siguiente teorema que generaliza el precedente metodo en
dimension cualquiera :

Teorema 2.1 Sea X un campo de vectores analytico sobre una variedad analytica real M de

dimension n y v una trayectoria de X transcendente y sub-analyticamente non oscilante. Sea

p el punto limite de v y un systema de coordenadas locales analytico (xy,...,x,) centrado en

p tal que el grafico de v pertenezca al primer orthante y admita una parametrizacion xy —
o

(x1,22(x1), ... ;xp(x1)). Si cada componente de vy admite un desarollo asymptotico ch-xﬁ”,

i=1
entonces los exponentes p; pertenecen a un semi-grupo fintamente generado de R .

Para probar este resultado, empenzamos generalizando el procedimiento de eliminacion y
resolucion de ecuacion differencial de F.Cano, R. Moussu y J.-P.Rolin. Transformamos el campo
de vectores &; = a;(x1,...,r,) en el systema de n—1 ecuaciones differenciales a;(z1, . .. ,z,)x, =
a;(x1,...,z,). Entonces applicamos n—1 veces el procedimiento siguiente : derivamos la primera
ecuacion y eliminamos z, ... 2"~ a/"1 .. 2/ con las otras ecuaciones. Asi reducimos el campo

: . . -1

de vectores a un systema de n—2 ecuaciones differenciales f;(z1,22(x1), . .. ,xg" )(xl),:cg(xl), coop(x)) =
0. La proyecion del conjunto analytico A = {f; = -+ = f,_o = 0} C R*! sobre el espacio
R x {0}"2 es un conjunto sub-analytico m(A). Entonces existe una funcion sub-analytica

H tal que la curva non oscilante zy +— (zq1,29(21),. .. ,xén_l)(ml)) verifica la ecuacion H = 0.

Es decir la funcion ¢ : 1 — xl_(n_l)xg (1) es solucion de una ecuacion differecial sub-analytica
flzy,0(x1), ... ,21¢ (1), ..., 27 ¢™ Y (x;)) = 0. Entonces el teorema es una consecuencia di-

recta del resultado siguiente :

Teorema 2.2 Sea f una funcion sub-analytica en una vecindad del origen de R™1. Sea un
elemento ¢ de un cuerpo de Hardy en la origen de R, solucion de la ecuacion differencial

f(z,p(z),....0"(z)) = 0. Si ¢ tiene un desarollo asymptotico QE(SB) = Z con p; € R,
i=1
entonces los exponentes p; pertenecen a un semi-grupo finitamente generado de R, .

Nuestra prueba utiliza una decomposicion de las funciones sub-analyticas tal que se encuen-
tra en | J]oen| | : una funcion sub-analytica real en una vecindad del origen se
puede escribir como una composicion finita de funciones de los tres tipos siguientes :

i) funciones analyticas en una vecindad del origen de R”, p € N

ii) ramificaciones x +— 2", © > 0, r € Q

iii) la funcion division D(x,y) = T s ly| > |z| et D(x,y) = 0 sinon

Hacemos una prueba por inducion sobre la "complexidad de la funcion sub-analytica" re-
lativamente a la precediente decomposicion. Es decir provamos que considerando una funcion
candidata para ser solucion de la ecuacion sub-analytica, hay dos casos: o bien esta funcion

es solucion de una ecuacion mas simple (es decir con una decomposicion mas simple), o bien
ko

podemos "monomializar" la ecuacion: existe una parte inicial py, = E c;xt de ¢(z) tal que,
i=1



notando ¢(z) = pg, + ¢1(x), tenemos F(z,6(z), ... ,z"¢™ (). En particular en este ultimo caso
gg no puede ser solucion de la ecuacion, y ¢ tampoco.

Subrayamos esta dualidad que como vamos a verlo es bastante general. El resultado que
vamos a presentar generaliza este ultimo teorema a el caso de ecuaciones y soluciones en un
cuerpo de series generalizadas de rango finito.

3 Cuerpos de series generalizadas de rango finito

Nos interesamos a los cuerpos de series con potencias en un grupo abeliano totalmente
ordenado de rango finito r € N, es decir con un numero finito de clases archimedianas. El
teorema de inmersion de Hahn en | | nos dice que un tal grupo es isomorfo a un sub-
grupo del producto lexicografico de r copias de R (producto de Hahn).

Asi consideramos el caso de las series generalizadas con coeficientes reales y exponentes

en R} . Notamos el conjunto de estas series M, = R((t®iez)) donde ¢ es una variable formal.

Los elementos son de la forma a = Z Ant® con A, € R y con un soporte Supp a = {a €

a€Ry,
R}..|As # 0} que es un sub-conjunto bien ordenado de R, ,. Es conocido desde | | que
este conjunto de series es un cuerpo con la adicion usual y el producto de convolucion. Ademas

es un cuerpo valorado con valoracion v : a — min(Supp a).

Adoptamos una otra notacion para los elementos de este cuerpo. Para todo i € {1,...,r},
ponemos t; = t% donde e; = (0,...,1,...,0) con el 1 en la i-ema posicion es el i-ema generador
del grupo R". Asi v(t;) = e; > -+ > v(t,) = e,.. Podemos escribir un elemento de M,.,
a= Yt ) 13- > Mtor.

a1 €R ag€la; €ER ar€lag,... alpha,_; ER

Construimos una derivacion sobre el cuerpo M,.. Definimos las derivadas de los generadores
como elementos del cuerpo: Vi € {1,... r}, t; € M,, y anadimos las tres hypotesis siguientes :

(HO) Para todo elemento a = Z Ayt® de M,., definimos o = ZAa(ta)’ donde (t*) =

a€eRT

lex
/ /

t
(5t = 0t (a4 o).
1 r
(H1) para todos a,b € M., v(a) <v(b) & v(a) < v (V)

t t
(H2) U(—k> <v<ﬁ> Vke{l,...,r—1}
172 bkt

La primera hypotesis es lo que J.M. del Blanco-Marana llama en su tesis una derivacion bien
definida (cf?7). Las dos siguientes son equivalentes a decir que nuestro cuerpo es un pre-H-field
(cf | ]). Son hypotesis verificadas por los cuerpos de Hardy y el cuerpo de las transseries.

Ejemplo 3.1 El ejemplo que desarollamos a lo largo de esta conferencia es el siguiente :
t; = exp(—
1 xp( T )

Ponemos ¢ t2 = . y v(t1) = (1,0,0) > v(t2) = (0,1,0) > v(t3) = (0,0,1).
te = ——
T log(w)

Con la derivacion usual, tenemos :



exp(3)

/o x _ —2
t/ — P t_1t2
’ clogi(z) * P

v o(t) = (1, — 2,0) > v(th) = (0,0,0) > v(t,) = (0, — 1,2).

Para enunciar el teorema principal, damos las definiciones siguientes. Dados unos sub-
conjuntos bien ordenados X; y X, de Rg(o,..‘,o) y reales positivos a y 3, llamamos transfor-
maciones elementales :

- la suma de los conjuntos: X; + Xo = {& + & | & € X1,6 € Xo}
- la anadidura de un nuevo generador: X; + Na
- la generacion como semi-grupo aditivo: (X1) = {k1& + -+ k&, | ki € N, & € Xy, ¢ € N}
- la traslacion negativa de 3: (X1)s3 — 0
Para todo orden de derivacion n € N en las ecuaciones diferenciales que consideramos,

existen ciertos r sub-conjuntos bien ordenados 71, ...,7, de R;(o .0) construidos a partir de los
soportes de las derivadas t; de los generadores del cuerpo.

Teorema 3.2 Sea F(Yy,...,Y,) € M,[[Yy,...,Y,]]. Sea la ecuacion corespondente F(y, ...,y =

Z cryt =0 con ¢ € M, y cuyo soporte Supp F = Ujenn+1Supp c; es un sub-conjunto bien
IeNntl
t/
ordenado de R". Sea una solucion yo € M, con v (yy) > mazx < (0,...,0), —nv t_1> } En-

1
tonces los exponentes de 1y pertenecen a un sub-conjunto bien ordenado de R;(o 0) construido

a partir de Supp F, Tr, ..., T, con un numero finito de transformaciones elementales.
Este resultado tiene un corolario en el caso "reticulado", es decir:

Corolario 3.3 5i el soporte de la ecuacion y los conjuntos 11, ..., 7, son incluidos en un re-

ticulo (sub-semi-grupo aditivo finitamente generado) de ]R;(OMO), entonces el soporte de una

t/
solucion yo € M, con v (yo) > max {(O, .50), —nw (—1)} tambien pertenece a un reticulo

131
de R% 0,...0)

Para poder evaluar una ecuacion como en el teorema en una serie generalizada 1, tene-
mos que asegurarnos como en | | que v(yo) > (0,...,0), v(yy) > (0,...,0),... ,v(y(()n)) >
/

t
(0,...,0). La condicion v (yg) > maz< (0,...,0), —nv t_l es suficiente (la condicion en

(Can93] es v(yo) > ). 1

4 Compendio de la prueba del teorema principal

Las pruebas de los resultados de D.Y.Grigoriev-M.F.Singer, J.Cano, F.Cano-R.Moussu-J .-
P.Rolin, y J.Van der Hoeven utilizan unas generalizaciones del metodo del polygono de Newton-
Fine. En nuestro caso, decidemos no utilizar este metodo, y expresar directamente las relaciones
valuativas entre los exponentes de una solucion y los de los coeficientes de la ecuacion.



La idea principal de la prueba es que, cuando evaluamos la ecuacion en partidas iniciales
de mas en mas largas de una serie gy, cualquiera, hay dos casos:

- 0 bien la valoracion de la ecuacion es creciente, lo que coresponde a valores precisos de los
exponenetes de la serie

- o bien la valoracion de la ecuacion se estabiliza a partir de una cierta partida inicial.
Entonces la serie 3y no puede ser solucion.

Primero, observamos que una serie 3o con v(yo) > (0,...,0) se escribe
— p fr—1 Brogo
Yo = Z M(Ov"'vonu"f“)trr + Z tT‘fl Z M(Q---,O,Mrfly,ur)trr +
.L"'r>0 )u"r'71>0 /»LTGIT
= Yor ++Yoa
Comoen | |, definimos a partir de la derivacion inicial  nuevas derivaciones privilegiadas:
/
Y

Ve {l,....,r} , Dily) = ——
i (%)
173

/ t/

donde 9 (t—k> es el termino dominante de t_k Para todo monomio ¢,.* - - - t#* de yo 4, tenemos
k k

Dy (the -« thr) ~ pith* - - ti Bl interes es que cada derivacion es adaptada a la parte yo; de yo

que vamos a considerar. Ademas nos permite definir los conjuntos 7, que nos permiten relatar

el soporte de la ecuacion con los exponentes de la partida inicial en cual la evaluamos:

Supp (F(Yoyk, - - - Diyor)) S Supp F + Ti + Supp o
Dyt Dt Dyt, Di't,
donde’]}z<5upp tkk>+~~~+<5upp tkk>+--~+<5upp tk >—|—--~+<Supp tk >

k k T r

Ejemplo 4.1 Tenemos:

Dy = 932?/
Dy = zy
Dyy = —zlog(x)y

7. = N(1,0,0) + N(0,2,0) + N(0,3,0) + N(0,1,2) + N(0,2,2) + N(0,2,3) + N(0,3,4)
7, = N(0,1,0) + N(0,0,2) + N(0,0,3)
T3 = N(07071>

Observamos que en este caso, para n > 4, los 7 son independentes de n.

La prueba del teorema principal utiliza una inducion sobre el numero de generadores que
intervienen en la escritura de una partida inicial de yy. Es decir hay dos grandes partes:
- 1) el caso inicial donde condieramos una partida inicial o, = E Mo,....0 )t

wr>0

- ii) la inducion donde suponemos el teorema cierto para una parte inicial yo, + ... 4+ Yo g+1
y lo probamos para la parte yg .

En los dos casos consideramos directamente ecuaciones con la "buena" derivacion (la que
es adaptada a la partida inicial considerada). Tendremos despues que justificar los cambios
de derivacion que permiten pasar de una ecuacion de tipo F(y,...,y"™) = 0 a otra de tipo
F(z,...,Dpz) =0,

Primero introducimos una nocion de orden de Weierstrass de la ecuacion que generaliza la
nocion de orden de regularidad de Weierstrass en el caso de las ecuaciones algebraicas (cf por



ejemplo | ]). Una ecuacion F(y,...,y™) = Z cry) = 0 es de orden de Weierstrass

[ENn+l
w € N si:

- para todo I € N™*! v(cr) > (0,...,0)

- existe I € N"*1 con |I| = w y v(c;) = (0,...,0)

- para todo I € N™™! con |I| < w y v(er) > (0,...,0)

Toda ecuacion con soporte bien ordenado tiene un orden de Weierstrass: basta con dividir
la ecuacion por el termino dominante de los coeficientes. Nuestro orden de Weierstrass es el

analogo del orden de Newton en la prueba de J. van der Hoeven en su prueba con el polygono
de Newton-Fine (cf | |, [ D).

En la etapa inicial i) de la inducion, la partida inicial de yo es de tipo yo, = Z M,tl. Es

JSN
decir solo intervienen potencias del generador ¢, el "menos plano". Es un caso analogo a el de

rango uno (r = 1).

Dada una ecuacion F(y,...,DJ'y) = 0 de orden de Weierstrass w > 0, existen multi-indices
I € N de longitud |I| = 7 —1 tales que las derivadas parciales de la ecuacion corespondientes
FU) gean de orden de Weierstrass 1. Entonces dado uno de estos multi-indices I, notamos
Ar={J e Nt | |J| =1, v(eryg) = (0,...,0)} v definimos el polynomio anulador asociado a
I,

(X)) = Sler )XY
JEA;
donde iy es la posicion de 1 en J = (0,...,0,1,0,...,0). 77 es un polynomio escalonado de grado
menor que n. Notamos p el conjunto de sus raices positivas.
Segun la formula de Taylor, para toda partida inicial pg + M;t? de yo,., tenemos:
FO(ps + Mth) = FO(pg) + Math (mr (i + by))  con v(by)) > (0,....0)

Entonces deducimos de la desigualdad de la valoracion que hay dos casos:

- 0 bien para toda partida inicial ps+M;t* de yq.,, tenemos: v(FD(pg)) = fio i € p. En este
caso probamos por inducion transfinita que Supp 4o, € Supp FY+7,+(p) C Supp F+7,+(p)

- 0 bien existe una partida inicial ps, + Mz, t2 de yo, tal que: v(FD(ps, + Mz tho)) =
min{v(F®(ps,)),iio}. La valoracion asociada a FU) se estabiliza en v(FD(pg, + M t0)) cual
es menor que [ig.

En el caso donde para todo I tales que FD) sea de orden de Weierstrass 1 tenemos esta-
bilizacion, probamos que hay una valoracion estabilizada dominante para todas las derivadas
parciales F'/) con |I| = r — 1 a partir de una cierta partida inicial ps, de Yo,r- Entonces pode-
mos considerar la ecuacion "reducida" al orden de Weierstrass r — 1, y repitir el razonamiento
precediente con las derivadas parciales a los "pisos" menores que r — 2.

Asi tenemos los dos casos principales :

- 0 bien existe un piso k € {1,...,r — 1} tal que Supp yo, pertenece a un sub-conjunto bien
ordenado de R;(o,...,o) construido a partir de Supp F'y 7, con un numero finito de transforma-
ciones elementares

- 0 bien existe una partida inicial pg, de yo, tal que la valoracion de la ecuacion I’ = 0 ella
misma se estabiliza. En este caso, yy no puede ser solucion.



En la etapa ii) de la inducion, consideramos una partida inicial yo & y una ecuacion de la forma
F(y,...,D}y) = 0. Entonces utilizamos el mismo razonamiento, con una dificultad suplementar.

Las raices de los polynomios anuladores son ciertas valores de ju, en la valoracion (0, ... ,0, g, . . . /i)
de los terminos M,t* de yo . Tenemos entonces que determinar a que conjunto pertenecen los
(Mk+1, - - - o) cuando py es raiz de un polynomio anulador. Ilustramos esto con el diagrama
siguiente en el caso r = 2:

Para allanar esta difficultad, suponemos que yy es solucion de la ecuacion y nos reduci-
mos a el caso de una ecuacion de tipo G(y,...,D'y) = 0 con una serie solucion zy;. No-
tamos p; una raiz del polynomio anulador, pg, la partida inicial de yy con soporte S; =
{(0,...,0,pk, - - sptr) € SUpp Yo | e < p1} y suponemos que S; pertenece a un "buen" sub-
conjuntode R, (como en el teorema). Notamos fi9 = min(Supp 4o x£\S1) = (0, ... ,0,01,00 k+1, - - - s10)
y M, t*° el termino de ¥, corespondiente. Admitimos aqui que las transformaciones siguientes
son bien definidas.

Primero, transladamos la ecuacion F(y,...,Dyy) = 0 de ps, + M, t"°, es decir hace-
mos el cambio de variable y = y; + ps, + M, t*° en la ecuacion. Obtenemos una ecuacion

~

F(y1,...,D}y1) = 0 con una solucion y; = Z M,t". Esta serie tiene una partida inicial

Y1,k = Z Mutu.

K> 10,k =P1
Segundo, hacemos la explosion y; = t#°z en la ecuacion precedente. Obtenemos una ecuacion

1> o

~ . . Y1 . . Lo

F(z,...,D¥z) = 0 con una serie solucion zy5 = —. z; tiene partida inicial de forma zy; por un
9 "k tHo ’

cierto | > k.

t t)
Tercero, hacemos el cambio de derivacion & (t_k) Dyz=6 (t_l) D,z y obtenemos una ecua-
k l

. . . U . L.
cion G(z,...,D}'z) = 0 con una serie solucion z, = o de partida inicial zg;.
Entonces dividimos la ecuacion precedente por el termino dominante de sus coeficientes para
obtener una ecuacion con un cierto orden de Weierstrass, y aplicamos la hypotesis de inducion.

/
Para acabar la prueba, tenemos que justificar los cambios de derivacion y' = o (—k> Dy y
/

t
t) t ’
) <t_l> Dy =9 (t_k> Dyy con l < k.
l k
bk

En el primer caso, el cambio no es bien definido cuando v (t_) < (0,...,0) (los coeficientes
k

que proceden del cambio tienene valor negativo). Asi lo componemos con la explosion y =
" t)

) (t_l) z cual es bien definida como hemos supuesto que v (o) > max {(O, ..,0), —nv (t_l) }
1 1

En el segundo caso, el cambio no es bien definido en general. Asi lo componemos con la

t/ 2n
sl

t/
sl 2

explosion y = z, verificando que este cambio de variable es bien definido.
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