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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я 

ДЕКАБРЬ 1979 г., ТОМ XV, № 12 

УДК 517.934 

В. И . К О Р О Б О В , Р . Р А Б А Х 

ТОЧНАЯ У П Р А В Л Я Е М О С Т Ь В БАНАХОВОМ П Р О С Т Р А Н С Т В Е 

Р а с с м о т р и м уравнение 

-%L=A(t)x+B(t)u9 (1) 

где х£Х, u£U; X, U — банаховы пространства ; B(t)Q3?(U, X), A(t)£ 
£3?(X) при всех t^Q; 9?\Е, F) — п р о с т р а н с т в о линейных ограниченных 
операторов , действующих из Е в F, 9? (X) =g(X, X), кроме того, пред­
полагается , что семейства операторов A(t) и B(t) таковы, что з а д а ч а 
Коши д л я уравнения (1) имеет единственное решение, если управление 
u = u(t) представляет собой интегрируемую по Бохнеру вектор-функ­
цию на конечном интервале , т. е. если ^ ( - ) G L i ( [ 0 5 Т], U), Т>0 (здесь 
и д а л е е и(-)—управление, р а с с м а т р и в а е м о е к а к элемент функцио­
нального п р о с т р а н с т в а ) . 

Уравнение (1) на зывается точно у п р а в л я е м ы м , если д л я любого 
Хо£Х существует интегрируемая по Бохнеру функция u(t) т а к а я , что 
решение x(t) уравнения (1) с н а ч а л ь н ы м условием х(0) = х 0 и у п р а в ­
лением u = u(t) удовлетворяет условию х(Т)=0 при некотором Т > 0 . 

Д а л е е п о к а ж е м , что время Т попадания в нуль м о ж н о считать оди­
наковым д л я всех Хо£Х. 

Известно , что решение уравнения (1) с н а ч а л ь н ы м условием л'(0) = 
=х0 имеет вид 

t 

x(t)=0(t) ( x 0 + J Ф - 1 ( Т ) 5 ( Т ) Ы ( Т ) Й Т ) , (2) 
О 

где Ф ( / ) — решение однородного операторного уравнения 

йФ 
dt = Л ( О Ф (3) 

с начальным условием Ф (0) = / , / — единичный оператор в простран­
стве X. 

П о л о ж и м Ч г ( / ) = Ф ~ 1 ( / ) . Очевидно, точная у п р а в л я е м о с т ь у р а в н е ­
ния (1) эквивалентна тому, что множество 

т 

Q = | x : х= J W(x)B{x)u{x)dx, a ( . ) G L i ( [ 0 , Г ] , U) } 
о 

совпадает со всем пространством X. Если Q всюду плотно в X, то урав ­
нение (1) н а з ы в а е т с я е -управляемым. 

Р а с с м о т р и м т а к ж е автономное уравнение 

- g - =Ах+Ви. (4) 
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В этом случае Ф ( ^ ) = ехр (At). Вопрос о точной управляемости в бес­
конечномерном пространстве р а с с м а т р и в а л с я впервые в работе [1] д л я 
уравнения 

ЧГ = А х + Ь и ' 

где ЬбX, X — гильбертово пространство, и — с к а л я р н о е управление . 
В [2, 3] р а с с м а т р и в а л с я вопрос об е -управляемости линейных у р а в ­
нений. 

Если пространства X я U конечномерны, то понятия точной у п р а в ­
ляемости и е -управляемости совпадают. Необходимым и достаточным 
условием точной управляемости конечномерной системы служит хоро­
шо известный критерий К а л м а н а [ 4 ] , который можно записать в сле­
дующей ф о р м е : 

Sp {BU9 ABUy . . . , An-*BU} =Х, 

где п — размерность пространства Х9 А{В1] — области значений опе­
раторов AlB (i = 0, 1, . . . , я — 1), S p { . . . } — и х линейная оболочка. 

Аналог этого критерия д л я е-управляемости в бесконечномерном 
пространстве получен в р а б о т а х [2, 5J, д л я уравнения (4) он формули­
руется таким о б р а з о м : 

c l S p {ВU, ABU, A*BU, . . . } = Х , 

где cl Sp {BU, ABU, . . . } — з а м ы к а н и е линейной оболочки областей 
значений А1В0, i = 0, 1, 2, . . . Д р у г и е критерии с о д е р ж а т с я в [ 5 — 7 ] . 
Существен тот факт , что уравнение (4) не может быть точно у п р а в л я е ­
мым, если оператор В является вполне непрерывным [ 5 — 8 ] . В случае, 
когда X и U — гильбертовы пространства , известен критерий точной 
управляемости , который формулируется [9] т а к : оператор 

т 

К= J ехр (—Ах) В В* ехр (— A*x)dx, 
о 

действующий из X в X, д о л ж е н быть обратимым. 
Н а м и получен критерий точной управляемости , я в л я ю щ и й с я обоб­

щением критерия К а л м а н а . П р е д в а р и т е л ь н о д о к а ж е м следующую тео­
рему. 

Т е о р е м а 1. Пусть оператор-функция B(t) ограничена почти всю­
ду. Тогда если уравнение (1) точно управляемо за свободное время, то 
оно точно управляемо и за фиксированное время. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем оператор ST: 
г 

STu(.) = J W(x)B(x)u(x)dx. 
о 

При к а ж д о м Г оператор ST действует из Li ( [0 , 7 ] , U) в X. Легко ви­
деть, что он линеен и ограничен (ограниченность следует из равномер­
ной непрерывности оператор-функции W(t) и ограниченности почти 
всюду оператор-функции £ ( / ) ) . Точная управляемость за свободное 
время означает , что 

U STLt=X, (5) 

где 5 T L i — область значений оператора ST. 
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Известно, что в (5) можно ограничиться счетным объединением, т а к 
к а к STLidST«Li, если Т^.Т0. Д р у г и м и словами, соотношение (5) мож­
но представить в виде 

со 

U STnLi=X, 

где 0 < 7 i < T 2 < . . . Т а к к а к пространство X банахово , то существует 
/ ^ 1 такое , что SriLi— множество второй категории (по теореме Б э р а ) . 
Это в свою очередь влечет за собой соотношение STiL\=X (по теореме 
об открытом отображении [10, с. 5 8 ] ) , а это означает , что уравнение 
( I ) точно у п р а в л я е м о за время Ti и, следовательно , за любое время 
T^Ti, п о л а г а я управление u(t)=0 при / > 7 \ - . Теорема д о к а з а н а . 

Критерий точной управляемости уравнения (4) дает с л е д у ю щ а я 
Т е о р е м а 2. Для точной управляемости уравнения (4) необхо­

димо и достаточно, чтобы при некотором &J>0 

Sp {BU, ABU, ..., AhBU} =X. (6) 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть уравнение (4) точно у п р а в л я е м о . Тог­
да существует Г > 0 такое , что оператор S r , определенный в д о к а з а ­
тельстве теоремы 1, о т о б р а ж а е т L i ( [ 0 , 7 J , U) на все X. Отсюда следует 
[ I I ] существование а > 0 такого, что все операторы Q G i ? ( L i ( [ 0 , Л , 
с/) , X), удовлетворяющие условию 1 ! 5 Г — Q | | < a , о т о б р а ж а ю т 
Li([0, Г ] , U) на в с е Х . 

Р а с с м о т р и м операторы S£, k = Q, 1, 2, определенные соотноше­
ниями 

и т 

'slu(-)=Jli (~1)И А"в] t " " ( T ) d x , 

при M ( - ) 6 L i ( [ 0 , Т], U). Очевидно, что S£ — линейные ограниченные 
операторы. 

Р а с с м о т р и м | | 5 Г — S £ | | : 
оо Т 

\\(ST-SZ)u(.)\\=\\ £ (-\)"/п\А"В J т»и (т ) с?т| |^ 
n=h+l 0 

оо. Т 

< Yi \\А\\»\\В\\Т»/п\ J | | « ( T ) | | d T . 
n=h+i 0 

Т 

Т а к к а к J \\и(х) \\dx= \\и( •) ||, то 
о 

оо 

Взяв k, достаточно большим, получим | | S T — S £ | | < a . И т а к , S£ осу­
ществляет о т о б р а ж е н и е пространства L i ( [ 0 , Г ] , С/) на все простран­
ство X. 

т 
Пусть un=( — l)n/n\ § xnu(x)dx, я = 0, 1, £, тогда д л я любого 

0 

хвХ существуют и0, ии uh такие , что я = J^AnBun, а это означает , 
п = 0 

что Sp {BU, ABU, ..., AhBU} =Х. Необходимость д о к а з а н а . 
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у--

Д о с т а т о ч н о с т ь . Введем пространство У, элементы которого 

и } \, где k — минимальное число такое , что выполнено усло-

вие (6) , и&и при 1 = 0, 1, 2, k, т. е. У — произведение (k+l) про­
странств U. Операции сложения и умножения на с к а л я р вводятся 
естественным образом. Н о р м у в У введем таким о б р а з о м : и 
\\У\\ — И \\иг\\у тогда пространство У с введенной нормой является ба-

наховым. 
Пусть С — линейный ограниченный оператор, определенный равен-

k 
ством Су—^АпВип. И з условия теоремы следует, что он отобра-
ж а е т пространство У на все X. 

Д а л е е доказательство проводится по методике, предложенной в 
[12J. Управление u(t), переводящее точку xQ в 0, ищем в классе кусоч­
но-постоянных функций, д л я этого отрезок [0, Т] (Т определяется да­
лее) разобьем на равных частей [U, ti+i], i — 0, 1, 2, k. Че ­
рез G обозначим 6 = Г / ( & + ! ) • В качестве управления возьмем функцию 
ii(t) =щ при t£ [ti, ti+i], i = 0, 1, 2, . . . , k, тогда 

T oo k 

STU(.)= J exp (— Ax)Bu(x)dx = ^ ( — \)п/п\АпВ^ J xnu4x. 
2 = 0 t. 

Учитывая , что ti = iQ, получим 

к (2+1)9 

71=0 П - 2=0 20 

[ ( i + l ) n + 1 — i " + 1 ] 9 n + 1 W i = ' 
oo /i 

I > f i £ <-1 )" 

2J ( - i ) n ' ,„ , M t e - + ^ 2 + 
г=() ( я + 1 ) ! 

V Y 1 ( j + i ) n + i _ , - n + i 

Обозначим 

V ( l + l ) n + l — 
^ n = Z j ( - l ) n

 T — T T ^ 9 " + ^ ; /i = 0, 1, k, (8) 
2 = 0 V ^ l 1 ) -

и введем векторы у | , z = | v } | , у, г — элементы простран-

3. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е у р а в н е н и я № 12 
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ства Y. Соотношения (8) определяют оператор Д отображающий Y в себя, 
z = Dy, который записывается в виде 

0/ 9 / . . . 9/ 

_ JL 0 2 / ( _ ! ) Z Z L L 0 2 / . . . ( _ !) ( f e . + I ) 2 — f e 2 . Q2/ 

D _ 2! 2! 2! 

(-DhQk+ii , 1 ) f e

2 f e + 1 - i e ^ 7 1)fe(fe + D f e + i - f e ^ e f e + i / 

(fe + 1)! ( £ + 1 ) ! ' + 

где / — единичный оператор в пространстве U. П о к а ж е м , что опера­
тор D линейный и ограниченный, более того, он имеет ограниченный 
обратный. Действительно , матрица 

9 9 . . . 9 

_ J L 02 ( _ 02 . . . ( _ 1) (k + V 2 - k \ 0 2 

2» 2» 2 ' 
[D] = 

(-D f ee f e + 1

 ( l ) h 2 f e + 1 - i Q f e + i ( l)h(k + i ) h + * - k h + * Q h + i 

(k + i)\ (k + i)\ (k + i)i 

о п р е д е л я е м а я оператором Д неособая . Р а с с м о т р и м оператор из 3?(У), 
имеющий следующий в и д : 

/ aQ0I UQJ 

ai0I aXiI 

\ah0I akil . . . 

где uij (i, / = 0, 1, k) — э л е м е н т ы матрицы, обратной [£)] . Л е г к о 
видеть, что этот оператор — обратный D оператор . 

Введем линейный ограниченный оператор R 
оо k 

( i + l ) n + 1 — i n + 1 

A»BZJ ( - 1 ) " — / , n t в"+1и<, 

который действует из У в X. Тогда соотношение (7) з апишется в виде 

STu(.)= CDy+Ry = Cz+RD~iz. (9) 

З а м е т и м , что операторы R и D~l з ависят от 9, в то время к а к оператор С 
не зависит от 9. 

Р а с с м о т р и м оператор F = C-\-RD~i и п о к а ж е м , что при достаточно 
малом 9 он о т о б р а ж а е т У на все X. Д о к а з а т е л ь с т в о основано на 
том, что норму ШО-л\\ можно сделать сколь угодно малой за счет вы­
бора 9. Т а к к а к H ^ D - M l ^ l l f l l l l l l M L то, оценив \\R\\ и IID"1!!, получим 
соответствующую оценку д л я H^D - 1 ! ! . 

Оценим с н а ч а л а \\R\\. Д л я произвольного у £ У имеем 
оо к 

V V ( t ' + l ) n + 1 — г ' п + 1 

2J iHii"iifiiie"+'2j f w - u T i ш -
n=h+l г = 0 \П~Г1)-
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Возьмем б ^ - щ ^ '
 T O r ^ a Xi \Шп&п+*=\\А\\ь+Щ*+* \-\\A\\Q ' ПрИ" 

1 П ~ Ш 

чем 

/ ( t + l ) n + l _ i n + l \ 
:2 . Обозначим Nt= m a x I 7—r-гг-. / , получим 

ft 
2 = 0 

Таким образом, если 9 ^ • 2\\д\\ у т о д л я с п Р а в е Д л и в а оценка 

| | i ? I K 2 | | S | | y V 1 H P + W + 2 . (10) 

Произведем теперь оценку д л я Ц/)""1!!- Нетрудно видеть, что 
и 

| | D - i | | = = m a x 2 \ aij\- Т а к к а к ац — элементы матрицы, обратной [D], 
0 < i < f e j = 0 

то a 2 j = ( — l ) i + J " — ^ — , где Mij — миноры k-ro порядка , а a-определи-

тель матрицы [D\. Н а с интересует зависимость \\D^L\\ от 0. Л е г к о ви­
деть, что 

fe+i fe+i 
d=N2U&, Ми=Ы{$-«+*>и&> U / = 0 , 1, 

/ = 1 z==i 

где Л^2, Л̂ 2.?- — некоторые константы. Если предположить , что 0 ^ 1 , и че-
fc+i 

рез N3 обозначить m a x то получим ^ Л ^ 3 9 _ ^ + 1 ) П 9Z при 
0 ^ 2 , j < k l=i 

всех /, / = 0, 1, . . . , k, следовательно , 

l l^- ' IKC^+l) max l a ^ K ^ + ^ ^ - e - C + i ) . (11) 
O ^ i , j^k | i V 2 | 

И з (10) и (11) вытекает , что 

| | / ? D - i | | < 2 ( * + l ) - Щ - | | В | | | | Л | | * + ^ , (12) 

при 9 ^ min ^ 1, 2\\А\\ ) ' а Э Т ° о з н а ч а е т ' ч т 0 Н^?" - 1!! можно сделать 

Г 
сколь угодно малой за счет выбора 9 = ^ ^ . 

Т а к к а к RD~I = F—C и С о т о б р а ж а е т У на все X, то при достаточ­
но малом 9о F т а к ж е будет о т о б р а ж а т ь пространство У на все про­
странство X д л я всех 9 < 9 о - Д р у г и м и словами, д л я любого х0£Х су­
ществует Zo£Y такой, что XQ = FZ0. 

ГА 
Пусть «/o=l : ' I определен из равенства yo=D~lZo, тогда, если 

к 7 

взять в качестве управления функцию u°(t)=u° при t£[ti9 U+i], из соот­
ношения (9) получим STu°(-)=x0, Г = ( & + 1 ) 8 , 9 < 9 0 , а это означает, 
что уравнение (4) точно у п р а в л я е м о . Теорема д о к а з а н а . 

З а м е ч а н и е 1. И з д о к а з а т е л ь с т в а теоремы 2 видно, что если 
уравнение (4) точно у п р а в л я е м о за какое-либо время Го, то оно точно 
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у п р а в л я е м о и за любое время Г ^ Г 0 и, следовательно , за любое другое 
время Г > 0 . Действительно , если Г > Г 0 , то управление , переводящее 
точку Хо в нуль за время Г 0 , можно доопределить нулем при t>T0. 

З а м е ч а н и е 2. В качестве допустимых управлений в определе­
нии точной управляемости рассмотрены w ( - ) G L i ( [ 0 , 7 ] , £/), на самом 
деле, к а к это видно из д о к а з а т е л ь с т в а теоремы 2, м о ж н о ограничиться 
кусочно-постоянными управлениями . Этот класс управлений входит в 
пространство существенно ограниченных функций со значениями в U: 
Loo ([О, Г ] , U). М и н и м а л ь н о е число переключений равно k, где k — наи­
меньшее число, д л я которого выполнено (6 ) . 

И з теоремы 2 м о ж н о получить критерий точной управляемости , до­
к а з а н н ы й в [13] с предположением, что U — рефлексивное простран­
ство. Здесь это не предполагается . 

Т е о р е м а 3. Уравнение (4) точно управляемо тогда и только 
тогда, когда соотношения 

\шВ*А*% = 0, i = 0, 1, 2, 

влекут за собой l i m / n = 0. 
П->оо 

З а м е т и м сначала , что если оператор Q G i ? ( X i , Х2), где Xi и Х2— ба­
наховы пространства , о т о б р а ж а е т Xi на все Х2, то [10] существует б > 0 
такое , что д л я всех f£X* имеет место 

I I Q * / I I ^ 6 1 I / | | . (13) 

Отсюда следует, что если l i m Q * / r i = 0 > то l i m f n = 0. Д л я д о к а з а т е л ь с т в а 
П - > о о П - > о о 

теоремы применим этот ф а к т к операторам Ck£2?{Yk, X), где Yk есть 
прямое произведение ( & + 1 ) пространств U, k = 0, 1, 2, 

k 

Ckyk = 2 АпВип, yk 

п=--0 

k 

Н о р м а в Yk будет, к а к и в У, \\ук\\ = 2] 1|ып||. 
Пусть f(±X*. Р а с с м о т р и м С*/бУ*. Известно [14 ] , что у\бУ*г имеет 

вид y*k = (u*0, и\, и\), где u*£U*, 1 = 0, 1, k, и норма в У* 
будет 

\\у*\\ = m a x \\и*\\. 

Отсюда следует, что 
| |C*/| | = m a x \\В*А*Щ. (14) 

Перейдем к непосредственному д о к а з а т е л ь с т в у теоремы 3. 
Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть уравнение (4) точно у п р а в л я е м о . Тог­

да существует k0 такое , что при к а ж д о м k^k0 оператор Си о т о б р а ж а е т 
Yk на все X. Пусть последовательность {fn}czX* т акова , что 
НтВ*Л**7п = 0 д л я всех i=0, 1, 2, тогда из (14) следует, что 

H m C * f n = 0. Отсюда (при k^h) в силу (13) следует, что \\mfn = 0. 
?7->оо п-^оо 

Необходимость д о к а з а н а . 
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Д о с т а т о ч н о с т ь . От противного. Пусть выполнено условие 
теоремы, но тем не менее уравнение (4) не является точно управляе ­
мым. Тогда д л я всех & = 0, 1, 2, . . . оператор Ck не о т о б р а ж а е т Yh на 
все А'. Д р у г и м и словами, для к а ж д о г о /г = 0, 1, 2, . . . существует после­
довательность {^}™=1аХ* т а к а я , что I I / * 11 = 1 и H m C * ^ = 0. Отсюда 

получим, что 
m a x | |5*Л**р11^1/& при п^щ. (15) 

Рассмотрим последовательность {fh }?° . И м е е м \\fk \\-

£ = 1 , 2 , . . . и в силу (15) \\mB*A*ifh = 0 при к а ж д о м i-
k-+oo 

- 1 д л я всех 

= 0, 1, 2, 

а это противоречит условию теоремы, так как {fh } не сходится к нулю. 

Теорема д о к а з а н а . 
Рассмотрим неавтономное уравнение (1) . Пусть A(t) и B(t) — а н а ­

литические оператор-функции на [0, Т]. Введем операторы Lu(t) 

L0{t)=B(t), 

Lk(t)=-A(t)Lk-i(t) + 
dh 

dtk 

£ = 1 , 2 , . . . ; /б [0, T]. Тогда нетрудно показать , что 

dtk •W(t)B(t)=W{t)Lk(t), t£ [0, Г ] . 

И з аналитичности A(t) и B(t) следует аналитичность оператор-функ­
ции W^Bit). И м е е м д л я всех / 6 [ 0 , Т] 

оо 

W(t)B(t) = ZJ W(to)Lk(U)-V , (16) 
fe=o * ! 

где to — произвольная точка из [0, Т ] . 
Справедливы следующие утверждения . 
Т е о р е м а 4. Пусть A(t) и B(t) аналитичны на [0, Г ] . Для того 

чтобы уравнение (1) было точно управляемым, необходимо и достаточ­
но, чтобы при некотором 

Sp {L0(t0)U, Li(tQ)U, Lk(t0)U}=X. 

Т е о р е м а 5. Пусть A(t) и B(t) аналитичны на [0, Т]. Для того 
чтобы уравнение (1) было точно управляемым, необходимо и достаточ­
но, чтобы из соотношений 

l i m L * (*o)/n = 0, k = 0, 1, 2, 
П - > о о 

следовало l i m / n = 0. 

Они д о к а з ы в а ю т с я т а к ж е , к а к и теоремы 2 и 3. 
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