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Abstract

This paper introduces Switching Processes, called SP. Their constructions are
inspired by the PDMP’s ones (PDMP stands for Piecewise Deterministic Markov
Process). A Markov process, called the intrinsic process, replaces the PDMP’s flow.
Jumps are added; they occur randomly as their locations; their distributions de-
pend on the process’s trajectory between them. When the intrinsic process is a Levy
process, thanks to its Lévy-Itd decomposition as a semi-martingale, we obtain the
expected Kolmogorov equations for the SP. The results are extended to Ito-Lévy
processes, in particular to diffusion processes.

Résumé

Dans cet article, nous introduisons les processus avec changements de rythmes.
Leur construction est inspirée par celle des PDMP (Piecewise Deterministic Markov
Process). Ces processus, notés SP pour Switching Processes, sont construits & partir
d’un processus dit intrinseque qui remplace le flot déterministe de la construction
des PDMP. Des sauts sont ajoutés a ce processus intrinseque. Ils se produisent a
des instants aléatoires, les lois de ces instants et leurs localisations dépendent de
la trajectoire du processus entre ceux-ci. Lorsque le processus intrinseque est un
processus de Lévy, son écriture comme semi-martingale (décomposition de Lévy-1to)
nous permet d’obtenir les équations de Kolmogorov auxquelles on s’attend pour le
SP. Les résultats s’étendent aux processus d’Ito-Lévy et en particulier aux diffusions.

1 Construction des processus avec changements de ryth-
mes

Soit ¢ = (((t))+>0 un processus cad-lag, appelé processus intrinseque, que nous
supposons a valeurs dans R¢ pour simplifier. Notons P(Rd) I’ensemble des probabilités
sur R? muni de la tribu borélienne. Les changements de rythmes consistent & lui
ajouter des sauts selon un taux et un lieu de saut qui dépendent de I’état du processus.
Le taux est caractérisé par une fonction A : R — R, et le lieu du saut par une



probabilité de transition Q : R? — P(R). On suppose que presque stirement quelle
que soit la loi initiale de ¢ il existe & > 0 tel que [5 A(¢(v)) dv < +o0 (propriété que
doit vérifier un taux de hasard). Pour simplifier on suppose également que presque
sturement quelle que soit la loi initiale de { on a f0+oo A(¢(v)) dv = +0o0, ce qui entraine
que pour M défini ci-dessous par (1) on a M((;R? x Ry) = 1.

La terminologie ”changements de rythmes” (switching en anglais) provient de
certaines applications. Le modele que nous allons présenter permet par exemple de
modéliser des phénomeénes dans lesquels les parametres changent a certains instants
aléatoires. Dans ce cas le processus ( est en fait une famille de processus ((;)ier et
apres un saut I’évolution du phénomene qui était décrite par le processus (; devient
régie par le processus (j, j étant choisi selon une probabilité @) qui dépend de i et de
I’état du processus a 'instant du saut ; des exemples sont donnés dans le chapitre 8
de [4]. Mais, comme indiqué ci-dessus, pour simplifier nous supposons ici que ¢ est &
valeurs dans R%.

Dans [3], J. Bect s’intéresse aux processus de Markov diffusifs par morceaux, cela
correspond au cas ou le processus intrinseque est une diffusion. De nombreux exemples
d’applications sont donnés dans son introduction.

Posons )
M (¢ dz, dv) = M¢(v) e~ Jo MWD (¢ (v); dav) dv. (1)

Définition 1 Un processus a changements de rythmes (Switching Process ou SP)
associé a ¢ et M d’état initial xo € RY est un processus X = (Xt)i>0 qui peut étre
construit de la maniére suivante :

1. soit ¢V un processus dont la loi est la loi de ¢ sachant ¢(0) = o,
2. la loi de (Y1,T1) sachant ¢V est M(¢WD; dx, dv),
3. pourt < Ty, X; = CV(t) et Xp, =Y,

on suppose construits (V... ¢ Y1, Ty, ..., Y, Th (n>1),

4. soit C(”Jrl) un processus dont la loi sachant C(l), e C(”),Yl,Tl, e, Yy, T, est
la loi de ¢ sachant ((0) = Yy,

5. la loi de (Yny1, Tpy1 — Tp) sachant ¢V, ... ¢ Yy Ty, ... Y, T, est
M (¢ dz, dv),

6. st Tn S t < Tn+17 Xt — C(n+1) (t - Tn)v et XTnJrl = In41-
On pose Ty = 0, Yy = xp.

On suppose que limy,_, o T, = +00, ce qui est le cas sous 'hypothese A bornée
que nous ferons ultérieurement.

2 Approche semi-régénérative
On définit le noyau de renouvellement N sur R? par
N(z,dy,dv) = E(M (¢ dy, dv) / ¢(0) = x), (2)

au sens ou

/]Rd><R+ ¢(y,v) N(z,dy, dv) = E(/Rdxﬂh o(y,v) M(C; dy, dv) / ((0) = x)



pour toute fonction ¢ mesurable positive définie sur R? x R

Le processus (Yy,, Ty, )n>1 est un processus de renouvellement markovien de noyau
de renouvellement N et la loi de (Y7,T1) sachant Xy = z¢ est N(zg,-,-). Le proces-
sus (X¢)e>0 est un processus semi-régénératif associé au processus de renouvellement
markovien (Y, Ty )n>1-

Nous définissons (Z;, A;) par Z; =Y, et Ay =t —T, sur T,, <t < Tp+1 (n > 0).
Nous appelons (Z;, At)i>0 le CSMP (Completed Semi-Markov Process) sous-jacent
au SP (Xt)tZO-

Proposition 2 Soit (X;)¢>0 un SP associé a ¢ et M donné par (1), (Zi, Ar)i>0 son
CSMP sous-jacent et (Yy, Ty)n>1 le processus de renouvellement markovien associé.
On pose Ny = Zn21 Lyr,<t)-
Soit g une fonction mesurable positive définie sur Ry x R? et t > 0. Alors :
E(g(t, X¢) / TNy, Zt, At) = P(Tn,, Ze, Ar) - p-s.

avec

E <g<s T, C(0)) e ACw) v ) ¢ (g) = )
E(e‘ Jo AC@)dw /() = Z>

U(s,z,v) =

En particulier :
E(g(t> Xt)) = }E(d}(TNt? Zt7 At))

Démonstration : Posons F,(v) =P(Ty >v/((0)=2)=E (e_ Jo M) dw /0y = z) .

Soit 1 une fonction mesurable positive définie sur R; x R x R,. On a :

E(wO(TN“Zt,At) g(ta Xt)) = (3)
Z IE<1{Tn<t} wO(Tna Yn? t— Tn) E(g(ta C(n—H) (t - Tn)) l{Tn+1—Tn>t—Tn} / Yna Tn))
n>0

Or:

E(g(t, ("™t — T0) Lir oy —1pst-1y / Yoo Tn)
= E(g(t — Ty + T, (T (= T3)) M(CTY RIX]E — Ty, +00]) / Y, Tn>

= Y(Tp,Yn,t —Tp) Fy, (t = T,) = W(Tyn, Y, t — T) P(Tyy1 — Ty >t — Ty ) Yo, Ty)

En reportant dans (3), nous obtenons E(vo(Tn,, Zt, At) 9(t, Xt)) = E(vo(ThN,, Zt, At)
V(Tn,, Zt, Ar)). m

On peut appliquer au SP (X;);>0 les résultats sur la convergence des processus
semi-régénératifs. Notamment, dans le cas non-arithmétique et sous des conditions
précisées par exemple dans [1] ou [2], on obtient :

[e( [ stconasco =2 i) miaz
[ BT 60) = 2) iz
/Rd 1@(/]R+ S(C(0)) =I5 AN gy 7 0y = Z) )

/RdE</R+ e~ S M@ dw gy, 1 ¢ (0) = Z) (d2)

ou m est la loi stationnaire de la chaine de Markov (Yy,)n>1.

E(g(Xt))

t—00




3 Cas d’un processus intrinseque markovien

Théoréme 3 Un processus a changement de rythmes associé a un processus de Mar-
kov ¢ et a M donné par (1) est un processus de Markov.

Ce théoreme est une conséquence immédiate du théoreme suivant démontré dans
[4].

Théoreme 4 On suppose que :
1. le processus C est un processus de Markov.
ii. pour tout s € Ry et toute fonction mesurable positive ¢ définie sur R x R :

/ o(210) Ly M(C; dz, dv)

RdXR+

— M(GR%x]s, o)) / o(mvt ) MC(s+ - )idzdv),  (4)
RdXR+

iti. pour tout s € Ry, M((; R x [0, 5]) est mesurable pour la tribu engendrée par
les variables aléatoires ((v),v < s.
Alors le SP (Xt)t>0 associé a ¢ et M est un processus de Markov.

4 Cas d’un processus intrinseque semi-martingale
Théoreme 5 Nous supposons que
M (G5 dz, dv) = A(¢(v) e~ o MWD& Q(¢(v); dz) dv

et que \ est borné.

Soit (D(Ap), Ao) un opérateur sur les fonctions a valeurs réelles définies sur R x
F, bornées sur [0,t] x F pour tout t > 0. Nous supposons que pour toute fonction g
appartenant o D(Ap) :

1. le processus t — g(t,((t)) est une semi-martingale de la forme

a(t.(8)) = 9(0.¢(0)) + /0 Aog(v, C(v)) do + M}

ou M} est une martingale,
2. la fonction Apg est bornée sur [0,t] x F' pour tout t > 0.
Soit U un SP associé o ¢ et M et g € D(Ap). Posons :

dog(v, 2) = Aog(v,2) + A(2) /F (90, 1) — 9(0,2)) Q(z: d=1),

On suppose que pour tout s > 0, 7sg € D(Ao) et Agtsg = 75 Apg. Alors :

Blalt. 90)) = E(g(0.%0) + | E(ag(s. ) ds

Démonstration : Nous allons nous appuyer sur la proposition 2 dont nous repre-
nons les notations. Nous posons E,( - ) =E( - /¢(0) = 2).

Remarquons que ¢ étant cad-lag, {v : {(v—) # ((v)} est dénombrable donc pour
toute fonction mesurable f : R, x R — R, nous avons f(v,((v_))dv = f(v,{(v)) dv.



Soit g une fonction bornée appartenant a D(Ap). La formule d’Ité6 donne

D 1,0) = 90,6000 + [ e TN A5 (o)) s

0
+/e Jo Mc(w) dw M9
0

avec Ajg(s,z) = Aog(s,z) — A(z) g(s,x), d’ou

E. (e~ 2w g4, (1)) — g(0, ) = E (/0 A gy 0, G(0)) o) . 5

Soit N le noyau du processus de renouvellement markovien (Y;,,73,),>0. Nous
écrivons N (z,dy, dv) = 1g, (v) dFy(v) B(x,v;dy) ot dF, est la loi de T sachant Xo =
x et B(x,v;dy) la loi de Y] sachant 17 = v et Xy = z. D’apres (2) nous avons :

Ie. () dFy(v) = | N(a,dy, dv) = Eo(A(((v)) e Jo XD ) ay,
R4
donc dF,(v) peut s'écrire dFy(v) = £(x,v) e~ Jo Ew)dw gy, of
) dw A

fO
l(z,0) = ( v ))) < [[Al]oo- (6)

E, (e— J M) dw)

Il s’ensuit que E(Ny) < 400 (V01r par exemple [4] corollaire 5.9).
Remarquons que F,(v) = E, (e~ Jo AC@)dwy > o~[Xlec v Posons

bls,2,0) = E, (€00 g (s v, ((0))) /F(v).

La fonction 9 est bornée sur Ry x R? x [0,t] et compte-tenu de (5) appliqué & 74g,
la fonction v — ¥(s, z,v) = E, <e_ Jo ACw)dwg gy U,((U))) /F.(v) est absolument
continue. Notons 03t "sa” densité, elle est bornée sur [0, A] x R? x [0, B] pour tous

A>0,B>0.
Posons :

Lap(s, 2,v) = Btb(s, 2, ) + / (5 + v, 21,0) — (s, 2,)) £(2, v) Bz, vs d21).
R’i

Le corollaire 5.21 de [4] donne :

t
E(6(Tw,, Zis A1) = B((0, Z0,0)) + B ( / Lw<TN5,zs,As>) as. ()
La proposition 2 entraine E(¢(Tn,, Z¢, Ar)) = E(g(t, X3)).

Intéressons nous maintenant au deuxieme membre de (7). Pour (s, z) € Ry x R%,
la fonction v — F(v) Lt (s, z,v) est intégrable sur [0,#]. Une intégration par parties,
la relation dF;(v) = F.(v){(z,v)dv, I'hypotheése AgTsg = 7sAgg et la formule (5)
appliquée a 759 entrainent :

t 5 t " ~
/ Fo(v)Lap(s, 2, v) dv = / E, (e_ Jo Mcw) dw go0(s + v,((v))) dv.
0 0



Posons ¥1(s, z,v) = E, ( —Jo AMCw) dw Log(s + v, C(v))) /F.(v). Pour tout t > 0,
fo Lw 8, 2,v)dv = fo v) YP1(s,z,v) dv et par conséquent, pour tout (s,z) €
R, x Rd, L¢(s z,v)dv = wl(s z,v) dv. Donc pour T, <t < Ty :

n—1

t Trt1—Tk _ t—T,
/Lw(TNS,ZS,AS)ds = Z/ Lw(Tk,Yk,v)dv—l—/ Lp(Ty,, Y, v) dv
0 50”0 0

n—1

Toy1-Ty t—Ty
= Z/ wl(Tk,Yk,v)dv+/ 1 (T, Yy, v) dv
k=0 0 0

t
= / wl(TNLuZSaAS) dS'
0

En utilisant & nouveau la proposition 2 nous obtenons E ( fg Ly(Ty,, Zs, AS)) ds =
fo (Aog(s, X,_))ds, d’olt le résultat. m

Corollaire 6 Nous supposons que

M (C;dz, dv) = A(¢(v)) e o X@D = Q¢ (v); dz) dv

et que \ est borné.
Soit (D(A), A) un opérateur sur les fonctions bornées a valeurs réelles définies
sur R%. Nous supposons que pour toute fonction f appartenant a D(A) :

1. le processus t — f(((t)) est une semi-martingale de la forme
f@) = / Af(C(v)) dv + M

ou Mtf est une martingale,
2. la fonction Af est bornée sur R?.
Soit U un SP associé a ¢ et M et f € D(A). Posons :

AfG) = AP 4G [ () = ) Qeidan).

Alors :

E(f(%))zE(f(%)H/o E(Af(U,))ds.

Le résultat suivant est une application du théoreme 5 lorsque le processus in-
trinseque ¢ est un processus de Lévy.

Corollaire 7 Soit { un processus de Lévy d-dimensionnel de mesure de sauts J et
de triplet (u,C,v), c’est-a-dire

t t R
C(t):,ut%-\fCWt—F/ / ;UJ(ds,d:E)+/ / x J(ds,dr)
0 x:||z||>1} 0 x:||z||<1}

ou W est un brownien standard de dimension d indépendant de J, C une matrice de
corrélation et J(ds,dz) = J(ds,dz) — v(dz) ds.

Soit D(Ap) l’ensemble des fonctions g = g(t,x) : Ry x RY — R bornées de classe
CY2, c’est-a-dire continiment différentiable par rapport ¢ la variable temporelle t et 2



fois continument différentiable par rapport a la variable spatiale x, et dont les dérivées
d’ordre 1 et 2 sont bornées sur [0,t] x RY. Pour g € D(Ayp), posons

_ 9y g ISy
Auglea) = olaa)+ 2 gy (e *2;?”%8:@ !
d
89
+ /Rd<g(sx+y (s,7) 2 o, (5,2 %1{||y|<1}> v(dy).

Aogls.2) = Avgls.2) +2(0) [ (als.9) = a(5.2) Qo).

Soit X un SP associé a ( et M donné par (1). On suppose que X\ est borné.
Alors pour toute fonction g appartenant a D(Ap) :

Blalt, X0)) = E(0(0. %0) + | E(Aag(s, X)) ds.

Démonstration : La formule d’Ito donne :

t d .
o(6.(0) = 900.0) + [ Aug(s.c ds+2 [ 2 o) Y
7 ]:1

//Rd( ~)+y)—g(s C(s_))) J(ds, dy). (8)

D’une part les dg/0x; étant bornés, les fg(ﬁg/ﬁxi)(s,C(s,)) dW? sont des martin-
gales. D’autre part la formule de Taylor entraine

E ( [ ot 666+ ) = gt ¢G5 ) Ptan) ds) < allglPto{y: llyll = 1))

yer / I v(dy) < +o0
{y:llyll<1}

ot Cy est une constante qui dépend de sup; ;< SUPs<; yerd \%(s, x)|. Par conséquent

fg Jra (g(s,(s_ +y) —9g(s, (- )> J(ds, dy) est une martingale.
On montre de méme que Ayg est bornée sur [0,¢] x R;. m

En posant g(s,z) = u(t — s,z) on obtient la formule de Feynman-Kac.

Corollaire 8 (formule de Feynman-Kac) Soit ( un processus de Lévy d-dimen-
sionnel de triplet (u,C,v). Soit X un SP associé a ¢ et M donné par (1). On suppose
que \ est borné. Soit u = u(t,z) : Ry x R = R une fonction bornée de classe C?
dont les dérivées d’ordre 1 et 2 sont bornées sur [0,t] X R? pour tout t. On suppose
que u veérifie

S ) = Aut,a) + 7M@) [ (u(t.9) — u(t,0) Qasdy), u(0.2) = hi)
R4
ot
d 9 d d 52
Ault,z) = Zuiag(t,x)—kizzci,jaw;;j(t,x)
i=1 v i=1 j=1 ¢

+ /w( (t,z+y) — ult,z) Z o, (t,z) y11{|y||<1}> v(dy).

alors u(t,z) = E;(h(X})) pour tout t.



5 Cas des processus non homogenes en temps

Lorsque ¢ est solution d’une équation différentielle stochastique non homogene ou
plus généralement un processus d’Ito-Lévy non homogene en temps, on sent bien que
le SP X n’est pas défini correctement apres un saut 7), (n > 1) car il repart comme
si celui-ci était 'instant initial. D’ailleurs on ne peut appliquer le théoreme 5 car la
condition Ap7sg = 7 Apg n’est pas satisfaite. C’est pourquoi nous allons reprendre la
définition du SP X dans ce cas et, quitte a étre inhomogene, nous allons autoriser la
fonction A et le noyau @ a dépendre du temps.

Soit A une fonction positive définie sur Ry x R% et @ est une probabilité de
transition de Ry x R? — P(R?). Posons :

M (G5 dz, dv) = A(v, ((v)) e Jo XS dw gy ¢ (v); dz) dv.

On construit le SP inhomogene X de la maniere suivante. Notons (** = ({**(t))t>0
un processus dont la loi est celle de ((s + - ) sachant ((s) = x. Supposons avoir
construit C(l), .. ,C(" Yi,71,...,Y,, T, Soit (n+1) yn processus dont la loi sachant
¢, My Ty, LYy, = 2, T, = s est la loi de ¢%%. La loi de (Yy i1, Tyt — Tp)
sachant ((1),...,((”“),Yl,Tl,...,Yn = 2,T;, = s est M(C"*D:dz, dv). Pour T}, <
t < Tpy1 on pose Xy = C("+1)(t —Ty,) et X7, = Yoy,

Sié = (W @) estun processus a valeurs dans R xR?, posons M(f dsy,dz,dv)
M (£ dz, dv) S¢(1) () (ds1). Soit ¢ un processus dont la loi sachant ¢(0) = (s, z) est

celle du processus t — (s +t,(*%(t)). Le processus X = (t, Xt)¢>0 est un SP associé
a C et M vérifiant XM = 0.

Dans le cas d’'un SP inhomogene, (Y,,,T), )n>1 n’est pas un processus de renou-
vellement markovien. Par contre le processus (Yn7 T )n>1, avec Y, = (T,,Yn), est un
processus de renouvellement markovien de noyau

N(s,x;dsy, dxy,dv) = E(M (5% day, dv)) 8spy(dsy).

En appliquant le corollaire 6 au SP associé a 5 et M on obtient la proposition
suivante.

Proposition 9 On se place dans le cadre de la construction et des notations de ce
paragraphe. On suppose que la fonction A est bornée.

Soit (D(Ap),Ag) un opérateur sur les fonctions bornées a valeurs réelles définies
sur R%. Nous supposons que pour toute fonction g appartenant a D(Ap) :

1. le processus t — g(t,((t)) est une semi-martingale de la forme

gt C(2)) = / Aog(v, C(v)) dv + MY

ou M} est une martingale,
2. la fonction Ayg est bornée sur RY.
Alors :

E(g(t, X)) = E(g(0, X0)) + /0 E(Aog(s, X,)) ds

avec !

Jagls,2) = Avgls,2) + M(s,3) [ (9(5.2) = gl5,2)) Q.5 2).

R4



Exemple. Lorsque les processus intrinseques sont des processus d’Ito-Lévy qui s’é-
crivent

dC(t) = blt, C(t)) dt + o (t, C(t)) AW, + / alt, (), y) J(dt, dy)

lorsque d = 1 (on laisse le lecteur généraliser au cas d quelconque), on a (voir [5]) :

dg

o.C0) = 9(0.60)+ [ Awg(o. ¢l ds+ [ os.C(s) G s Cla) W,

+ /0 / (95, C(52)) + a(s,C(s—) ) — F(s,C(s—))) F(ds, dy)

ou
Oy dyg 1, d%g
AOg(sv .73‘) - %(87 CC) + b(sv .T) 81: (37 l‘) + 50- (Sa JZ‘) @Q(S, JZ‘)
0
[ (st alo.)  gtov) — s Js0) ) wla)
R i
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