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Formes normales de champs de vecteurs

Formes normales de champs de vecteurs

• P. Bernard

Pour étudier la dynamique d’un champ de vec-
teurs au voisinage d’un point fixe, il est naturel
de chercher des coordonnées dans lesquelles ce
champ a une expression aussi simple que possible.
On va décrire une méthode générale pour le faire
qui remonte à Lindstedt (1854–1939), Poincaré
(1854-1912), Dulac (1870-1955), Birkhoff (1884-
1944) et d’autres. On rappelle que tout champ de
vecteurs se ramène à un champ constant dans les
bonnes coordonnées au voisinage d’un point régu-
lier (point non fixe). Du point de vue de l’étude locale,
seuls les points fixes présentent donc une difficulté.

On s’intéresse aux champs de vecteurs de �n

qui sont définis et C∞ dans un voisinage de 0 et
nuls en 0. On note X cet espace de champs. On
note æ∗X l’action usuelle du difféomorphisme local
æ sur le champ X :

æ∗X(x) = dææ−1(x) ·X(æ−1(x)),

c’est l’expression de X dans les nouvelles coordon-
nées données par æ. On note G le groupe des dif-
féomorphismes locaux de �n en 0 qui fixent 0. Le
groupe G préserve X , c’est-à-dire que æ∗X ∈ X si
X ∈ X et æ ∈ G. Pour tout champ X ∈ X , le flot ï1

X au
temps 1 est défini au voisinage de 0, c’est un élé-
ment de G. L’une des opérations essentielles dans
ce texte est le crochet de Lie [X,Y] des champs de
vecteurs. Il est défini par

[X,Y](x) = dYx ·X(x)− dXx · Y(x),

et il est caractérisé par la propriété

D[X,Y] = DX DY −DY DX

en notant DX l’opérateur sur les fonctions C∞ qui
à la fonction f associe la fonction x 7−→ dfx ·X(x). Il
est utile pour les applications de travailler avec des
classes restreintes de champs de vecteurs. On se
donne pour ceci une sous-algèbre de LieY1 ⊂ gl(�n)
(l’espace des endomorphismes de �n , muni du cro-
chet de commutation), c’est-à-dire un sous-espace
vectoriel stable par crochet de commutation. On
considère alors le sous-espace Y ⊂ X des champs

X tels que dXx ∈ Y1 pour tout x voisin de 0. C’est
une sous-algèbre de Lie de X , c’est-à-dire qu’il est
stable par crochet de Lie.

Quelques exemples classiques sont les champs
de divergence nulle, les champs holomorphes sur
�n = �2n, les champs Hamiltoniens sur �2n (les
champs de la forme X(x) = J∇H(x), où J est la ma-
trice de la multiplication par i dans l’identification
standard entre �2n et �n , et où H est une fonction).

On notera [X]k le développement à l’ordre k
du champ X ∈ X en 0, [X]k ou Xk le terme homo-
gène de degré k de ce développement. On note
Y k := {[Y]k ,Y ∈ Y} et Yk := {[Y]k ,Y ∈ Y}, ce sont les
espaces de champs polynomiaux (resp. homogènes)
de degré k qui appartiennent à Y .

Dans la suite, nous dirons qu’une matrice est
diagonalisable si elle est �-diagonalisable (le terme
semi-simple est aussi employé dans la littérature).
Toute matrice carrée A admet une unique décom-
position de Jordan A = As + An, où As est diagona-
lisable (dans �), An est nilpotente, et AsAn = AnAs .
Si A est réelle, As et An le sont aussi (mais As n’est
pas forcément diagonalisable dans �). Cette dé-
composition est aussi appelée décomposition de
Dunford.

Le but de ce texte est de discuter et de démon-
trer en détails le résultat suivant, dit théorème de
forme normale :

Théorème. Soit X ∈ Y un champ de vecteurs de li-
néarisé A. Considérons une matrice B qui est, soit
la partie diagonalisable de A dans sa décomposi-
tion de Jordan, soit une matrice qui a la propriété
d’appartenir à Y1 et d’être l’adjointe de A pour un
produit scalaire sur �n. Il existe alors une suite
Yi , i > 2 d’éléments de Yi qui a la propriété que,
pour tout k > 2, le développement de Taylor de
(ï1

Y2+···+Yk
)∗X −A à l’ordre k commute avec B.

On verra que le champ (ï1
Y2+···+Yk

)∗X est un élé-
ment de Y .

Comme le champ Y2 + · · ·+ Yk n’a pas de terme
linéaire, le linéarisé de (ï1

Y2+···+Yk
)∗X est égal au li-

néarisé A de X. Un champ de linéarisé A est dit
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sous forme normale si sa partie non linéaire com-
mute avec B . Le théorème permet donc de mettre
un champ de vecteurs sous forme normale à tout
ordre par un changement de variables. Comme il y
a plusieurs choix possibles pour la matrice B , il n’y
a pas une unique notion de forme normale (mais,
dans le cas où A est diagonalisable, c’est en général
le choix B = A qui est fait).

L’utilité de ce théorème est d’autant plus grande
que la condition de commuter avec B est restric-
tive. Dans les meilleurs cas (voir ci-dessous), cette
condition impose à la forme normale d’être linéaire ;
dans les pires cas, par exemple si A = 0, (et donc
B = 0), elle ne donne aucune information..

Lorsque Y est l’ensemble des singularités de
champs de vecteurs holomorphes sur �n, ce ré-
sultat est appelé théorème de forme normale de
Poincaré-Dulac. Dans ce cas, on interprète le linéa-
risé A comme une matrice n × n complexe (et non
comme une matrice 2n×2n réelle). La matrice n×n
complexe B est l’adjointe de A en tant qu’endomor-
phisme de �2n pour un produit scalaire sur �2n si
et seulement si c’est l’adjointe de A pour un produit
hermitien sur �n .

Lorsque Y est l’ensemble des singularités de
champs de vecteurs Hamiltoniens sur �2n, ce ré-
sultat est appelé théorème de forme normale de
Poincaré-Birkhoff.

Les énoncés initiaux de ces théorèmes de
formes normales n’avaient pas une forme aussi simi-
laire que ceux que nous venons de donner. Dans le
cas du théorème de Poincaré-Birkhoff, par exemple,
les changements de variables canoniques (ceux qui
préservent la structure Hamiltonienne des champs
de vecteurs) n’étaient pas cherchés initialement
comme flots de champs de vecteurs Hamiltoniens,
comme ci-dessus, mais à l’aide de fonctions généra-
trices. Ceci masquait partiellement l’analogie entre
les deux énoncés. L’objectif du présent texte est
justement de donner une présentation aussi uni-
fiée que possible des différents résultats de forme
normale.

C’est surtout le cas où A est diagonalisable et
B = A qui a été considéré au départ, ou le cas
B = As . Les variantes où B est l’adjoint de A, qui
sont plus précises dans le cas non diagonalisable,
mais aussi moins canoniques, sont plus récentes,
voir [2] et ses références.

Pour interpréter la conclusion du théorème, il
faut décrire les champs qui commutent avec B .
On se contente ici de mentionner les cas les plus
simples où A est diagonalisable et où B = A.

Considérons dans un premier temps le contexte
de Poincaré-Dulac, c’est-à-dire celui des champs de
vecteurs holomorphes. Soient Ý1, . . . ,Ýn les valeurs
propres du linéarisé A (interprété comme un élé-
ment de gl(�n)). Une relation de résonance est une
relation de la forme

Ýi = m1Ý1 + · · ·+ mnÝn

avec mi ∈� et
´

mi > 2. S’il n’existe aucune rela-
tion de résonance entre les valeurs propres de A,
alors tout champ polynomial commutant avec A est
linéaire. La conclusion du théorème de forme nor-
male dans ce cas est donc que pour tout k il existe
un difféomorphisme holomorphe æ tel que æ∗X = A
à l’ordre k.

La condition de non résonance est toutefois
trop restrictive, notamment dans le contexte de
Poincaré-Birkhoff. Dans ce contexte, −Ý est une va-
leur propre du linéarisé A dès que Ý en est une.
Il existe donc toujours des résonances du type
Ý = 2Ý + (−Ý). Le théorème de Poincaré-Birkhoff
ne permet jamais de conjuguer un champ à son li-
néarisé. Décrivons les formes normales dans le cas
emblématique où les valeurs propres de linéarisé A
sont imaginaires pures, de la forme ±iéj ,1 6 j 6 n.
Ce choix correspond à l’étude de n oscillateurs non
linéaires couplés. Supposons qu’il n’y a pas d’autre
résonance (de type Poincaré-Dulac) que celles qui
sont inévitables, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de rela-
tion non triviale de la forme

m1é1 + · · ·+ mnén = 0

avec mj ∈�. Ces relations sont dites résonances de
Poincaré-Birkhoff. On peut se ramener par un chan-
gement de variables linéaires au cas où A = J∇Q,
avec Q = é1 I1 +é2 I2 + · · ·+én In , où I j = (q j + pj )2/2.
Au vu de la condition de non résonance, un argu-
ment de densité montre que tout champ qui com-
mute avec A commute en fait avec chacun des
champs linéaires Aj = J∇I j . Les champs Hamilto-
niens vérifiant cette condition sont ceux de la forme
X = J∇H où H = f (I1, . . . , In). Ces champs ont une
dynamique particulièrement simple, dite intégrable,
au cours de laquelle les quantités I j sont préservées.
Dans le cas sans résonances de Poincaré-Birkhoff,
le théorème de forme normale permet donc de
conjuguer le champ de vecteur initial à une forme
normale intégrable à un reste près d’ordre arbitrai-
rement petit.
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Pour illustrer le cas où A n’est pas diagonali-
sable, considérons un champ Hamiltonien sur �2

dont le linéarisé est donné par la matrice

A =

[
0 1
0 0

]
.

Cette matrice est associée au Hamiltonien H(q,p) =
p2/2, en notant (q,p) les points de �2. On peut alors
appliquer le théorème avec

B =

[
0 0
1 0

]
.

Un champ Hamiltonien commute avec B si et seule-
ment si son Hamiltonien est indépendant de p. Les
formes normales dans ce contexte sont donc en-
gendrées par les hamiltoniens de la forme H(q,p) =
p2/2 + f (q) où f est une fonction dont le développe-
ment d’ordre 2 en 0 est nul. Au delà de la satisfac-
tion de retrouver la forme d’un Hamiltonien clas-
sique (énergie cinétique plus énergie potentielle),
cette forme normale n’est pas d’une grande utilité
dynamique car les systèmes Hamiltoniens sur �2

ont une structure assez simple pour être étudiés
directement. Toutefois, il y a des variantes de cet
exemple pour lesquelles la forme normale donne
des informations décisives, comme la singularité
dite 02ié, voir [2].

L’énoncé général du théorème de forme nor-
male soulève une autre question naturelle. Peut-
on trouver un difféomorphisme æ ∈ G tel que æ∗X
commute avec B dans un voisinage de 0 ? Cette
question donne lieu à de nombreux développements
classiques et récents. La réponse est négative en
général, ce qui traduit le fait que les propriétés dy-
namiques particulières des champs sous forme nor-
male (par exemple l’intégrabilité) ne sont pas tou-
jours satisfaites par le champ de vecteurs initial.
Une des erreurs célèbres de Poincaré est d’avoir
dans un premier temps négligé ce fait, voire [4].
Il existe malgré tout des cas où une telle conjugai-
son æ existe. Les méthodes algébriques que nous al-
lons exposer pour démontrer le théorème de forme
normale ne suffisent toutefois pas pour obtenir de
telles conclusions. Une approche naturelle consiste
à étudier la convergence de la série Y2 + Y3 + · · · , ou
celle de la série

´
[ï1

Y2+···+Yk
]k .

Le livre [1], chapitre 5, est une bonne introdution
à ces sujets, on peut aussi citer [3, 2].

Ce texte a profité de la relecture attentive et
des suggestions profitables de Thomas Dedieu. Il
a aussi profité des lumières en matière de formes

normales de Gérard Iooss et Éric Lombardi, de qui
l’auteur tient l’essentiel de ses connaissances en la
matière.

1. Contexte formel

Il est souvent pratique d’identifier un champ de
vecteurs X à la dérivation f 7−→ df ·X qu’il engendre
sur l’espace des fonctions C∞. Quand on ne s’inté-
resse qu’au développement de Taylor à l’ordre k de
champs nuls en 0, on peut considérer une action
sur l’espace de dimension finie

Ek = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek

des polynômes de degré au plus k sans terme
constant à valeurs réelles sur �n , où Ei est l’espace
des polynômes homogènes de degré i . Tout champ
de vecteurs X ∈ X engendre un endomorphisme de
Ek , noté X ou X�, donné par X � P = [dP · X]k , en
notant [f ]k le développement de Taylor à l’ordre k
de f à l’origine. On fait aussi agir sur Ek les difféo-
morphismes locaux fixant l’origine en définissant
æ � P = [P ◦ æ]k . Pour tenter de limiter les confu-
sions, on notera � la composition dans gl(Ek). On
remarque que (æ◦è)� = è�æ� si æ,è ∈ G (le groupe
des difféomorphismes locaux de �n fixant l’origine).

Le développement à l’ordre k d’un champ de
vecteurs ou d’un difféomorphisme est déterminé
par son action sur Ek . En effet, pour � ∈ E1, on
a X � � = [� ◦ X]k = � ◦ [X]k pour tout X ∈ X , et
æ� � = [� ◦æ]k = � ◦ [æ]k pour tout æ ∈ G.

On constate que

(æ∗X)� = æ−1 �X �æ�
c’est-à-dire que l’action de G surX à l’ordre k s’iden-
tifie à une action par conjugaison. Le crochet de Lie
s’identifie, sans surprise, au crochet de commuta-
tion :

[X,Y]� = X � Y�− Y �X�.
Prendre le flot est une exponentielle :

(ï1
X )� = exp(X�).

Pour le démontrer, on constate que �t(P ◦ ït
X ) =

(X · P) ◦ ït
X pour tout P ∈ Ek , c’est-à-dire que

�t(ït
X�) = ït

X � X� dans gl(Ek). C’est l’équation qui
définit exp(tX�). On rappelle finalement la relation

Adexp L = exp(adL)

pour tout L ∈ gl(Ek), en notant AdV ∈ GL(gl(Ek))
la conjugaison M 7−→ V−1 � M � V pour tout V ∈
GL(Ek) et en notant adL ∈ gl(gl(Ek)) l’opérateur
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M 7−→ L �M −M � L. Pour le démontrer, il suffit de
vérifier que �t(Adexp tL) = adX �Adexp tL (composition
dans gl(gl(Ek))).

On dit qu’un endomorphisme de Ek augmente
les degrés de d s’il envoie chacun des sous-espaces
Ei ⊕ . . .⊕ Ek ⊂ Ek sur Ei+d ⊕ . . .⊕ Ek (ce dernier sous-
espace étant réduit à 0 lorsque i + d > k). Tout en-
domorphisme qui augmente les degrés de k est nul.
L’endomorphisme X� associé à un champ homo-
gène de degré d + 1 augmente les degrés de d .

2. Démonstration du théorème de
forme normale

On prouve le théorème de forme normale par
récurrence sur k > 2. On fixe une matrice B comme
dans l’énoncé et on dit qu’un champ de vecteurs est
sous forme normale à l’ordre k si sa partie non li-
néaire commute avec B à l’ordre k. On suppose qu’il
existe un champ de vecteurs Z = Y2 + · · ·+ Yk−1 ∈ Y ,
polynomial de degré k −1, tel que (ï1

Z )∗X est sous
forme normale à l’ordre k − 1 (dans le cas k = 2,
on prend Z = 0). On montre alors l’existence d’un
champ homogène Yk ∈ Yk tel que (ï1

Z+Yk
)∗X est sous

forme normale à l’ordre k. En représentant les ob-
jets par des opérateurs sur Ek , on a

(ï1
Z )∗X = Adexp Z (X) = exp(adZ )(X).

Comme l’opérateur adZ préserve le sous-espace
Y k ⊂ gl(Ek), il en est de même de expadZ , donc
Adexp Z (X) ∈ Y k . On a donc (toujours dans gl(Ek))

(ï1
Z )∗X = Adexp Z (X) = A + N + Rk

où N est un champ polynomial sans terme linéaire
de degré k − 1 qui commute avec B et Rk ∈ Yk
est homogène de degré k. Pour tout Yk ∈ Yk , on
a Z � Yk = Yk � Z = 0 (car ces endomorphismes de
Ek augmentent le degré de k), donc exp(Z + Yk) =
exp Z � exp Yk dans gl(Ek). On a les équations

exp(−Z − Yk) �X � exp(Z + Yk)

=exp(−Yk) � (A + N + Rk) � exp(Yk)

=A + N + Rk + A � Yk − Yk �A.

Le champ (ï1
Z+Yk

)∗X est sous forme normale à
l’ordre k si et seulement si

adB

(
Rk + adA(Yk)

)
= 0.

La proposition ci-dessous implique que adB ◦
adA(Yk) = adB (Yk), et donc que cette équation a
une solution Yk . Ceci termine la preuve du théo-
rème.

Proposition. L’espace Yk ∩keradB des éléments de
Yk qui commutent avec B est un complémentaire
de adA(Yk) dans Yk , c’est-à-dire que

Yk = (Yk ∩ keradB ) + adA(Yk) .

3. Opérateur de commutation

Le but est maintenant de démontrer la proposi-
tion utilisée ci-dessus dans la preuve du théorème
de forme normale. On se place dans le cadre géné-
ral d’un espace vectoriel réel E de dimension finie,
on note gl(E) l’espace des endomorphismes de E
et GL(E) le groupe des isomorphismes. Pour tout
V ∈ gl(E) on considère l’opérateur adV ∈ gl(gl(E))
défini par

adV (M) := VM −MV = [V ,M].

On vérifie que ad[V ,W] = [adV ,adW ]. On s’intéresse
au cas où E = Ek et V = A�. L’opérateur adV est
alors appelé opérateur homologique.

Étant donné un produit scalaire sur E , on munit
gl(E) du produit scalaire tr (NM t), où M t est l’adjoint
de M relativement au produit scalaire de E . Ce pro-
duit scalaire est aussi caractérisé par la propriété
suivante : pour toute base orthonormée (ei ) de E ,
en notant (li ) la base duale, les éléments ei ⊗ l j
(c’est-à-dire les éléments de gl(E) représentés dans
la base (ei ) par une matrice ayant tous ses coeffi-
cients égaux à zéro sauf un, qui est égal à 1) consti-
tuent une base orthonormée de gl(E).

Propriété. Si W est l’adjoint de V, alors adW est
l’adjoint de adV . Le noyau de adW est donc un sup-
plémentaire de l’image de adV .

tr ((VN −NV)M t) = tr (VNM t −NVM t)

= tr (NM tV −NVM t) = tr (N(WM)t −N(MW)t)

= tr (N(adW M)t).

Un endomorphisme est dit normal s’il commute
avec son adjoint. Tout endomorphisme normal est
�-diagonalisable, et a le même noyau que son ad-
joint. Dans le cadre réel, tout opérateur normal peut
être représenté dans une base orthonormée par
une matrice diagonale par blocs 1×1 ou 2×2 de la

forme

[
a b
−b a

]
.
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Propriété. Si V est diagonalisable (dans �), alors
il existe un produit scalaire sur E (donc sur gl(E))
pour lequel adV est normal. En notant W l’adjoint
de V, on a donc keradW = keradV .

Si V est diagonalisable (dans �), il existe une
base réelle dans laquelle V est représentée par une
matrice diagonale par blocs 1 × 1 ou 2 × 2 de la

forme

[
a b
−b a

]
. En considérant le produit scalaire

sur E pour lequel cette base est orthonormée, on
voit que V commute avec son adjoint W . On a alors
[adV ,adW ] = ad[V ,W] = 0, donc adV est normal. L’en-
domorphisme adV est donc �-diagonalisable, et il
a le même noyau que son adjoint adW .

Plus généralement, on peut considérer la dé-
composition de Jordan V = Vs + Vn de V .

Propriété. La décomposition de Jordan de adV est
adV = adVs

+ adVn
.

On a vu que adVs
est �-diagonalisable. On a

[adVs
,adVn

] = ad[Vs ,Vn] = 0, donc il suffit de véri-
fier que adVn

est nilpotent. Pour tout M ∈ gl(E), on
voit que adl

Vn
(M) est une combinaison linéaire d’élé-

ments de la forme V i
nMV j

n avec i + j = l. En choisis-
sant k tel que V k

n = 0, ces termes sont tous nuls si
l > 2k, donc ad2k

Vn
= 0.

Propriété. Il existe un produit scalaire de E pour
lequel l’adjoint W de V a la propriété suivante :
tout endomorphisme qui commute avec W com-
mute avec Vs .

La décomposition de Jordan de l’adjoint W de V
est W = Ws + Wn où Ws est l’adjoint de Vs et Wn ce-
lui de Vn . Il existe un produit scalaire pour lequel Ws
commute avec Vs , ce qui implique que adWs

et adVs
ont le même noyau. Comme adW = adWs

+ adWn
est

la décomposition de Jordan de adW , on a keradW ⊂
keradWs

= keradVs
.

La proposition à démontrer est une variante des
résultats ci-dessus dans le cas où E = Ek , où V = A�
et où on s’intéresse à la restriction de adV au sous-
espace invariant Yk ⊂ gl(Ek).

Lemme. Soit g ⊂ gl(E) un sous-espace invariant par
adV .

Si W ∈ gl(E) est l’adjoint de V pour un produit
scalaire de E tel que adW (g) ⊂ g, alors g∩ keradW
est un supplémentaire de adV (g) dans g.

Si W = Vs est la partie diagonalisable de V, alors
g∩ keradW est transverse à adV (g) dans g (c’est-à-
dire que adV (g) + (g∩ keradW ) = g).

On munit gl(E) du produit scalaire défini plus

haut, et g de sa restriction. Comme

〈adV M,N〉 = 〈M,adW N〉,
la restriction adW |g est l’adjointe de la restriction
adV |g, donc keradW |g est un supplémentaire de
l’image de adV |g dans g. Ceci démontre le premier
point.

Concernant le second point, on rappelle d’abord
que tout sous-espace invariant par adV (en par-
ticulier g) est invariant par ses parties diagona-
lisables et nilpotentes adVs

et adVn
. La réduction

de Jordan de la restriction adV |g est donc adV |g =
adVs |g + adVn |g.

On considère un produit scalaire sur E tel que
Vs , et donc adVs

, sont normales, et donc tel que
keradWs

= keradVs
, où Ws est l’adjoint de Vs . Ad-

mettons pour l’instant que g est invariant par adWs
.

Il découle alors du premier cas que g∩keradWs
= g∩

keradVs
est un supplémentaire de adVs

(g) donc qu’il
est transverse à adV (g) (on a en effet im adVs |g ⊂
im adV |g car adVs |g est la partie diagonalisable de
adV |g).

Il reste à montrer que tout espace invariant par
adVs

(donc g) est invariant par adWs
si adVs

est nor-
male. Il suffit pour ceci de remarquer que adWs

est
un polynôme de adVs

. Soient Þi ,1 6 i 6 r les valeurs
propres réelles de adVs

(listées sans multiplicité)
et (Ýi , Ý̄i ),1 6 i 6 s les paires de valeurs propres
complexes non réelles de adVs

. Par interpolation de
Lagrange, il existe un unique polynôme complexe
P de degré r + 2s − 1 tel que P(Þi ) = Þi ,P(Ýi ) = Ý̄i ,
et P(Ý̄i ) = Ýi , et ce polynôme est réel. En posant
Ýi = ai +ibi , (i2 = −1) on constate que le polynôme P

envoie chaque bloc

[
ai bi
−bi ai

]
sur son transposé

[
ai −bi
bi ai

]
, et donc que P(adVs

) = adWs
.

Il reste à vérifier qu’on peut appliquer le lemme
ci-dessus avec W = B�.
Lemme. Étant donné un produit scalaire sur �n, il
existe un produit scalaire sur Ek tel que, pour tout
A ∈ gl(�n), B� est l’adjoint de A� (où B est l’adjoint
de A).

Si A = As + An est la décomposition de Jordan
de A, alors A� = (As)�+ (An)� est la décomposition
de Jordan de A�.

Les opérateurs A� et B� préservent chacun des
termes de la décomposition

Ek = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek

en composantes homogènes. Pour construire un
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produit scalaire sur Ek tel que (A�)∗ = B�, il suffit
donc de le faire sur chacun des termes Ei . On a
E1 = (�n)∗, et la restriction de A� à E1 est l’adjointe
de A, A�� = �◦A. On utilise le produit scalaire sur �n

(celui pour lequel B est l’adjointe de A) pour identi-
fier (�n)∗ à �n , et au moyen de cette identification,
pour munir E1 d’un produit scalaire. Notons �x la
forme linéaire 〈x, .〉. On a alors A � �x = �x ◦A = �Bx ,
et donc

〈A��x , �y〉 = 〈�Bx , �y〉 = 〈Bx,y〉 = 〈Ay,x〉 = 〈B��y , �x〉,
c’est-à-dire que (A�)∗ = B�.

L’espace Ei s’identifie à l’espace des formes i-
linéaires symétriques sur �n, et donc à un sous-
espace de l’espace ⊗i E1 des formes i-linéaires
sur �n . L’endomorphisme A� sur Ei se prolonge en
un endomorphisme DA de ⊗i E1 par

DA : m(x1, . . . ,xi ) 7−→m(Ax1,x2, . . . ,xi )

+ m(x1,Ax2, . . . ,xi ) + · · ·+ m(x1, . . . ,Axi ),

qui est aussi caractérisé par la propriété

DA(�1⊗· · ·⊗�i ) = �1◦A⊗�2⊗· · ·⊗�i +· · ·+�1⊗· · ·⊗�i ◦A.

On associe naturellement au produit scalaire sur E1
l’unique produit scalaire sur ⊗i E1 tel que

(�1 ⊗ · · · ⊗ �i , l1 ⊗ · · · ⊗ li ) = (�1, l1) · · · (�i , li ).

On constate alors que (DA)∗ = DB . Comme les res-
trictions A� et B� à Ei sont égales aux restric-
tions de DA et DB à Ei ⊂ ⊗i E1, on a donc bien
(A�)∗ = B� dans Ei pour le produit scalaire induit.
Ce produit scalaire est présenté d’une façon diffé-
rente dans [2], p. 97.

Si A = As + An est la décomposition de Jordan
de A, alors [As�,An�] = 0 puisque [As ,An] = 0. Il faut
donc vérifier que As� est diagonalisable (dans �) et
An� nilpotente. Comme plus haut, on peut choisir
un produit scalaire sur �n pour lequel As commute
avec son adjoint Bs . Alors As� commute avec Bs�,
qui est son adjoint pour le produit scalaire donné
par la première partie du lemme. L’endomorphisme
As� est normal, donc diagonalisable.

Pour montrer que An� est nilpotent, on consi-
dère un monôme P(x) = m(x, . . . ,x) de degré j , où m
est une forme j-linéaire symétrique. On a

(An�)r P(x) =
¼

m(Ai1
n x,Ai1

n x, . . . ,A
i j
n x),

où la somme est prise sur tous les multi-indices
(i1, . . . , i j ) ∈ �j vérifiant i1 + · · · + i j = r. Comme
(An)n = 0, on voit que (An�)r P = 0 pour r > j(n −1),
et donc que (D k

An
)r = 0 pour r > k(n −1).

4. Familles de singularités de
champs de vecteurs

L’une des applications des formes normales est
l’étude des bifurcations, c’est-à-dire des familles de
champs de vecteurs XÝ dépendant d’un paramètre
Ý ∈ Ë (qui peut être �,�n ou même un espace de
Banach). On cherche dans ce contexte à réduire les
champs XÝ à des formes normales par des difféo-
morphismes qui dépendent régulièrement de Ý. On
suppose que chacun des champs XÝ est nul en 0.

On fixe k, et on suppose que l’application
Ý 7−→ [XÝ]k à valeurs dans l’espace de dimension
finie Y k est C r , r > 0. On note A ∈ Y1 le linéarisé de
X0 en 0, on choisit une matrice B comme dans le
théorème de forme normale. On a alors :

Théorème. Il existe un champ de vecteurs Y k
Ý ∈ Y k

qui dépend de Ý de manière C r , tel que Y0 n’a pas
de terme linéaire, et tel que (ï1

Y k
Ý

)∗XÝ −A commute

avec B à l’ordre k pour tout Ý proche de 0.

Comme dans le cas sans paramètre, on fait la
preuve par récurrence sur k. Une fois que le champ
Y k−1
Ý est construit, k > 2, on obtient comme plus

haut l’équation suivante pour le terme homogène
YÝ de degré k :

adB (RÝ) + adB ◦adaÝ
(YÝ) = 0,

où RÝ est le terme homogène de degré k de
(ï1

Y k−1
Ý

)∗XÝ, et où aÝ est son terme linéaire. L’hypo-

thèse de récurrence implique que aÝ et RÝ sont
C r . Le choix de B implique que adB ◦ adA : Yk −→
adB (Yk) est surjective. On choisit un supplémen-
taire K de son noyau de sorte que adB ◦adA : K −→
adB (Yk) est un isomorphisme. Il en est donc de
même de adB ◦ adaÝ

: K −→ adB (Yk) lorsque Ý
est assez petit. On note ÚÝ : adB (Yk) −→ K l’iso-
morphisme inverse, il est Ck en Ý. On pose alors
YÝ = −ÚÝ ◦ adB (RÝ), qui est C r et résout l’équation
ci-dessus.

L’initialisation k = 1 demande un traitement spé-
cifique. Notons AÝ le linéarisé de XÝ. On veut mon-
trer l’existence d’une famille C r de matrices LÝ ∈ Y1,
L0 = 0, telle que

(exp−LÝ)AÝ(exp LÝ)−A

commute avec B pour tout Ý proche de 0. Soit K un
supplémentaire du noyau de adB ◦adA dans Y1. On
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considère l’application

F : K ×Ë 3 (L,Ý)

7→ adB

(
(exp−L)AÝ(exp L)−A

)
∈ adB (Y1).

On a �LF (0,0) = adB ◦adA, qui est un isomorphisme
car keradB est transverse à adA(Y1) dans Y1. On
applique le théorème des fonctions implicites pour
trouver LÝ ∈ K résolvant l’équation F (LÝ,Ý) = 0.

5. Cas réversible

On considère ici une symétrie linéaire ã, c’est-à-
dire un élément ã ∈ GL(�n) tel que ã2 = I . Le champ
de vecteurs X est dit réversible si ã∗X = −X, il est dit
symétrique si ã∗X = X. L’espace des champs symé-
triques est une sous-algèbre de Lie, mais pas l’es-
pace des champs réversibles. Comme la propriété
de réversibilité est naturelle dans de nombreux
exemples issus de la physique, on se demande si la
forme normale d’un système réversible est réver-
sible. On remarque que (ï1

Y )∗X est réversible si X
est réversible et Y symétrique.

Théorème. Dans le contexte du théorème de forme
normale, supposons donnée une symétrie linéaire
ã qui préserve Y (c’est-à-dire que ã∗X ∈ Y pour tout
X ∈ Y ). Si X, et donc son linéarisé A sont réver-
sibles, et si B est réversible (c’est le cas de la par-
tie diagonalisable de A), alors les champs Yi ∈ Yi
peuvent être choisis symétriques. La forme normale
(ï1

Y2+···+Yk
)∗X est alors réversible.

On prouve ce théorème comme en l’absence de
symétrie, par récurrence sur k. L’équation qui doit
être résolue par le terme homogène Yk de degré k
est

adB (Rk) + adB ◦adA(Yk) = 0,

où Rk ∈ Yk est réversible. Notons Y+
k le sous-espace

des éléments symétriques de Yk et Y−k le sous-
espace des éléments réversibles. En notant S la
symétrie linéaire de Yk donnée par Y 7−→ ã∗Y , c’est-
à-dire S = Adã , on a Y−k = ker(S + I ) et Y+

k = ker(S− I ),
donc

Yk = Y+
k ⊕Y−k .

Comme A et B sont réversibles, adB (Y−k ) ⊂ Y+
k et

adB (Y+
k ) ⊂ Y−k , et pareillement pour adA. En consé-

quence, en rappelant que adB ◦adA(Yk) = adB (Yk),
on obtient,

adB (Y−k ) = Y+
k ∩adB (Yk)

= Y+
k ∩adB ◦adA(Yk) = adB ◦adA(Y+

k ).

L’équation en Yk a donc une solution dans Y+
k , ce

qui termine la preuve.
Vérifions maintenant que la partie diagonali-

sable As est réversible si A l’est. La décomposi-
tion de Jordan de Adã(A) est Adã(A) = Adã(As) +
Adã(An). Dans le cas réversible, l’unicité de la dé-
composition de Jordan de Adã(A) = −A montre que
Adã(As) = −As .

6. Groupe de difféomorphismes
associé à Y

Dans les quelques exemples d’espaces Y1 que
nous avons rencontrés, il existe un sous-groupe
H1 ⊂ GL(�n) qui est une sous-variété dont Y1 est
l’espace tangent au point I . On peut prendre, res-
pectivement, le groupe des isomorphismes de dé-
terminant égal à 1, le groupe des isomorphismes
complexes, le groupe des isomorphismes symplec-
tiques.

Si Y1 est une sous-algèbre de Lie quelconque de
gl(�n), il n’existe pas forcément un tel sous-groupe,
mais il existe toujours un sous-groupeH1 ayant la
propriété suivante (on peut prendre le sous-groupe
engendré par exp(Y1)) :

Soit A(t) une courbe C1 définie sur un inter-
valle, à valeurs dans GL(�n), et qui prend une valeur
dansH1. Elle est contenue dansH1 si et seulement
si Ȧ(t)A−1(t) ∈ Y1 pour tout t.

On supposera dans la suite qu’est donné un
tel H1. On note H le sous-groupe de G constitué
des difféomorphismes æ vérifiant dæx ∈ H1 pour
tout x voisin de 0.

Propriété. Le champ X ∈ X appartient à Y si et
seulement si son flot ït

X est un élément deH pour
tout t. Le groupeH préserve donc Y .

Étant donnée une solution x(t) de l’équation ẋ =
X ◦ x, le linéarisé A(t) = d(ït

X )x(t), satisfait à l’équa-
tion Ȧ(t) = dXx(t)A(t) , c’est-à-dire Ȧ(t)A−1(t) =
dXx(t). Au vu de la propriété satisfaite parH1, on a
A(t) ∈ H1 pour tout t si et seulement si dXx(t) ∈ Y1
pour tout t, ce qui démontre la première partie de
l’énoncé.

Si X est un champ dont les flots appartiennent
àH, il en est de même de æ∗X pour æ ∈ H, puisque
le flot de æ∗X est æ◦ït

X ◦æ−1.
Un difféomorphisme, même proche de l’identité,

n’est en général pas un flot, mais il l’est à tout ordre
fini :

Proposition. Soit æ ∈ H un difféomorphisme dont
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le linéarisé est l’identité. Il existe alors une unique
suite Yk ∈ Yk ,k > 2 telle que, pour tout k > 2, æ coïn-
cide à l’ordre k avec le flot du champ Y2 + · · ·+ Yk .

On fait la preuve par récurrence sur k. On consi-
dère un difféomorphisme æ ∈ H dont le linéarisé est
l’identité. On suppose qu’il existe un champ de vec-
teurs Z ∈ Y k−1 sans terme linéaire tel que æ = ï1

Z à
l’ordre k − 1, et on montre l’existence d’un champ
homogène Yk ∈ Yk tel que ï1

Z+Yk
coïncide avec æ

à l’ordre k. Notons Rk := [ï−1
Z ◦ æ]k , de sorte que

ï−1
Z ◦æ = I +Rk à l’ordre k. En représentant les objets

par des opérateurs sur Ek , on doit donc résoudre
l’équation

exp(Z + Yk) = (exp Z)(I + Rk).

Comme Z et Yk commutent dans gl(Ek), cette équa-
tion se réécrit exp(Yk) = I + Rk . Comme exp(Yk) =
I + Yk , la seule solution possible est Yk = Rk . Il nous
reste à vérifier que l’on a bien Rk ∈ Yk .

Le difféomorphisme ï−1
Z ◦æ appartient àH, il en

est donc de même, pour s > 0, du difféomorphisme
ès := (s−1 I) ◦ ï−1

Z ◦ æ ◦ (sI) = I + sk−1Rk + · · · . Pour
tout x, la différentielle

d(ès)x = I + sk−1d(Rk)x + O(sk)

est donc un élément deH1. En fixant x, la courbe

s 7−→ d(ès1/k−1 )x = I + sd(Rk)x + O(sk/k−1)

est à valeurs dans le groupeH1. Sa différentielle en
s = 0 est donc un élément de l’espace tangent Y1,
c’est-à-dire que d(Rk)x ∈ Y1 pour tout x, et donc que
Rk ∈ Y .

Le complément ci-dessous découle aussi de la
preuve et sera utile.

Complément. Soit B ∈ gl(�n) et soit æ ∈ H qui com-
mute avec B à l’ordre k et vérifie dæ0 = I . Alors
dans la propriété ci-dessus les champs Y2, . . . ,Yk
commutent avec B.

On remarque que le développement de Tay-
lor [æ]k d’un élément deH n’est pas forcément lui-
même un élément deH.

7. Formes normales de
difféomorphismes

Le théorème de forme normale a une variante
pour les difféomorphismes.

Théorème 1. Soit æ ∈ H, de linéarisé A ∈ H1. Soit B
une matrice égale soit à la partie diagonalisable

de A soit à une matrice qui est l’adjointe de A pour
un produit scalaire et qui appartient àH1. Il existe
alors une suite Yk ∈ Yk ,k > 2 telle que, pour tout
k > 2, le difféomorphisme

A−1 ◦ï−1
Y2+···+Yk

◦æ◦ï1
Y2+···+Yk

commute avec B à l’ordre k.

La démonstration ressemble beaucoup à celle
du théorème de forme normale des champs de vec-
teurs. On fait une récurrence sur k. On suppose
que Y2, . . . ,Yk−1 ont été construits, et on note ïk−1
le difféomorphisme ï1

Y2+···+Yk−1
. Au vu du complé-

ment de la section précédente, il existe un champ
Z + Zk ∈ Y k−1⊕Yk sans terme linéaire, qui commute
avec B à l’ordre k −1 (c’est-à-dire que Z commute
avec B ), tel que

A−1 ◦ï−1
k−1 ◦æ◦ïk−1 = ï1

Z+Zk

à l’ordre k. En termes d’opérateurs sur Ek , ceci se
réécrit

exp(Y2 + · · ·+ Yk−1) �æ� exp(−Y2 − · · · − Yk−1) �A−1

= exp(Z) � (I + Zk).

Le difféomorphisme A−1 ◦ ï−1
Y2+···+Yk

◦ æ ◦ ï1
Y2+···+Yk

s’écrit donc

exp(Yk) � exp(Y2 + · · ·+ Yk−1)

�æ� exp(−Y2 − · · · − Yk−1) � exp(−Yk) �A−1

= (I + Yk) � exp Z � (I + Zk) �A � (I − Yk) �A−1

= exp Z + Zk + Yk −A � Yk �A−1.

On a utilisé dans ce calcul que Z n’a pas de terme
linéaire, et donc que la partie linéaire de exp Z est
l’identité. Comme exp Z commute avec B , notre dif-
féomorphisme commute avec B si et seulement si

Zk − (AdA − I)(Yk) ∈ ker(AdB − I)

où AdA est l’opérateur M 7−→ A �M �A−1 sur gl(Ek).
On conclut la preuve grâce à la proposition ci-
dessous :

Proposition 1. L’espace Yk ∩ ker(AdB − I) des élé-
ments de Yk qui commutent avec B est un complé-
mentaire de (AdA − I)(Y k) dans Y k .

La démonstration est similaire à celle de la pro-
position analogue pour adA. Il faut remplacer dans
cette démonstration la décomposition de Jordan
additive que nous avons utilisée jusque là par la
décomposition de Jordan multiplicative. Toute ma-
trice A ∈ GL(�n) admet une unique décomposition
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A = AsAu , avec As diagonalisable, Au unipotente
(c’est-à-dire que Au − I est nilpotente) et [As ,Au] = 0.
Cette décomposition est A = As(I − A−1

s An), où A =
As + An est la décomposition de Jordan additive de

A. En particulier, la partie diagonalisable de la dé-
composition multiplicative d’un élément inversible
est égale à la partie diagonalisable de sa décompo-
sition additive.
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