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Résumé - La construction de structures par terme est au coeur de l’évaluation financiére
et de la gestion du risque voir e.g. [1], [2], [3], [4] et [5]. Une structure par terme est une
courbe qui d’écrit I’évolution d’une grandeur économique ou financiére comme une fonction
de la maturité ou horizon de temps. Des exemples typiques sont la structure par terme des
taux d’intérét sans risque, la structure par terme d’obligations, la structure par terme de
probabilités de défaut et la structure par terme de volatilités implicites de rendements d’actifs
financiers. En pratique, les cotations des marchés des produits financiers sous-jacents sont
utilisées et fournissent une information partielle sur les structures par terme considérées. De
plus, cette information est plus au moins fiable en fonction de la liquidité de la maturité des
marchés en question. Le probléme est d’obtenir une courbe continue en la maturité a partir
de ces informations.

Mots clés - facteur d’actualisation, probabilités de défaut, krigeage, contraintes
de monotonie

1 Interpolation sous contraintes linéaires

Dans cet article, on considere le cas ou la vraie fonction f vérifie des contraintes linéaires de
type égalité de la forme suivante :

A-f(X)=b,  f(X)= (f (x(l)) ,...,f(m(”)»T, (1)

ol A est une matrice de dimension m x n, m,n > 1 et ou b € R™ (A est supposée de rang
m). Ce type de contraintes généralise les contraintes d’interpolation étudiées jusqu’ici. Dans
le cadre de la Régression par Processus Gaussien, on considere Y un PG de moyenne p et de
fonction de covariance K. La loi conditionnelle de Y sachant est :

Y(z)[A-Y(X)=b ~ N(n),m°(x)),

n(@) = p(x) + (Ak(@))" (AKAT) ™ (b Ap)
(@) = K(z,x) — (Ak(z)) | (AKAT) ' Ak()
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T .
avec = u(X) = (p (W), ..., u (™)) € R", k(z) le vecteur de covariance entre Y (z) et
Y (X) et K la matrice de covariance de Y (X). Notons que dans le cas o A est une matrice
identité, les contraintes linéaires sont des conditions d’interpolation usuelle.

2 Modele d’interpolation monotone

Dans 'application envisagée dans cet article, la vraie fonction est une courbe d’actualisation
ou une probabilité de défaut. Comme fonction de la maturité (T'), elle est a priori décroissante,
de valeur égale a 1 en T'= 0 et tend vers 0 avec T'.

Dans cette section, la variable = est supposée dans [0, 1] et le PG Y centré (1 = 0). On utilise
l’approximation suivante (cf. [7]) :

N
YN(@") =Y(0) + ZY (uj)@j(x) =n+ Zfﬁf’] (2)
j=0 =
ot & = (n,&,...,éN)" € RN*2 est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance TV

et ot (¢j)o<j<n sont déterministes :

x) = /Om hj(w)du, z € [0,1],

ou hj(x) = h (I uﬂ) = (1 [z~ u") | F— la—uy| _, €st la fonction chapeau centrée sur le 5™
noeud u; := jo, j = 0,..., N, de la subd1v151_on uniforme de pas 6 = 1/N. Dans ce cas, la
monotonie décroissante du processus gaussien YV est équivalente & la négativité de tous les
coefficients £;, j = 0,..., N. De plus, la matrice de covariance I'N du vecteur gaussien & peut

s’écrire sous la forme :
oK
K(0,0) W(Ovuj)
V= :

oK PK (o

Ox (u“ 0) Ozxox’ (u“ u]) 0<i,j<N
ou K = 02Cy est la fonction de covariance du processus initial Y, avec ¢ un parametre
d’échelle, Cy la fonction de corrélation ou § un parametre de portée.
2.1 Simulation des trajectoires

En appliquant les conditions linéaires définies dans au modele proposé YV (z) (voir ),
on obtient :

ou la matrice H de taille m x (N + 2) est définie par :

. — 1, pourt=1,...,netj=1,
w ¢J2( @) powri=1,....netj=2,....,N+2.
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La simulation du processus gaussien conditionnel sous contraintes de monotonie (décroissante)
équivaut a simuler un vecteur gaussien £ tronqué a ’espace correspondant aux conditions
linéaires de type égalité et aux contraintes de monotonie suivantes :

(A-H)-£=b conditions linéaires de type égalité
£c (s contraintes de monotonie
ou C¢ = {£ e RN+2 . § <0,75=0,..., N}. Dans ce cas, plusieurs algorithmes peuvent étre

utilisés voir e.g. [6] et [9].

2.2 Courbe la plus probable
En utilisant le modele défini dans (2)), Iestimateur (MAP) est égal  :

N
MK(x‘Aab):V+Zyj¢j(x)v (4)
§=0
ot v = (v,1p,...,vy) € RNT2 est la solution du probleme d’optimisation quadratique
suivant :

. 1 -1

v =arg min Zel (FN) cl,
CEIgﬁC& 2

avec I'V la matrice de covariance du vecteur gaussien £. Le vecteur v est vu comme le mode

du vecteur gaussien £ tronqué a Iz N C¢, ou I¢ représente les conditions linéaires de type

égalité (A-H)-£=0b.

L’avantage d’un tel estimateur est de vérifier a la fois les conditions linéaires de type égalité
définies dans et la monotonie (décroissante). De plus, il ne dépend pas du parametre de
variance. Pour N = 400, c’est aussi la fonction spline d’interpolation sous contraintes défini
par :
hopt = arg  min _||h[/%
opt gheHﬂC’ﬂI” ||H7

ou H est le Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) associé au noyau de covariance K, C
est 'espace des fonctions décroissantes et I = {f : A- f(X) = b}.

3 Etude empirique (Euribor data)

Le modele proposé a été appliqué a des données réelles.

Les données. La fonction a estimer est définie sur I'intervalle [0,40] de maturités exprimées
en années. Elle démarre de 1 et décroit vers zéro & l'infini. En notant X = (1,...,40)" (de
taille 40), les conditions linéaires de type égalité sont définies par une matrice réelle A de
taille 14 x 40 :

A-YN(X)=b, (5)

otb=(1,...,1)T € R™. Dans ce cas, on a m = 14 et n = 40. En tenant compte du fait que
le taux d’actualisation démarre de 1, ’ensemble des contraintes linéaires de type égalité est :
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(1 0/(0) o én(0) >5:<11)> (6)

Dans ce cas, la simulation du processus gaussien Y~ conditionnellement & @ et a la contrainte
de monotonie (décroissante) est équivalente a simuler le vecteur gaussien £ tronqué au sous-

espace convexe IcNC¢ ol I¢ est donnée par I’équation @ et C¢ = {5 e RN+2 . § <0, 5=0,...

Simulations. On considere les données Euribor au 02/06,/2010.
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FIGURE 1 — Simulations d’un processus gaussien (trajectoires grises) conditionnellement
décroissant en utilisant le noyau Matérn 3/2 avec les parametres (62,6) = (0.8,47.9) qui
sont estimés par un technique de Validation Croisée adaptée aux contraintes inégalité voir

9.

Sur la Figure , on choisit N = 60 et en simulant le processus gaussien YV conditionnellement
monotone (décroissante). Remarquons que les trajectoires simulées (courbes en gris) sont
décroissantes sur le domaine tout entier. La courbe noire représente le mode du processus
gaussien conditionnel qui respecte a la fois la contrainte de monotonie décroissante et les
contraintes linéaires de type égalité . Les courbes en tirets noirs représentent un intervalle
de confiance a 95% calculé par simulation.

4 Conclusions

Dans cet article, une courbe d’actualisation est estimé en utilisant la Régression par Pro-
cessus Gaussien sous contraintes. Comme nous avons pu le voir, 'adaptation de la méthode
au cas de contraintes linéaires de type égalité quelconque ne pose pas de difficulté. Pour
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étudier le modele proposé, un exemple numérique en dimension 1 est inclus. Le résultat
numérique montre que les simulations du processus gaussien conditionnel respectent a la fois
les contraintes linéaires de type égalité et la monotonie décroissante par rapport a la maturité.
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